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Exercices de cours 2 : 17 Septembre 2007

§1.3′′′ Applications aux polynômes

1) a) Prouver que deux polynômes P et Q sont égaux si et seulement si ils prennent
les mêmes valeurs sur les entiers naturels pour tout entier naturel n on a P (n) = Q(n).

b) En déduire une autre solution de 11) de Exercices de cours 1.

2) Expliciter la série formelle (1−X)

∞∑
k=0

Xk et vérifier (

∞∑
k=0

Xk)(

∞∑
l=0

Xl) =

∞∑
n=0

(n + 1)Xn

§1.4 Nombres complexes A définitions et opérations.

3) Calculer (2+i)(1+i), (1+i5)(5+i), (1+i
√

3)(1+i
√

3), (−1+i
√

3)(1+i
√

3)

4) Soit z=a + ib, u=c + id, v=e + if calculer z.(u.v) et finir la preuve du (i′) de la
liste de propriétés de l’addition + et la multiplication · des nombres complexes.

§1.4B Conjugué et norme.

5) Soit z un nombre complexe prouver que a) |<z| = |z| si et seulement si z est réel.
b) |=z| = |z| si et seulement si z est imaginaire pur.
c) |z| = <z si et seulement si z = x ≥ 0 est réel positif ou nul.

6) Calculer les inverse de 1 + i, 1 + 7i, 3
2 + 2i

7) Soit z, u deux complexes. Prouver que les huit énoncés suivant sont équivalents1:
i) Il y a égalité |z + u| = |z|+ |u| dans l’inégalité triangulaire.
ii) zu = |z| |u|.
ii′) zu ≥ 0 est un réel positif ou nul.
ii′′) Soit u = 0 soit il y a un réel positif ou nul t ≥ 0 tel que z = t u.
iv) z |u| = |z|u.
iii′′) Soit z = 0 soit il y a un réel positif ou nul s ≥ 0 tel que z s = u.
iii′) zu ≥ 0 est un réel positif ou nul.
iii) zu = |z| |u|.

§1.4C Equation du second degré et racines carrées.

8) Factoriser les trinômes X2 − 2X − 8 et X2 − 2X + 5.

9) Soit a, b réels avec, soit b 6= 0, soit a > 0. Prouver a +
√

a2 + b2 > 0 et calculer

a +
√

a2 + b2

2
− b2

4
2

a +
√

a2 + b2

10) Déterminer les racines carrées (complexes) de −3 + 4i

§1.4D Equations algébriques.

11) Soit P (X) = X3 + 7X2 + 2iX + 14i. Calculer P (1− i).
En déduire toutes les solutions complexes de l’équation P (X) = 0.

12) Soit P (X) = X4 +4X2 +16 a) L’équation P (X) = 0 a-t-elle une solution réelle?
b) Calculer P (1 + i

√
3).

c) Déterminer des réel b et c tels que si Q(X) = X2 + bX + c alors Q(1+ i
√

3) = 0.
d) Factoriser P en produit de deux trinômes du second degré réels.

1 c. a d. si l’un est vrai alors tous les autres le sont.



Résultats numériques de quelques exercices de Exercices de cours 1

1)

6∑
k=2

(−2)k = 4− 8 + 16− 32 + 64 = 44,

4∑
k=1

3k = 120,

4∑
k=1

5k = 780

NB1) a) 2N + 1, b) Non car une somme d’un nombre impair de termes impairs est impaire,
c) N+1, oui quand N est impair.

6)

(
5
3

)
= 120

6×2
= 10,

(
6
2

)
= 720

2×24
= 15,

(
6
3

)
= 720

6×6
= 20

10)

(
1
2
1

)
=

1

1

1

2
=

1

2
,

(
1
2
2

)
=

1

2

1

2
(
1

2
− 1) = −

1

8
,

(
1
2
3

)
=

1

6

1

2
(
1

2
− 1)(

1

2
− 2) =

1

16
,(

− 1
2

1

)
= −

1

2
,

(
− 1

2
2

)
=

3

8
,

(
− 1

2
3

)
= −

5

16
,

(
−1
1

)
= −1,

(
−1
2

)
= 1,

(
−1
3

)
= −1,(

−2
1

)
= −2,

(
−2
2

)
= 3,

(
−2
3

)
= −4,

(
−3
1

)
= −3,

(
−3
2

)
= 6,

(
−3
3

)
= −10


