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§3.7E Dimension.

1) Soit E et F' deux espaces vectoriels, vy, ...,v, € Eet f : E — F linéaire. Prouver :
a) Si f(v1),..., f(v,)€F est libre alors vy,...,v, € E est libre.
b) Vect(f(v1),..., f(vn))=f(Vect(vy,...,v,)) donc :

b’) Sivi,..., v, € E est génératricelet f est surjective?, alors f(v1),..., f(vn) € F est génératrice.

2) Déduire du corollaire 1 (Si V' est un sous- espace de R" alors soit V = {0},
soit V' a une base v1,...,vm €V avec m<n et V=F si m=n) le corollaire 1’ un sous-espace V'

d’un espace E de dimension finie est de dimension finie et dimV <dimFE avec égalité ssi V =F.

3) Généralisant la formule du corollaire 3, prouver que si V,W C E sont deux sous-espaces de
dimension finie d’un espace vectoriel E alors VNW et V+W sont de dimension finie et

dim(V) 4+ dim(W) = dim(V N W) + dim(V + W)

[Les cas V={0} ou W={0} déja traité, prendre des bases v1,...,vm €V de V et wi,...,wp € W
de W qui, si VNW #{0}, complétent une base vi = wi,...,v: = wr € VNW de VNW]

Remarquer 'analogie avec I’énoncé : Si A, BC X sont deux parties finies d’'un ensemble X
alors AN B et AU B sont finies et on a card(A N B) + card(A U B) = card(A) + card(B)

§3.7F Un morphisme est uniquement déterminé par ses valeurs sur une base.

4) En utilisant le fait que si vy,...,v, € E est une famille libre alors tout élément

v € Vect(vy,...,v,) de Pespace vectoriel engendré par cette famille a une unique
n

écriture v = Z Ak - v prouver directement la partie unicité du lemme.
k=1
5) Prouver que si V' C E est un sous-e.v. d'un e.v. E de type fini alors il y a un
morphisme r : E — V tel que r o incl{”; = Idy.
[Dans le cas V' # {0}, définir r & l’aide d’une base de E complétant une base de V|

§3.7G Le théoreme du rang.

6) Soit U,V C F deux sous-espaces vectoriels v. d'un espace vectoriel. de type fini F'.
Déterminer 'image et le noyau du morphisme f : E=U xV — F, f(u,v) = u+wv.
Déduire du théoreme du rang pour ce morphisme f la conclusion de I’exercice 3).

7) Donner deux autres preuves du théoreme du rang a) Si Imf # {0} et kerf # {0}
soit v1,..., v, Ekerf une base de kerf et w1 = f(vmy1),.- ., Wy = f(Vman) € Imf
une base de Imf. Prouver que vy, ..., Vn+n € E est une base de E.

b) Prouver que si V' C E est un supplémentaire de kerf dans E = kerf @& V alors
la restriction de f a V est un isomorphisme de V' sur Imf.

L c.a d. Vect(vi,...,vn)=F
2 cad f(E)=F



