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Exercices de cours 11 : 3 Décembre 2007

§3.7 Dimension et rang.
§3.7A Combinaisons linéaires.

1) Soit vy,...,v, € E une famille de n-vecteurs d’un espace vectoriel E.

n
Prouver que l'application g : R™ — E, g(A1,...,\p) = Z Ak - v est linéaire.

k=1
a) directement en utilisant les regles de manipulation du signe » .
b) par récurrence sur n en remarquant que pr,, : R” — R, pr,,(A1,...,A\n) = Ap
et,sive E, f, : R— E, f,(A\) =\ v sont linéaires.
2) Prouver directement que si v1,...,vn € E est une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E

n
alors Vect(v1,...,vn) ={ E Ak vk (A1, ..., An) € R™} est un sous-espace vectoriel de E.
k=1

3) Soit F un e.v. et vq1,...,v, € E. Prouver que si U C F est un sous-e.v. contenant
chaque vy [1 <k <n, v, € U] alors Vect(vy,...,v,) C U.
Ainsi Vect(vy,...,v,) est le plus petit (pour Iinclusion) sous-e.v. contenant les vy.

§3.7B Indépendance linéaire.

4) Re-prouver qu’il découle des huit propriétés de la somme et du produit externe données dans la
définition d’un espace vectoriel E quesi A € R et v € FE alors ()vfu = O) & ((/\ =0)ou (v= 0))
En déduire qu’une famille de un vecteur v; = v est libre ssi v # 0.

aik

5) Soit pour 1 < k < n(< m) des colonnes vy, = : € R™ avecag #0Oetsii> k,a;, =0.
Am, k

a) Prouver directement que v1, ..., vy est une famille libre, puis retrouver ce résultat en vérifiant

{0} C Vect(v1) C --- C Vect(vy,...,vg) C Vect(vi,...,vgpq1) C -+ C Vect(vi,...,vn)
: 7z 7 : z 7

b) Indépendamment de a), prouver que la base canonique de R™ est une famille libre. Comparer
avec la preuve obtenue en remarquant que les e satisfont aux hypotheses faites sur les vy.

§3.7C Traduction dans le langage des systemes linéaires.

1 1 1 3
6) Soit vy =2 |,va=|1],v3=[3],v=1]6] R
2 2 2 6

En considérant le systeme Aj-v1 + Aav2 + A3-v3 =v déterminer si v € Vect(vy, va, v3)

1
7) La famille vy, v, v3 € R3 de 6) est-elle libre? Méme question avec la famille vy, va, vé = (3 ) cR?
1

§3.7EF Dimension.

8) Prouver la remarque Si f : E — F est un isomorphisme d’espaces vectoriels alors
la famille vy, . ..,v, € E est libre (respectivement génératrice) si et seulement si la
famille image f(v1),..., f(v,) € E est libre (respectivement génératrice).



