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Exercices de cours 10 : 26 Novembre 2007

§3.6 Calcul matriciel.
A Dictionnaire : Apllications linéaires de Rn dans Rm ↔ Matrices m× n.

1) Soit a, b ∈ R. En identifiant C à R2 par z = x + iy 7→ (x, ), écrire 〈〈en ligne 〉〉

f(x, y) = ( , ) l’application f : R2 → C = R2, f(x, y) = (x + iy)(a + ib)

2) résoudre ce système
{

x 2 + y 3 + z 0 = a
x 1 + y 0 + z (−1) = b

3) Donner la matrice de l’application définie dans l’exercice 1).

4) On rappelle que si 1≤ i 6=j≤m et a∈R on a défini Ei,j(a)(=Em
i,j(a)) : Rm → Rm

par f(y1, . . . , ym) = (z1, . . . , zm) où si k 6= i, zk = yk et zi = yi+yja. On note Em
i,j(a) = MEm

i,j
(a).

Vérifier E2
1,2(a) =

(
1 a
0 1

)
, E2

2,1(a) =
(

1 0
a 1

)
et donner la matrice E3

2,1(a).

B Composition des matrices.

5) Refaire, dans le cas m = 2, n = 3,m = 4, en écrivant tous les termes le calcul des
huit coefficient A ·Bi,k, 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ k ≤ 4 avec les notations

A =
(

a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

)
, B =

 b1,1 b1,2 b1,3 b1,4

b2,1 b2,2 b2,3 b2,4

b3,1 b3,2 b3,3 b3,4


6) Soit f, f ′ : R→R, f(x)=ax + b, f ′(x)=a′x + b′.

a) Vérifier que la composée f ◦f ′ : R → R est donné par f ◦f ′(x) = aa′x+ab′+ b

Soit F, F ′ : R2 → R2 les morphismes de matrices A =
(

a b
0 1

)
, A′

(
a′ b′

0 1

)
.

b) Prouver que b1) i : R→R2, i(x)=
(

x
1

)
induit une bijection j : R → R× {1}

b2) si (x, 1) ∈ R×{1} alors F (x, 1) ∈ R×{1} et déterminer j−1 ◦F ◦ j : R → R.
c) Déduire de b) et du calcul du produit de matrice AA′ une autre solution de a).

7) Soit A = (ai,j) 1 ≤ i ≤ m
1 ≤ j ≤ n

∈ Mm,n, B = (bh,i) 1 ≤ h ≤ l
1 ≤ i ≤ m

∈ Ml,m et 1 ≤ p, q ≤ m.

Vérifier, dans ce cas général énoncé en cours, à partir des formules donnant les
coefficient d’un produit de matrices que ep,qA est la matrice m×n qui a toutes ses
lignes nulles, sauf la pième qui est la qième de A et que Bep,q est la matrice l ×m
qui a toutes ses colonnes nulles, sauf la qième qui est la pième de B.

8) On rappelle que si 1≤p 6=q≤m et λ∈R on a défini Ep,q(λ)(=Em
p,q(λ)) : Rm → Rm

par f(y1, . . . , ym) = (z1, . . . , zm) où si k 6= p zk = yk et zp = yp + yqλ.
‘Vérifier que la matrice de Ep,q(λ) est MEm

p,q(λ) = Im + λep,q



Errata de la feuille TD5: 22 Octobre 2007

Dans l’exercice 2) la minoration demandée en d) n’a pas toujours lieu :
dans 8) de TD2 on a montré qu’il y avait des fractions irréductibles m

n avec n

arbitrairement grand et |mn −
√

3| < 1
3

1
n2 donc si p = m− n et q = n on a :

|p
q
− (

√
3− 1)| = |m

n
−
√

3| < 1
3

1
n2

=
1
3

1
q2

Or α =
√

3− 1 est la solution positive de l’équation X2 − 2X − 2 qui est du type
considéré dans cet exercice 2) de TD5 (avec a = 1, b = 2 et c = −2).
Comme 1

3 < 1 = 2
2 = 2

b la minoration demandée en d) ne peut avoir lieu.

Pour obtenir une minoration qui a lieu dans tous les cas, on peut par exemple
remplacer les questions b) et d) par

b) Prouver β < − b
2a et a(α− β) =

√
b2 − 4ac.

d) En déduire que si p
q 6= α alors |α− p

q | ≥
1

a+
√

b2−4ac
1
q2 ≥ 1

a+b+2(a−c)
1
q2


