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Exercices de cours 5 et 10 Septembre 2007

§1.1. Sommes et produits

6 4 4
1) Expliciter et calculer les sommes Z(—Q)k, Z 3k, Z 5"
k=2 k=1 k=1
2) Soit p, ¢ des entiers relatifs avec p < q et (uq,...,u,) une famille de réels indicée
q q
de p a g. Etablir, par récurrence sur g — p, la relation Z U = Up + Z U
k=p k=p+1
N
NB1) Soit N un entier positif. a) Combien de terme a la somme Z (—1)k?
k=—N
b) Est-ce que, pour certaines valeurs de N cette somme est nulle?
N
¢) Méme questions pour la somme Z(—l)k.
k=0
Rmgq 1,2,3) Soit (u_n,...,uy) une famille de réels indigées de —N a N [N entier
positif] telle que pour 1 < k£ < N on a u_, = —ug. En découpant deux fois la
N
somme en k = 0 et faisant un changement d’indice prouver Z Up = UgQ.
k=—N
Rmq 1-5) Soit (v_p,...,vy) une famille de réels indicées de —N & N [N entier positif]
N N N
telle que pour 1<k < N on a v_i =wvg. Etablir Z Vi :UO—I-Z 2uy, F’U()—FQZ’Uk].
k=—N k=1 k=1

3) Etablir les relations QZBk =3ntl 1, 7Z8k =gt 1
k=0 k=0

S % 2mtl — 13"t — 1)

4) Vérifier » En: itk = (2mH_1)(27 T —1), ) En: 2h3h — ( 5

§1.2. Factorielle et coefficients binomiaux
5) Soit n un entier positif, établir 2771 < n! <n""! (on a méme ()™ < (Z)™ <nl)

6) Calculer a partir de la formule de définition (g) , (g) , <g>

7) Déduire la seconde i) de la premiere i) formule du triangle de Pascal :
i) Si k,n sont entiers avec 0 < k < n alors (Z) + ( n ) = (n—|— 1)

k+1 k+1
m—1 .

.. . by m /l/

i1) si l,m sont entiers avec 0 < I < m alors < I ) - ‘—121 (l — 1)

8) Ecrire dans le triangle de Pascal les coefficients du binéme ( Z ) pour 0 <k<n<8.

9) A l'aide du triangle de Pascal établir si 0 < k < n la majoration <Z> < on—1,

négligeable, pour n grand, devant (%)™ qui, annoncé en 5), minore le numérateur n! de (Z)



T

k—1
1
10) Calculer (k) =1 H(x —h) pour k=1,2,3 et x = %7—%,—1,—2, -3
h=0

11) Etablir que la formule du triangle de Pascal a lieu pour tout entier naturel k et

tout nombre réel ou complexe z :  ~ | = (¥ +1) _ x
prexe sk ) = \k+1 k1

§1.3. trois formules a connaitre.

n(n+1)'

n
12) Ecrire une démonstration par récurrence sur n de la formule Z k= 5

k=0
13) Soit a, une suite vérifiant a3 = p et pour tout entier positif n,a,+1 = a, +d

n
—1 —1)d
établir Z Qp=np-+ n(n ) p + p + (n ) ai + an

d=n =n (la somme des termes
k=1

2 2 2

d’une progression arithmétique de longueur n (de premier terme p et différence de deux termes
consécutifs d) est le produit de sa longueur par la moyenne du premier et du dernier terme).
14) Soit n = 2m + 1 un entier positif impair et a,b deux nombres réels.
n—1
Déduire du théoreme 2 la formule a” + 0" = (a + b) E (—1)kan—1=kp*,
k=0
15) Prouver par récurrence le théoréme 2 et visualiser avec, pour 0<b<a et n=0, le schéma
(a—b)xab0=(a—b)x1 bl
—_——N—

A . 7 A 7 .
| ——————— | — | et faire la figure correspondante [dans un carré de coté a] si n=1.

N J/

16) Soit g,, une suite vérifiant g; = ¢ et pour tout entier positif n, g,+1 = rg, établir
- =1 gny1— 01
> gr=gq =
r—1 r—1
k=1

En déduire la regle mnémotechnique : la somme des n premiers termes d’une
progression géométrique de longueur n (de premier terme q et raison r) est

terme qui aurait suivi le dernier — premier terme

raison — 1

17) Déduire de la formule du binéme une autre solution de 9) si n=2m+1 est impair.

18) Prouver pour tout entier naturel k on a _% 2k + 1 _%

rouver pour tout entier natur n T

P kE+1 2k+2 \ k
1

Retrouver ainsi les valeurs pour k£ = 1,2,3 de (72) calculées en 10).

19) Prouver pour tout entier naturel & les formules :

1 15,27 - 1) 2k)! 1 2k 1
( /f) — (VP = ()P g = (1) ( k ) I

1
En déduire (ainsi que de 9)) que si 0 < z alors (_§> (—zx)k < 2% puissi0 <z < K <1et

o

N
_ g Lantl 1 gntl
n < N sont entiers la majoration : 0 < E < > (—x)" < = <=
k 21—z~ 21-K

k=n-+1

N|—=




