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sans documents ni calculatrices

Ne répondre qu’apres avoir lu attentivement la question effectivement posée ainsi que
celles qui la précedent. Chaque question demande une réponse courte, précise et justifiéel.

Dans vos réponses, ne pas omettre d’indiquer la lettre [de a) & u)] correspondant & la
question traitée, par contre recopier le sujet est une perte de temps.

Le bareme, étant sur 30, permet d’obtenir la note maximale de 20 sans traiter le sujet
jusqu’au bout, mais ce baréme tient compte de la clarté de la rédaction, la justification des calculs
et des affirmations et la correction des liens logiques entre les énoncés successivement écrits sur
la copie : n’y reportez que des raisonnements aboutis et des calculs dont vous étes sfr.

B et C sont indépendants, cependant on vous conseille de suivre 'ordre du sujet.
Si vous ne savez répondre a une question, vous pouvez répondre a certaines questions ultérieures.

A Question de cours
(sur 3 points : a=1, b=2)
Soit E, F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.
a) Définir le noyau de f.

b) Prouver les deux implications de 1’équivalence

f est injective < kerf = {0}

B Exercice

(sur 9 points : c=1, d=1, e=0,5, f=1,5, g=2, h=1, i=2)

On considere I'application h : R — R, h(z) = 222 — 1.
c) Rappeler la définition de I'application composée k = h o h.
d) Soit p: R — R, p(z) = 2* — 42% + 1. Pour tout x € R calculer 2k(z) — p(2z).
e) Déduire du résultat obtenu en d) que p(2z) = 0 si et seulement si k(z) = .

f) Montrer que k(z) = 3 si et seulement si h(z) € b1 ({5}).

1
2
g) Déterminer h=*({3}), puis A~ (R~ ({1})).

h) Déduire de e), f) et g) les solutions de '’équation X4 —4X2% +1 = 0.

i) Factoriser le trindme T(Y) = Y2 —4Y +1 en déduire la factorisation du polynéme
P(X) = X*—4X?% +1 et comparer avec votre résultat obtenu en h).

T.S.V.P.

L La seule réponse on déduit ceci de cela & la question déduire de cela ceci vaut zéro points.



C Probleme

(sur 18 points : j=1, k=1, 1=2, m=2, n=1, o=1, p=2, q=1, r=1, s=1, t=1, u=4)

. . . X
On rappelle que si m € N est un entier naturel, le polynome b,,, = (m>

« coefficient binomial généralisé» m parmi X est défini par ( 0 ) =let,sim>1,

m—1
1
(ffz) = — H (X — h). Le probleme se propose de prouver :
m!
h=0

Sin € N est un entier naturel I'espace R[X|,, des polynémes a coefficients
réels de degré au plus n est engendré par by, ..., b,
et de déterminer des relations de récurrence sur ’entier n permettant de calculer,
pour 0 < k < n des réels zy,, tels que pour tout n € N on ait :

X" = an,kbk = Zfb’n,k ()k:()
k—0 pry

Un cas particulier

j) Expliciter by, by, ba, bz et vérifier 1 = by, X = by et X2 = 2by + by.
k) En utilisant la méthode de Gauss de résolution des systémes linéaires déterminer
les (zg, 1,72, 73) € R? tels que

i) =
1 —

wﬁwﬁ

o OO

mﬁwﬁwﬁ

1) Déduire de la résolution du systéme de k) que le polynéme X2 est dans 'espace
vectoriel engendré par la famille by, b1, bo, b3 et que cette famille est libre.

T.S.V.P.



Le cas général

L’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels étant noté R[X] on
considere les deux applications :

T, A =T —Idgx : R[X] — R[X]

n
qui a Zaka:P € R[X] associent
k=0

T(P) = P(X +1) fZakXH

A(P)=T(P)— P=P(X +1) — P(X)

m) Calculer A(X™+1) ot A((mX 1)).

n) Vérifier A(R[X],4+1) C R[X],.
0) En admettant que T est linéaire, prouver que A est linéaire.

p) Soit P € kerA un élément du noyau de A et QQ = P — P(0).
Prouver par récurrence sur n que pour tout entier naturel n € N on a Q(n) = 0.

q) Déduire de p) la détermination du noyau kerA de A.
Soit V = {P € R[X],+1; P(0) =0}.
r) Prouver que V est un sous-espace vectoriel de R[X],, 1.
Par n) A induit une application A,, : R[X],11 — R[X],, An(P) = A(P).

s) Prouver que la restriction A,y : V — R[X], de A, & V est injective.

G X
m+1 _ m—+1
On suppose A(X E yk( )et note S = X —kg_oyk<k+1).

t) Calculer S(0) et A(S).

u) Conclure et vérifier que les relations de récurrence que vous avez trouvées vous
permettent de retrouver les résultats des questions j) et k).

FIN
(du sujet)



