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§3.2 Sous-espaces vectoriels.

1) Soit V={(z,y,2) eR3; 2 +y+2=0}et W={(AL,\,\) eR>; A€ R} et

uwo=(1,1,1),u3=(0,1,—-1),us=(—1,0,1),us=(1,—1,0),us = (1, 2,0),us = (0, 3,0)

a) Pour 0 < k < 5 représenter sur un méme figure le vecteur uy et déterminer s’il
est dans V', dans W, dans VN'W et ou dans V + W.

b) Prouver que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer VNW.
c) Prouver que R3 =V + W, déduire de b) que R =V & W.

d) Soit e;=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1) déterminer, pour 1<:<3, le vecteur
v; € V et le vecteur w; € W tel que, d’apres c), on a 3e; = v; + w;.

e) Représenter sur la figure les sous-espaces V, W et, pour 1<i<3, les vecteurs e;, v;, w;.

Que pouvez-vous dire de vy + vo + v3 et du polygonelvy, —vs, va, —v1, v3, —Ug?

2) Soit V={(z,y,2)ER®; 2 +2y+2=0} et W={(z,y,2)€ER?; 22 +y + 2=0}.
a) Déterminer V N'W et prouver V + W = R3. La somme est-elle directe?

Soit U={(z,y,2)€ER3; x+y+2 =0} et T={(x,y,2) ER3; 3x+3y+22 = 0}.
b) Déterminer UNV, UNW,(UNV)+({UNW) et TNV, TNW,(TNV)+(TNW).
At-on UNV4AW)=UNV)+UNW), TNV +W)=(TnNV)+(TNW)?
¢) Prouver que si U, V, W C E sont sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F
cl) on a toujours (UNV)+(UNW)CcUN((V+W).
c2)siV C (VNW)+U,ouW C (VNW)+U alors (UNV)+(UNW) =UN(V+W)

3) Soit R={f:C - C;VzeCona f(Z)=f(2)} et I={f: C — C;VzeCon a f(z)=—f(2)}.
a) Prouver que R et Z sont des sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel C€ ={f : C — C}
des applications de C dans C et que RNZ = {0}.

b) En vous inspirant de 5) b) de Exercices de cours 8, prouver C° =R ¢ 7.

63.3 Applications linéaires.

4) Soit E et F deux espaces vectoriels. On note F'¥ ={f : E — F} I’ensemble des
applications de E dans F et L(E,F)={f: E — F; f est linéaire } C F'¥ celui des
morphismes de E vers F.. Muni des opérations au but> F'¥ est un espace vectoriel®.
a) Prouver que £(E, F) est un sous-espace vectoriel de F.

b) En reprenant les notations de 13) de TD6 Prouver [Cf 11)a) de TD7] que bl) £ est un sous-
espace vectoriel de L(C,C) et j: C? — &£,j(a,b) = Ly : C — C, Ly p(2) = az + bz est linéaire,
puis, & I’aide de 11)b) de TD7 que b2) £ = L(C, C) et j est un isomorphisme.

5) Vérifier quesia € Ret 1 <i # j < m les application E; ;(a) : R™ — R™ définies
dans le cours sont pour m = 2, £ 5(a)(z,y) = (z+ya,y), Ex1(a)(z,y) = (z,y+za)
puis déterminer I'application composée p = Eq 2(—1) 0 E51(1) o By o(—1).

En notant f = Fq12(—1),9 = E2,1(1) et e1 = (1,0),e2 = (0, 1) représenter sur quatre figures

e1,e2 sur la premiere, f(e1), f(e2) sur la seconde, go f(e1) = g(f(e1)),go f(e2) = g(f(e2)) sur

la troisieme et enfin p(e1) = fogo f(e1) = f(g(f(e1))),ple2) = fogo f(e2) = f(g(f(e2))).
Désormais on garde les notations e; = (1,0),e5 = (0,1) € R?

6) Soit a,beR avec a+b#0et f: R? — Rg,f(:c,y):(lg—j_i’b,mz—w) et g=Idg2—f.

a) Dans les casa =b=1 et a = 1,b = 2 calculer (et représenter sur une figure)

fle1), flez), flertez), gle1), g(e2), g(bei—aez), f(g(e1)), f(g(ez)), g(f(e1)), 9(f(e2))
b) Dans le cas général déterminer les applications fo f, fog,go f,gog: R? — R?

L dont les sommets sont les extrémités des vecteurs
>sif,g:E—Fet NeR,f+g,Mf:E— B, (f+9)(x) = f(z) +g(x), A f (z) = X f(=).

3 méme preuve que pour R espace vectoriel des applications d’un intervalle I dans R.



7) Soit p: E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que pop = p.
Prouver que I’endomorphisme ¢ = Idg — p vérifie gog=qget pog=qgop=0.

7’) On rappelle que le produit scalaire de 'espace euclidien R™ est ’application <, >: R"XR" — R
n

qui d z = (z1,...,2n) ER et dy = (y1,...,yn) € R™ associe < x,y >= E Tk -
k=1

Soit u € R™\{0} un vecteur non nul de I’espace euclidien et

<u,xr >

:R" - R",p(x) =2 —
Pu - p(@) <u,u >

U, qu = Idr» — Pu

a) Calculer p(u) et g,(u). Prouver que p est un morphisme et déterminer p,, o p,.
b) Dans le cas n = 3 et u = (1,1,1) calculer, si e; = (1,0,1),es = (0,1,0) et
es = (0,0,1), pour 1 < < 3 les vecteurs p,(e;). Comparer avec 1).

7”) Soit s : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel F tel que so s = —s.
Prouver que I'endomorphisme ¢t = Idg + s vérifie tot =t et sot =tos=0.

8) Soit J : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que JoJ = —Idg.
a) Vérifier que J : R? — R?, J(z,y) = (—y, x) satisfait & cette hypothese.
a’) Plus généralement vérifier que si a,b € R avec b # 0 alors I'hypothese est aussi

vérifiée par J,p : R? — R?, Jup(z,y) = (—(za + yb),a:Hba2 + ya).

Pour z=a+ibeCia,bc Retx € Eonpose zxx=a-x+b-J(x).
b) Prouver que, quitte & y remplacer R par C et- parx, les huit propriétés de la défi-
nition d’un espace vectoriel sont satisfaites par (E,+ : ExXFE — E,x: CxE — F).

On revient & exemple de a). Soit C = {a-Idgz +b-J € L(R?,R?); a,b € R}.
¢) Prouver que C est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel £L(R?, R?) des
endomorphismes de R? qui est stable par composition : si f,g € C alors fog € C
etque j:C—-C,C>z=a+1b— a-Idgrz + b-J est un isomorphisme vérifiant
de plus pour tout z, 2’ € C la relation j(z2') = j(z) o j(Z).

9) Soit f: R* — R4, f(x,y,2,)=2r —y,x+y — 2,0+ 2 —t,1)
a) Pour tout v = (a,b,c,d) € R? déterminer f~!({v}). En déduire que f est un
isomorphisme et déterminer son isomorphisme réciproque.
b) Soit n: R* — R* n(x,y,2,t)=(y —x,2 — 2,t — x,t — T).
Déterminer f + n,n?,n3,n* et g = Idgs +n +n? +n3 et calculer go f et fog.

9’) Soit f : F — E un endomorphisme d’un espace vectoriel F tel qu'il y a un entier
k € N pour lequel 'endomorphisme n = Idg — f : E — E vérifie nf+1 = 0.
Onpose g =Idg +n+---+n*: E — E. Déterminer foget go f.
En déduire que f est un isomorphisme. Quel est son isomorphisme réciproque?

83.3 Espaces vectoriels image et image réciproque.
10) Soit f,g: C — C, f(z)=Re (2)=3(z + 2), g(2) =Sm (2) = 55 (z — 2).
Déterminer les noyaux et images ker f, ker g,Im f,Im g de ces deux morphismes.
11) Soit f: E — F et g : FF — G deux morphismes composables.
a) Quelles relation logique (implication ou équivalence) il y-a-t-il entre :
i) gof=0 i1) Imf =kerg i) Imf Ckerg iv) Imf D kerg
b) Est-ce que g o f peut étre injective si iv) est satisfaite et g non injective?

12) a) Soit f,g: R* — R?, f(z,y) = (v + 2y,2 + 2y),g(z,y) = (= + 3y, 2z + 6y).
Déterminer al) les noyaux ker f, kerg et



a2) Leurs images f(kerf), g(kerf), f(kerg), g(kerg) par f et g.
b) Soit f,g : F — E deux endomorphismes d’un espace vectoriel E' qui commutent,

c’est a dire tels que fog=go f. Prouver f(kerg) C kerg et g(kerf) C kerf.
cl) La conclusion de b) est-elle satisfaite par pour les applications f et g de a)?
c2) Que peut-on en déduire pour les applications f et g de a)?

c3) Vérifier directement la conclusion obtenue en c2.

13) a) Prouver que V={z € C; Re ((1 +1)2=0} est un sous-espace vectoriel de C.
b) Déterminer le noyau de fte : C — R et de sa restriction f=Re;,;: V —RaV.
c) Déterminer I'image de Re : C — R et celle de f=Re |y : V — R.

14) Soit f : E — F un morphisme d’espace vectoriel, U C E un sous-espace vectoriel
de la source E de f et g= fjy : U — F,g(z)= f(x) la restriction de f a U.
a) Prouver que g est un morphisme.
b) Prouver que le noyau de g est kerg = kerf N U.
c¢) Prouver que si E = kerf + U alors Im f = Img.

15) Soitp : F — F,s: F — E des morphismes d’espaces vectoriels tels que pos=1d.
a) Que dire quand a l'injectivité ou la surjectivité des applications p et s?
b) Déterminer les espace vectoriel ker p N Im s et p(Ims).
c¢) Déduire de b) et 14) que la restriction de p & Im s est un isomorphisme de Im s
sur F. Quel est I'isomorphisme réciproque?
d) Soit hy = Idg — s o p. Prouver Im hy C kerp. En déduire que :
e) h=(hy,p) : E—kerpxF, h(x)=(x—s(p(z)),p(x)) est un isomorphisme de E sur
kerp x F' d’isomorphisme réciproque k::inclferp—ks s kerpxF — E, k(u,y) =u+s(y).
f) Déduire de e) [et d)] qu’il y a égalité dans d) : Im hy = ker p.
g) Prouver directement qu’il y a égalité dans d) : Im hy; = ker p.

16) [suite de 6)] a) Déterminer les noyaux kerf, kerg et les images Imf,Img des

applications f : R? — R2, f(x,v) :(mgfbjb, gcgi?b’b) et g=Idgr> — f de I’exercice 6).

b) Si x € kerf et y € Imf, calculer f(z + y).

17) [suite de 7)] Soit p: E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que p o p = p.
Prouver que, si et g=Idg — p, on a Imp =kerq,Img =kerp, E =Imp @ kerp et
pour tout u € kerp et v € Imp on a p(u + v) = v.

17°) Reprendre 'exercice précédent avec les applications
<u,xr >

pu:R" = R" p(z) =2 RS

U, Gy = IdR" — Du

étudiées dans 7°), et déterminer les espaces ker p,, et Im p,,.

18) Déterminer les endomoprphismes f : R® — R? tels que kerf = R3.
Il y a t il un endomorphisme f de R? tel que Imf = R3?
Il y a t il un endomorphisme f de R? tel que Imf = R3 et kerf = R3?

19) Soit E = U @V un espace vectoriel somme directe de deux sous-espaces U et V'
et f: E — E un endomorphisme tel que kerf = U = Imf.
Prouver que f(V)=U et f induit un isomorphisme de V sur U.



