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§2’6 Cardinal d’un ensemble fini

1) Soit n€N et k € N\{0}. On considere f : Q(k,n) — N*, f(p)=I=(l1,...,l;) ol

k
Q(k,n) ={(mqy,...,my) € NP . ij <n}
j=1

j
et,sip=(my,...,my) €P(k,n)et 1 <j<konal, :j+2mk.
k=1
a) Représenter sur deux figures Q(2,n), Q(2,5) C N2 et f(Q(2,n)), f(Q(2,5)) CN2.
b) Prouver que f est injective et déterminer I'image f(Q(k,n)) CN* de f.
c) Soit g : N¥ — ZF f(1)=(v1,...,vk),vj=1; —lj_1 — 1 ot (1<j <k et lo = 0).
Calculer g o f et déterminer g~*(N*). En déduire de nouvelles preuve de b).

d) Déduire de ce qui précede que Q(k,n) est fini de cardinal (n —kt K )

k
e) Déduire de d) que lensemble P(k,n) = {(m1,...,ms) € N¥; ij = n}
j=1
n+k—1
kE—1
explicitant une bijection de P(k,n) sur 'ensemble!
{(ll,...,lk_l) € Nk_l; 1<li<ly<-- < lk—l}
des suites strictement croissantes de £ — 1 entiers compris entre 1 et n

(m+4+n)(m+n+1)

est fini de cardinal , puis, si £ > 1, retrouver le résultat obtenu en

2) Soit f: N? — N\ {0}, f(m,n) = +m + 1.

a) Indiquer sur une figure dans le plan R?(> N?) les valeurs f(m, n) pour m+n <6.
b) Déduire de 1) que l'application f est bijective.
c¢) Donner une preuve directe par calcul de la bijectivité?de f.

3) a) Soit @ # A C {1,...,n} une partie non vide de ’ensemble des n premiers entiers positifs.
Prouver qu’il y a un entier k avec 1 < k <neta:{l,...,k} — A,i+— a(i) = a; strictement
croissante [si 1<i<j<k,a;<aj] et surjective et que k et a sont uniquement déterminés par A.

b) Prouver quesi 1 <k <meta:{l,...,k} — A,i— a(i) = a,; est strictement croissante alors
A=a({1,...,k}) est une partie non vide de {1,...,n} et Card(A) = k.

On note {0,1}{1-~"} Pensemble des applications de {1,...,n} dans {0,1}.

¢) Prouver par récurrence sur n que {0, 1}{1--"} est fini de cardinal 2" et que x — x~*({1})

d) Déduire de ce qui précede une preuve par dénombrement de ’identité E <Z> =27

k=0

§3.1 Espaces vectoriels, définition et exemples.

4) Soit (z,y) € R?. Prouver qu’il y a (a,b) € R? tels que a(z,y) + b(—y,x) = (1,0)
si et seulement si (z,y) # (0,0) et qu'en ce cas a = 77 5,b= m;—fyz
En déduire qu’'un complexe z = x + iy est inversible pour la multiplication si et
seulement si il est non nul et qu’en ce cas son inverse est z~! = — fﬁyg - imgiyz.
Comparer avec la preuve du cours utilisant que la cojugaison complexe préserve le produit.
5) a) Déterminer les (a,b) € R? tels que a(1,2) + b(3,5) = (5, 7).
b) Déterminer les (a,b) € R? tels que a(3,2) + b(6,4) = (5,7).
c¢) Déterminer les (a,b) € R? tels que a(3,2) + b(6,4) = (9,6).

L' des combinaisons de k — 1 parmi n étudié au chapitre 1.

2 Mémorisez-vous mieux cette preuve [resp. celle et celle suggérée a) et b)] que 20) de TD6?



§3.2 Sous-espaces vectoriels.

6) Soit P e R[X]s et H={Q € R[X]5; Q(1) = P(1),Q(2) = P(2)}.
a) H est-il un sous-espace vectoriel de R[X]?
b) Prouver que V={ReR[X]3; P+ R€ H} est un sous-espace vectoriel de R[X].
c¢) Pouver que V = {R € R[X]3; 3 a,b € R tels que R = (X? —3X +2)(aX +b)}.

7) Soit V={P € R[X]; P(1)=P(2)} et W ={P € R[X]; P(1) = P(2) =0}.
a) Vérifier W, R[X]oCV et que R[X]p, V, W sont sous-espaces vectoriels de R[X].
b) Prouver que 'on a V- =W @& R[X]. En déduire que pour tout P € V' il y a un
unique @ € R[X] et un unique a € R = R[X]y tel que P = (X? — 3X +2)Q + a.

8) On considere I’espace vectoriel E = RN des suites réelles. Prouver que :
a) F={(xp)neN€E;Vn € N z,10=2x,11 + z,} est sous-espace vectoriel de E.
b) Si (zy)nen € F vérifie zg=x1=0 alors (z,)pen=0:V¥neN on a z,, = 0.
b’) Si (zp)nen€F et ily a k € N avec x =zp41 =0 alors o=z =0.
c¢) Pour tout a,b € R il y a un unique (x,),en €F avec xg = a et x1 = b.

d) ((#g)n) et ((%‘F’)”) sont deux éléments de F.

neN neN

Déduire de ce qui précede que la suite de Fibonacci (Fy),>1 définie par

F, = F;, = 1 et pour tout n > 2 la relation de récurrence F,, = F,,_1 + F,,_o
est F, = 2= [(158)" — (152)"] et vérifie |F, — d=(H58)" < & < 4.

En déduire que F,, est ’entier le plus proche de %(%5)”

5
Quand a-t-on F,, < \/Lg(%g)”?

9) On considere I’espace vectoriel E = RN des suites réelles. Prouver que :
a) N={(zn)neNn€E; Vn € N x,,10=4x,, 11— 4x,} est sous-espace vectoriel de F.
b) Si (zp)nen €N vérifie xg=x1=0 alors (z,)nen=0:VneN on a z,, = 0.
b’) Si (zp)neNn €N et ily a k € N avec o, =x5,1 =0 alors zo=x1=0.
¢) Pour tout a,b € N il y a un unique (2, )neNn €N avec xg = a et 1 = b.
d) (2")nen et (n2™),en sont deux éléments de N.
e) Quel sont les (z,)nen €N vérifiant xg =z = 17

10) On considere I'espace vectoriel E = RN des suites réelles, u,v € R. Prouver :
a) S={(zn)neNn€E; Vn € N 42 =ux, 1 — v, } est sous-espace vectoriel de E.
b) Si (2p)nen €S vérifie xg=2x1 =0 alors (z,,)nen=0: ¥nEeN on a x,, = 0.

b’) Si (zp)neNn €S et il y a k € N avec xp =x,+1 =0 alors xg=x1=0.
¢) Pour tout a,b € S il y a un unique (z,)n,en €N avec g = a et x1 = b.

Soit «, 8 € C tels que X? —uX +v = (X — a)(X — ). Prouver
d) Si a = f alors (a™)nenN, (na")pen € S et pour tout (z,)nen€Silya, ueR
tels que (Zn)neN = AMQ™)neN + p(na™)nen.
e) Si a, € R avec a # 3 alors (a”)nenN, (8" )nen € S et pour tout (z,)nen €S
ilyapeR tels que (z,)nen = AM@™)neNn + (8" neN-
f) Si a, 8 € C\ R alors (R(a™))nen, (S(a™))nen € S et pour tout (x,)nen €S il
ya X u€ R tels que (z,)nen = A(R(Q™))nen + p1(S(@™))nen-

Déduire de ce qui précede les valeurs des suites (Tn)neN, (Sn)neN; (ZTn)neN, (Yn)neN
vérifiant 19 = sg = g = yo = r1 = s1 = x1 = yYy1 = 1 et pour n > 1 les relations de

récurrence rp = 61,1 —9rp_2, Sp = 28,1 +8"n—2, Tn = Tp—1—Tn—2, Yn = Yn—1 — 2Yn—2.



§3.3 Applications linéaires.

11) a) Soit a,b € C et [Cf. 13) et 18) de TD6] L,y : C — C, L, = az + bz.
Prouver que L, 3 est un un endomorphisme du R-espace vectoriel C.
b) Prouver que si f : C — C est un endomorphisme du R-espace vectoriel C
ilyaa,be C tels que f(1) =a+bet f(i) = a —ib. En déduire que f = Lg .

12) Soit a,b € C. a) L’application [Cf. 8)-10) de TD6] f, : C — C, fop(2) = az+b
est-elle un endomorphisme du R-espace vectoriel C?
b) Prouver que Fi,, : CxR — CxR, F, 4(z,t) = (az+bt,t) est un endomorphisme
du R-espace vectoriel C x R et que, si P={(2,t) € Cx R;t=1},F,(P) C P.
c) Soit j: C — CxR,j(2) = (z,1). Prouver que j est injective d'image j(C) = P.
Ainsi j induit une bijection de C sur P dont on note k£ : P — C la bijection
réciproque. Déterminer I'application ko F, 3 o j.

13) Soit u,v € R?,C = {(x,y) € R?; 22 + y?> = 1} et (a,b) € C.
a) Prouver que f : R? — R?, f(z,y) = 2 - u + v - v est un endomorphisme de R?
et que f est 'unique endomorphisme de R? tel que f(1,0) = u et f(0,1) = v.
b) On suppose u = (a,b) et v = (—b,a) Prouver bl) f(C) C C.
b2) f est un isomorphisme et déterminer son isomorphisme réciproque.

14) Soit H = {(z,y) € R?; 2?2 —y? = 1},u = (a,b) € C et v = (b,a). Prouver que
I'endomorphisme f : R? — R? tel [Cf. 13) a)] que f(1,0) = u et £(0,1) = v vérifie
f(H) C H, qu'il est un isomorphisme et déterminer son isomorphisme réciproque.

15) Pour tout o € R on note R,, : R? — R? I'unique [Cf. 13) a)] endomorphisme f
de R? tel que f(1,0) = (cosa,sina) et f(0,1) = (—sin q, cos ). Prouver
a) Ry = Idg2 et pour tout o, 3 € Ron a R, o Rg = Roy3.
b) R, conserve le cercle unité C = {(z,y) € R?; 22 +y?> =1} : R,(C) C C.

t —t t —t

16) Les fonctions ch,sh : R — R sont définies par cht = % et sht = ¢ _26

a) Vérifier pour tout s,t € R les relations ch®s — sh®s = 1 et
ch(s +t) = ch(s)ch(t) + sh(s)sh(t), sh(s+t) =sh(s)ch(t)+ ch(s)sh(t).

Pour tout ¢ € R on note S; : R?> — R? 'unique [Cf. 13) a)] endomorphisme f
de R? tel que f(1,0) = (cht,sht) et f(0,1) = (sht,cht). Prouver
a) So = Idr2 et pour tout s, € Ron a Ss0S5; = Ssy.
b) S; conserve I’hyperbole H = {(z,y) € R?; 22 —y* =1} : S;(H) C H.

17) On considére I'espace vectoriel E = RN des suites réelles et les décalages
f B — E7 f(xn)nEN = (xn—l—l)nEN
g: E— Eag(xn)neN - (yn)nEN ol Yo = Oetsin> ]-7y'n = Tn-1

a) Prouver que f et g sont des endomorphisme de F tels que fog=Idg.
b) Peut-on en déduire que f est un isomorphisme d’isomorphisme réciproque g?



