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§2′5.1 Applications
C Images et images réciproques

1) Soit f : R → R, f(x) = x3−3x+1. Après avoir tracé le graphe de f , déterminer :
a) f(]−∞,−2[), f([−2,−1]), f(]− 1, 0]), f([0, 1]), f([1, 2]), f([2,+∞[)
b) f−1(] − ∞, 3[), f−1(] − ∞, 3]), f−1(] − 1, 3[), f−1([−1, 3[), f−1(] − 1, 3]),
f−1([−1, 3]), f−1(]3,+∞[), f−1([3,+∞[), f−1({−1}), f−1({1}), f−1({3}).
c) Prouver f(Z) ⊂ Z, puis Z ⊂ f−1(Z).
d) A-t-on f−1(Z) ⊂ Z? [On pourra considérer les x ∈ R tels que f(x) = 0]

2) Soit h = R → R×R, h(x)=(x, 13−x2) et les parties A = {(x, y) ; 25 ≤ x2+y2} et X =

{(−5,−12), (−3,−4), (− 7
2
,− 3

4
), (−4, 3), (−3, 4), (0, 13), (3, 4), (4, 3), ( 7

2
,− 3

4
), (3,−4), (5,−12)}.

Déterminer les ensembles h−1(A), h−1(X).

3) (Suite de TD5 16)) Soit l’application

g : R\{−1, 1} → R×R, t 7→ g(t) = (
1 + t2

1− t2
,

2t

1− t2
)

On note X ={(− 13
5

, 12
5

), (− 13
12

, 5
12

), (− 5
4
, 3

4
), (− 5

3
, 4

3
)} et Y ={(x, y) ∈ R×R ; 9 ≤ x2 + y2}

a) Représenter sur une figure X, Y et H ={(x, y) ∈ R×R ; y2 − x2 + 1 = 0}.
b) Prouver g(R\{−1, 1}) ⊂ H et déterminer g−1(X), g−1(Y ) et g−1(R×R\Y ).

4) Soit les fonctions f, g : ]0,+∞[→ R, f(x) = cos( 2π
x ), g(x) = sin( 2π

x ).
a) Etudier leurs variations et tracer leurs graphes.
b) Déterminer les ensembles f−1(0), f−1(1), f−1(]− 1, 1[), g−1(]0, 1[), f−1([0, 1

2
[), g−1([− 1

2
, 0[)

5) Soit f :]0,+∞[→ R, f(x) = x− 1− x ln(x).
a) Tracer le graphe de f .
b) Déterminer les images f(]0,+∞[), f(]0, 1[), f([1,+∞[), f({1, e})
et les images réciproques f−1([0,+∞[), f−1(−1), f−1(]− 1, 1]), f−1([−1, 0[)

6) Soit f : R\{−1} → R, f(x) =
2x + 1
x + 1

.

a) Déterminer f(]−∞,−1[), f([−1,∞[), f(]− 3,−2]), f([0, 7[)
b) Déterminer f−1(]− 7, 1]), f−1(]1, 5]), f−1(]0, 3])

D Composition d’applications

7) Soit f : R \ {1} → R, f(x) =
x + 1
x− 1

. a) Peut-on considérer l’application f ◦ f?

b) Déterminer f−1({1}), en déduire qu’il y a une application
g : R \ {1} → R \ {1}, g(x) = f(x)

c) Déterminer la composée g ◦ g.

8) Soit a, b ∈ C. On note et f = fa,b : C → C, f(z) = az + b.
a) Soit a, b, a′, b′ ∈ C. Déterminer fa,b ◦ fa′,b′ , f ◦ f et f3◦ = (f ◦ f) ◦ f .

Pour tout n ∈ N on définit f◦n par f◦0 = IdC et la relation de récurrence f◦(n+1) = f◦n◦f .

b) Prouver que, si n ∈ N\{0} alors pour tout z ∈ C on a f◦n(z) = anz + b
n−1∑
k=0

ak.

c) Soit n ∈ N \ {0}. Pour quels a, b ∈ C a-t-on f◦n = IdC?

9) Soit ρ, α∈R et u∈C et hρ, rα, tu : C → C, hρ(z)=ρz, rα(z)=eiαz, tu(z)=z + u
l’homothétie et rapport ρ, la rotation d’angle α, centrées en 0 et la translation de vecteur u

Prouver que si a = |a|eiα, u ∈ C alors, avec les notations de 8) on a :
fa,0 = h|a| ◦ rα = rα ◦ h|a| et fa,(1−a)u = tu ◦ (h|a| ◦ rα) ◦ t−u



10) On garde les notations de 8) et si u ∈ C on note tu = f1,u : C → C, tu(z) = z+u
a) Déterminer l’ensemble F (fa,b) = {z ∈ C; fa,b(z) = z} des points fixes de fa,b.
[On distinguera les cas a 6∈ {0, 1}; a = 0, b = 0; a = 0, b 6= 0; a = 1, b = 0 et a = 1, b 6= 0]

b) Soit u ∈ F (fa,b). Déterminer t−u ◦ fa,b ◦ tu.
c) Soit p ∈ C. Déterminer l’ensemble Fp = {(a, b) ∈ C2 ; fa,b(p) = p}.
d) Soit f, f ′ ∈ Fp. Vérifier f ◦ f ′ ∈ Fp.
e) Soit g = tu ◦ f ◦ t−u. Prouver tu(F (f)) = F (g).

11) Soit f : C → C, f(z)= iz + 3− i et A=3. Calculer et représenter sur une figure
B = f(A), C = f(B) et D = f(C). Que pouvez-vous dire du quadrilatère ABCD?

12) Soit A et Ω les points du plan complexe d’affixe a = 5 + i et ω = 2− i.
En vous inspirant de 11) [et 10)] donner les affixes des points B et C tels que le
triangle ABC soit équilatéral direct centré en Ω.

13) Pour a, b ∈ C on pose f = La,b : C → C, La,b(z) = az + bz.
a) Soit a, b, a′, b′ ∈ C. Déterminer La,b ◦ La′,b′ et calculer La,b(1) et La,b(i).

On note E = E(C) = {La,b : C → C ; a, b ∈ C}. Déduire de a) que :
b1) E est stable par composition : si f, g∈E alors f ◦ g∈E et
b2) si f =La,b ∈ E alors a et b sont uniquement déterminés par f .

On note ˜ : E → E , L̃a,b = La,−b et D : E → R, D(La,b) = |a|2 − |b|2.
c) Soit f =La,b, f

′=La′,b′ ∈ E . c1) Calculer ˜f ◦ f ′, f̃ ′ ◦ f̃ , f̃ ◦ f et f ◦ f̃ . En déduire
c2) D(f ◦ f ′) = D(f)D(f ′) et D(L1,0) = D(IdC) = 1.
d) Vérifier si f = La,b ∈ E(C) la relation D(f) = det(f(1), f(i)).

On note T : E → R, T (La,b) = 2<(a) = a + a.
e) Vérifier pour tout f = La,b ∈ E et z ∈ C la relation f̃(z) + f(z) = T (f)z.
f) Déduire de c) et e) que pour tout z ∈ C on a

f ◦ f(z)− T (f)f(z) + D(f)z = 0

E Applications injectives, surjectives, bijectives

14) On considère l’application f : Z → C, f(n) = ein.
Prouver que f est injective si et seulement si le nombre π n’est pas rationnel.

15) a) Prouver que l’application f : {0, . . . , 9} → C, f(k) = ei 3kπ
5 est injective.

b) L’application g : {0, . . . , 373} → C, g(k) = ei 9kπ
187 est-elle injective?

Même question pour l’application h : {0, . . . , 373} → C, h(k) = ei 11kπ
187 .

16) (Suite de 3) et de TD5 16)) Soit H ={(x, y) ∈ R×R ; y2−x2+1 = 0} et la fonction

g : R\{−1, 1} → H ⊂ R×R, t 7→ g(t) = (
1 + t2

1− t2
,

2t

1− t2
)

a) Soit (x, y) ∈ H. Déterminer g−1({(x, y)}). En déduire que
b) g est injective et induit une bijection h : R\{−1, 1} → H \{(−1, 0)}.
c) En utilisant e) de 16) de TD5, re-démontrer b) 〈〈géométriquement 〉〉.



17) Soit z ∈ C \ {0, 1} tel que pour 0 < l < n on a
l−1∑
k=0

zk 6= 0 et n ∈ N \ {0}.

a) Prouver que f : {1, . . . , n} → C, f(m) = zm est injective.
[Si 1 ≤ m < m′ ≤ n, en considérant l’entier naturel l tel que m′ = m+ l, prouver f(m) 6= f(m′)]

b) Le résultat subsiste-t-il si z ∈ {0, 1}?
c) On suppose z 6= 0 et note α un de ses argument ainsi z = |z|eiθ.
Exprimer l’hypothèse en fonction du module |z| et de l’argument θ.

18)[suite de 13) ]On rappelle que l’on a vérifié dans 13) c) que si f ∈E et z∈C alors f(f̃(z))=D(f)z

Le but de l’exercice est de prouver: Soit f ∈E . Alors f : C → C est bijective si et
seulement si D(f) 6= 0, en ce cas son application inverse est

f−1 =
1

D(f)
f̃ : C → C, z 7→ 1

D(f)
f̃(z)

a) Prouver que soit f est l’application constante 0,
soit il y a z′ ∈ C tel que f̃(z′) 6= 0.
b) Déduire de a) et la relation f(f̃(z)) = D(f)z prouvée en 13) que si D(f) = 0
alors il y a 0 6= z ∈ C tel que f(z) = f(0).
c) Prouver le résultat énoncé au début de l’exercice.

19) Soit f : N → Z l’application qui à un entier n = 2k pair associe f(n) = n
2 = k

et à un entier impair n = 2l + 1 associe f(n) = −n+1
2 = −(l + 1).

Prouver que f est bijective et déterminer son application inverse f−1 : Z → Z.

20) Soit f : N×N → N, f(m,n) = 2m(2n + 1).
a) Prouver que f est injective. Est-elle surjective?
b) Prouver que pour tout (m,n) ∈ N×N on a f(m,n)−1 ∈ N et que l’application
g : N×N → N, g(m,n) = 2m(2n + 1)− 1 est bijective.

21) Soit trois ensembles X, Y, Z et trois applications

f : X → Y, g : Y → Z, et h : Z → X

a) Prouver que si g ◦ f et h ◦ g sont bijectives alors f, g et h sont bijectives.
b) Donner un exemple où g ◦ f est bijective mais g et f non bijective.
Peut-on avoir un tel exemple avec f non injective ou g non surjective?
c) Prouver que si h ◦ g ◦ f et g ◦ f ◦h sont injectives et f ◦h ◦ g est surjective alors
les trois applications f, g et h sont bijectives.
c’) Prouver que si h ◦ g ◦ f et g ◦ f ◦h sont surjectives et f ◦h ◦ g est injective alors
les trois applications f, g et h sont bijectives.

22) SoitXun ensemble. Prouver qu’il n’y a pas d’application surjective f : X→P(X).
[si f : X→P(X) et {y ∈ X ; y 6∈ f(y)} = Y ∈ P(X), prouver par l’absurde f−1({Y }) = ∅]


