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§2.1 Enoncés et opérations logiques élémentaires, 2.2 Tables de vérité

1) Les cannibales d’une tribu se préparent & manger un missionnaire. Désirant lui
prouver une derniere fois leur respect de la dignité et de la liberté humaine, les
cannibales proposent au missionnaire de décider lui méme de son sort en faisant
une courte déclaration : si celle-ci est vraie, le missionnaire sera roti et il sera
bouilli dans le cas contraire. Que doit dire le missionnaire pour sauver sa vie?
[Résoudre cette énigme de Cervanteés en examinant la table de vérité des énoncés : le missionnaire
est roti, le missionnaire est bouilli & partir des quatre affirmations que le missionnaire peut faire

(& partir de ce seul énoncé) je serai (ne serai pas) roti (bouilli)]

§2.3 Implications et équivalences

2) Une application de I'implication si n est un entier non nul alors |n| > 1.

Soit a, b, ¢ des entiers avec a et b positifs et ¢ négatif (¢ <0 < a,b).
On considere le trindme P(X) = aX? + bX + c.
a) Prouver que les deux racines du trinome P sont réelles de signe opposés.

On note « la racine positive de P et (8 la racine négative de P.
b) Prouver 3 < —£ et a(a — 3) = Vb% — 4ac.

¢) Soit § un rationnel (p et g entiers et ¢ # 0). Prouver soit P(%) =0, soit ¢> |P(§)| >1.

Sdui i 2 _p -1 1 >_ 1 1
d) En déduire que si b # « alors |« q| > py/ el > o s s
3) Parmi les énoncés i), ...,x) ci-dessous :

1) il pleut et je suis allé au cinéma.

1) il pleut et je ne suis allé ni marcher ni au cinéma.

1i1) il pleut et je ne suis pas allé marcher mais au cinéma.

1) je suis allé ni marcher, ni au cinéma et il ne pleut pas.

v) je ne suis allé ni marcher, ni au cinéma et il pleut.

vi) je suis allé marcher ou au cinéma et il pleut.

vit) il ne pleut pas et je ne suis pas allé marcher mais au cinéma.
viit) il ne pleut pas et je ne suis allé marcher ou au cinéma.

ix) il pleut et je suis allé marcher ou au cinéma.

x) je suis allé ni marcher ni au cinéma et il ne pleut pas.

Lesquels expriment la négation de :
a) s’il ne pleut pas j’irai marcher ou au cinéma.
b) il ne pleuvra pas seulement si je vais marcher ou au cinéma.

[Exprimer a) et b) sous forme d’implication directe ou réciproque et en déterminera la négation]

§2'.2 Parties et constructions d’ensembles.

4) Les lettres a,b,c désignant des nombres complexes affixes de points A, B, C,
déterminer et représenter dans le plan complexe les parties suivantes de C :

D={z€C;éz—a)+c(z—a)=0}, E={2€C;%z—a)+c(z—a) <0}
F={z€eC;lz—a|=|2-0b|}, G={2€C;|z—al’=|z—-b}
H={z€C;zz+za+az+c=0}, K={2€C;zz+za+az+c<0}
L={z€C; |2z =i’ +(2—Z+i)?=0}, M= {z€C; [2z—i|>+(z2—Z+1)?<0}
P=1{z€C;2¢(z — a)* + ((z = b)e + ¢(b — %)) *=0}

[Discuter, pour D, E, H, K et P, suivant la valeur de c et pour F et G selon a # b et a = b.]

5) Représenter sur une droite graduée les ensembles de réels suivants :

{reR;|z+2|<3},{zeR;|z—1|>7},{zeR;|z+3|=1},{z € R; |x+2005|+1=0}



{zeR;|x| §1,x2+4w—17£0}, {zeR;|x| <1, pour tout entier n on a (n+1)x+1#£0}

{reR,; \x|§1,m2+4x—120}, {z € R;|z|<1,ily a un entier n avec (n+1)x+1=0}

§2'.3 Opérations sur I'ensemble P(E) des parties d'un ensemble E.
6) a) Sur une droite graduée représenter X =[1,3[U[2,7],Y =[1, 3[N[2,7].
b) Prouver que si deux intervalles réels fermés I = [a,b] et J = [c,d] ont leur
intersection I N J # () non vide alors leur union I U J est un intervalle fermé.

7) On se donne un élément a € A d’un ensemble A et B,C deux autres ensembles.
Parmi les énoncés i), ..., xii) ci-dessous :
1) a n’est ni dans B ni dans C (a¢ B et a¢C)
1) a est dans B et n’est pas dans C (a€B et a¢C)
1i1) a n’est pas dans B et est dans C (a¢€ B et a€C)
1) Soit a n’est pas dans B, soit a n’est pas dans C (a&¢ B ou a¢C')
v) a appartient a I'union de la différence de A et B et de celle de A et C (a€(A\B) U (A\C))
vi) a appartient a 'union de B et de la différence de A et C (a€ BU (A\C))
vit) a appartient & 'union de C' et de la différence de A et de B (a€ C U (A\B))
vii3) a appartient & I'intersection des différence de A et B, C dans A (a€(A\B) N (A\C))
ix) a appartient a lintersection de B et de la différence de A et C (a€ BN (A\C))
x) a n’appartient pas a 'intersection de B et de la différence de A et C' (a¢ BN (A\C))
xi) a appartient a lintersection de C et de la différence de A et B (a€C N (A\B))
xii) a appartient & I'intersection des différences de A et B, C (a€(A\B) N (A\C))
quels sont ceux qui expriment la négation :
a) a n’appartient pas a l'intersection BN C de B et C (symboliquement a¢Z BN C),
de I’énoncé a appartient a B et a C (a€BNC)
b) a n’appartient pas & 'union BU C de B et C' (symboliquement a¢ B U C),
de ’énoncé a appartient & B ou a C (a€ BUC)

8) Soit A et B deux ensembles prouver (A\B)UB =AUB et (A\B)NB =10

9) a) Soit X et Y deux ensembles. Prouver X = (X\Y)U(XNY)et X\Y = (XUY)\V
b) En déduire que si A, B, C sont trois ensembles alors C' = B si et seulement si
on les deux égalités ANB=ANCet AUB=AUC.

10) Soit X,Y et Z trois ensembles avec Y C Z. a) Prouver X\ Z C X\Y.
b) En déduire si A, B,C sont trois ensembles une preuve de la relation

A\(BUC) C (A\B) N (A\C)

11) Soit Y, Z C X deux parties d’'un ensemble X. a) Etablir la relation
X=Fn2)uYn(X\2)U((X\Y)Nn2Z)U(X\Y)N(X\2))

b) Prouver que les termes de cette union sont deux a deux d’intersection vide.
(par exemple (Y N Z)N (Y N(X\Z)) = 0. Combien de telles égalités faut-il montrer?)

§2’.4 Quantificateurs

12) Aprés avoir traduit symboliquement avec des quantificateurs les assertions ci-apres, écrire
symboliquement, puis énoncer en francais des assertions équivalentes a leurs négations:
a) Tout triangle rectangle possede un angle droit.

b) Dans les prisons tous les détenus détestent les gardiens.



¢) La suite réelle (uy) converge vers le réel

d) Sur la plage chacun jetine et fait de la chimie.

e) Pour tout réel x il existe un entier y tel que y <z <y + 1.
f) Dans le tram quelqu’un pense & un exercice de logique.

g) Pour tout entier naturel positif n il y a un entier naturel m tel que n = m + 1.

13) Indépendamment de leur vraissemblance, examiner les relations logiques
(étre négation d’une autre ou impliquée par une autre) entre les assertions suivantes :

: Tous les hommes sont mortels.

: Tous les hommes sont immortels.

: Aucun homme n’est mortel.

: Aucun homme n’est immortel.

: 11 existe des hommes immortels.

: Il existe des hommes mortels.
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§2’.5A Couples et produits d’ensembles

14) a) Soit dans le plan R x R les ensembles A = {(z,y) € R x R; |z + y| < 9},
B={(z,y) e RxR;0< 2> —3>+9} et C ={(x,y) e Rx R;0 <z +3— 9%}
Représenter sur des figures A, B, C, ANB, B\C, (ANB)\C, An(B\C).
b) Prouver que si A, B, C sont trois ensembles on a AN (B\C) = (AN B)\C. Pour
chacun de ces ensembles, déterminer les intervalles qu’il contient.

15) Dans le produit R x R soit A = {(z,y) € R x R; |2 — 17| < 8,|2y — 5| < 1},
B={(r,y) e RxR;2%2 <4,2y+3| <1} et C = {(z,y) € R x R;2% +y? < 36}.
Représenter sur des figures A, B,C, AU B,C\(AU B)

16) Soit dans le plan R x R I'ensemble H = {(z,y) € R x R; y? — 22 + 1 = 0}.
a) Vérifier que (—1,0) est un élément de H. On notera Mo, =(—1,0) ce point.
b) Donner ’équation cartésienne de la droite d; de pente ¢ passant par Moo.
c) Factoriser P;(z) = t?(x + 1)? — 22 + 1 [On calculera P;(—1)]

d) Résoudre le systéme de deux équations en deux inconnues x et y.

0
0

En dédui i 1,1 Hody = (M, (EE 2
e) En déduire que sit ¢ {—1,1} on a HN t—{ o) (m,m)}

§2’.5B Applications

16) suite f) Soit Q(z,y) = (y*> — x* + 1). Calculer Q( ii‘g , —1312 ).
1+t% 2t

En déduire que I'image de l'application g : R\{—1,1} = R x R, g(¢¥) = (m, @) est incluse

dans H. Déterminer et dessiner les images par g des intervalle | — oo, —1[,] — 1, 1[,]1, +o0][.

17) Sur le produit R x R (le plan) soit les fonctions f,g: R x R — R définies par
flx,y) =2 +y* =25 et gla,y)=a>+y—13
a) Calculer les images par chacune des deux fonctions f et g des six points
7T 3
(_5> _12), (_37 _4)> (_57 _Z)a (_47 3)7 (_374)7 (07 13)
Soit A ={(z,y) e R xR;25 <a?+y?} et B={(z,y) € R x R;y+ 2% < 13}.
b) Représenter dans le plan R x R les ensembles

A, B, AnB, AUB, A\B, B\A, (RxR)\A)NB, (RxR)\A)\B



Un probleme
Récurrence et nombre de régions découpées par des cercles dans le plan
Pour visualiser les opérations ensemblistes U, N, \ on représente les ensembles par
des «patatesy. Les figures sont plus nettes avec des disques pour patates. Cette
suite d’exercices vous montre que, quand le nombre d’ensembles grandit, on ne
peut avec des disques représenter tous les cas possibles. Bien qu’il vaille mieux
suivre 'ordre, les exercices 1) a 5) sont indépendants.

1) On dira que deux cercles du plan sont sécants si ils ne sont pas tangents et leur intersection est
non vide (et donc a deux éléments).
a) Tracer deux cercles sécants et énumérer (sur la figure) les régions du plan qu’ils découpent.
b) Méme question avec trois, puis quatre cercles deux a deux sécants.

2) Soit E un ensemble et A, B,C, D C E quatre parties de E. Combien de parties de E peut on
définir par des conditions appartenir ou non & (indépendamment pour chaque partie).
a) a A. b) & A et B. c)a A, Bet C. d)a A, B, C et D?
Chaque fois que vous pouvez obtenir le nombre maximum & priori possible en prenant pour F le
plan et A, B, C, D des disques, faites le sur une figure. Si dans certains cas vous ne le pouvez pas
essayer de donner un exemple de E D A, B, C, D ou ce { nombre maximum possible) est atteint.

3) Soit k un entier positif et k réels t1 < ta2 < -+ <t distincts et rangés par ordre croissant.
On note X = {t1,...,tr} ensemble formé de ces points.
a) Faire une figure dans le cas k = 4.
Dans le cas k = 4 de votre figure, puis dans le cas général :
b) Exprimer R\ X comme une union finie d’intervalles deux & deux disjoints.
¢) De quels type (bornés ou non, ouverts, fermés, semi-ouverts?) sont ces intervalles?
d) Combien il y en a-t-il (si k = 4 et une expression en fonction de l’entier k en général)?

4) Soit R: N — N, R(0)=1, R(1)=2 et pour n>1 la relation de récurrence
R(n)=R(n—-1)+2(n—-1)

Calculer les valeurs R(1), R(2), R(3), R(4),

puis donner et démontrer une « formule fermée» donnant, pour tout n positif R(n).

5) Etablir par récurrence pour tout n € N les majorations (on discutera les cas d’égalité) :
ayn<2" b)yn<2n! c) R(n) < 2.

6) On admettra les deux propriétés suivantes :
P1) Sil est un entier supérieur & 1 et X = {My, Ma,...M;} C C est une partie a | éléments
d’un cercle C alors C\ X est formé de | arcs de cercle deux & deux disjoints (comparez avec 3)).
P2) Soit k un entier positif et k + 1 cercles C1,...Cg+1 C R X R du plan deux a deux sécants.
On note Y = C1 UC2 U ---UCy I'union des k premiers cercles et X =Y N Cyy1 intersection
de cette union avec le dernier cercle. Soit Z une région du complémentaire Ej, = RxR\Y dans
le plan de Y contenant m des | arcs constituant [voir P1)] Cyy1\X alors Z se scinde en m + 1
régions du complémentaire Ey+1 = R X R\(Y UCy41) dans le plan de I’'union des k + 1 cercles.
On note N (k) le nombre de régions de B [= R x R\ (Y U Cy)].
a*) Déduire de P1) et P2) la relation N(k + 1) < N(k) + 2k.
b) Déduire de a*) pour tout entier k positif, la majoration N (k) < R(k).
¢) Prouver par récurrence que l'on peut construire une suite D1, D3, ... de disques du plan,
de bord les cercles C1,Ca,... tels que pour tout k > 1 le cercle C} contient des points de
l'intersection Zp_1 = D1ND2N---NDy_1 des disques précédents et des points du complémentaire
R x R\(D1UDyU---UDg_1) de 'union des disques précédents.
d*) Conclure Soit n un entier positif alors n cercles du plan deux a deux sécants découpent le
plan en au plus 2+ n(n — 1) régions, cette borne est atteinte et n’est égale a4 2™ que sin =1,2,3
e) Si vous n’avez pas fait les exercices astérisqués obtenir d) pour seulement n = 1,2, 3, 4.



