Matl111V Groupe e, TD 4 : 1° Octobre 2007 Année 2007-2008

§1.3” Retour sur les inégalités

. _ 1 . L
1) a) Tracer le graphe de la «fonction £~ = —». L’aviez-vous dans votre mémoire?

x
b) Déduire a) La fonction z—! renverse I'ordre des réels non nuls de signe fixé :
Siab > 0 alors a < b si et seulement si a~1 > b~ 1.

c¢) Prouver I’énoncé de b) a partir de I’énoncé rappelé en cours :

Si a, b, c sont réels avec a < b et ¢ >0 alorsi) —b< —aetii) ac<bc.
ar +b
—a

d) Soit a, b, ¢, d des réels avec ¢ # 0 et x réel tel que cx+d # 0. Calculer ¢ —d
CIT
e) En déduire les ( variations de % ». Tracer le graphe si a, b, ¢, d sont entiers et ab=1,cd = 2

f) Soit y réel tel que (cy+d)(cz+d) > 0. Etablir 'inégalité (et discuter le cas d’égalité)

[ay+b_aac+b
cy+d cx+d

|(y — x)(ad — bc) > 0

g) Retrouver e) & partir de f). Déduire de f) [ou e)] que si ad —bc>0 et (c+ d)(cv/3 4 d) >0 alors

a+b av3+b 2a + b
c+d cV/3+d 2c+d
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[Utiliser 1 < V3 < 2]. A combien pres cet « encadrement de téte) permet d’approcher 514

§1.4F Interprétation géométrique

2) a) Placer dans le plan complexe les points A, B, C d’affixes
apa=a=2+1,bpg=0=8+9%,cc =c=—-6+Ti

b) Déterminer I'affixe m du milieu M du segment BC' et placer M sur la figure.
¢) Calculer les longueurs des trois cotés du triangle ABC' et de la médiane AM.

d) Quels complexes u, v représentent les vecteurs AD et AC.

e) En déduire la valeur el) du produit scalaire < AB, AC >, €2) du déterminant det(AB, AC).
g) Quelle est la signification géométrique du résultat des calcul de el) et €2)?

h) Retrouver la valeur du produit scalaire en el) & partir des résultats de c).

3) Soit ﬁ, V' deux vecteurs du plan cartésien euclidien (identifié au plan complexe).
a) En considérant les complexes représentant ces vecteurs établir

2 2
(< U,V >)"+ (det(T, V)" = [TI*| V]
b) Déduire de a) pour le déterminant de U et ?, I’encadrement

TN -V < det(T, V) < T |V]

Quand a-t-on égalité a droite, a gauche?
¢) Avec la discussion de b) déduit-on la valeur du déterminant en 2) e2) des résultats de 2) c)?
d) Reprendre a) par un calcul en coordonnées cartésiennes, sans interprétation complexe.

4) Prouver que, si un complexe v est considéré comme vecteur du plan complexe alors
a) iv est orthogonal & v et de méme norme b) Si v # 0 les vecteurs iv et v ne sont pas colinéaires.
¢) La suite de vecteurs non colinéaire v, v est-elle directe ou rétrograde?
d) Soit u tel que v et u sont orthogonaux de méme norme. Prouver u? + v2 = 0. A-t-on v = ju?
e) Déduire de ce qui précede que si a, b, ¢, d sont les sommets d’un parallélogramme alors i), . . ., iv)
ci-dessous sont équivalents, entre eux, et a ce que le parallélogramme a, b, ¢, d soit un carré.

i)(b—a)?+(d—a)? = 0ii)(c—b)2+(a—b)2 = 0 iii)(d—c)? +(b—c)? =0 iv)(a—d)? 4+ (c—d)? =0

Les égalités ©),14i), i1) et iv). sont-elles équivalentes si a, b, ¢, d n’est pas un parallélogramme?



4) Soit des complexes z, 2’ considérés comme des vecteurs du plan complexe. a) Avec les expressions

en termes de nombres complexes du produit scalaire et du déterminant dans le plan établir :

det(z,2') =< iz, 2’ > < 2,72 >=det(z,i2)

[on prouvera ces formules d’abord séparément, puis montrera que chacune est impliquée par
lautre grace a deux! « changement de notation) que 1’on explicitera dans les deux cas]

b) Si z = x + iy est 'affixe du point de coordonnées cartésiennes (x,y), quelles
sont les coordonnées cartésiennes du vecteur représentant iz?
c) Etablir les formules de a) par un calcul en coordonnées cartésiennes. en fonction

des coordonnées (x,y) et (z',y') des vecteurs représentés par z et 2.

d) Faire deux figures, choisissant pour chacune deux complexes non colinéaires (ni orthogonaux)
z, 2’ tels que la suite z, 2’ est directe pour ’une, rétrograde pour l'autre.

Dans chaque figure placer les points z, 2’ et iz.

A partir de la «(définition®du produit scalaire utilisant la projection orthogonale) donnée en
premiere visualiser le produit scalaire < iz, 2’ >. Vérifier qu’il est bien positif si z, 2’ est directe,
négatif si z, 2’ est rétrograde, de valeur absolue l'aire du parallélogramme construit sur z et z’.

5-6)Ces exercices seront d’abord traités dans le plan cartésien euclidien (v =a +ib,p =1r +is,
z=x+1y, ... écrits en coordonnées v=(a,b),p=(r,s),z=(z,y),...) puis en notations complexes.

5) Soit v#0 un vecteur non nul et p un point du plan complexe. a) Prouver que z est sur la droite
d orthogonale & v passant par p si et seulement si < v,z >=< v,p >.
Soit v =3+ 4i,u =4—3i,p =2+14,p’ = 1+ 8. Déterminer ainsi des équations des droites d et [
passant par p et orthogonales & v et u et des droites d’, !’ passant par p’ et orthogonale & v et u.
De ces équations déterminer si d et d’ (resp. I et I’) se coupent. Le résultat était-il attendu?
Déterminer les points communs & d et I’ d’une part et & [ et d’ d’autre part. Faire la figure.
b) Soit m un point du plan complexe. Prouver qu’il y a un unique réel ¢ tel que, si h = m + tv
on a < v, h >=< v,p >. Donner la valeur de ¢ et de |h — mJ|.
¢) Prouver que si < v,z >=< v,p > alors <h—m,z—h >=0.
[Que signifie cette conclusion pour le segment [mh] et la droite d orthogonale & v passant par p?]
d) Prouver que si z est sur la droite d alors |z — m|? = |z — h|2 + |h — m|?> > |z — h|?
e) Avec ce qui précéde justifier I’énoncé
<p,v>—<m,v> <p—m,v >
=m -+ .
<v,v > <v,v >
est sur la droite3d orthogonale & v passant par p. C’est le point de d le plus proche de m.

Proposition et définition. — Le point h = m +

Ce point h est la projection orthogonale du point m sur d.

La distance du point m a la droite d est donc donnée par les formules

<p,v>—<mv> <p,v>—<mv> <p—m,v >
d(m,d):|h—m|:| b, ) ||’U‘:| D, 9 |:| p s |
<wv,v > |v| v

[Ne pas oublier [Cf. note de début] de traduire les formules de cet énoncé en coordonnées cartésiennes].
e) Avec les notations de a), déterminer les distances de 'origine aux droites d,d’,l et l’.

6) Soit u7#0 un vecteur non nul et p un point du plan complexe. a) Prouver que z est sur la droite d
parallele & u passant par p [ u est vecteur directeur de d] si et seulement si det(u, z) = det(u, p).
Soit u=1+3i,v=—4+4,p=2+14,p = —1 + 5i. Déterminer des équations des droites d et [
passant par p et paralléles & u et v et des droites d’, I’ passant par p’ et paralleles & u et v.

De ces équations déterminer si d et d’ (resp. [ et I’) se coupent. Le résultat était-il attendu?
Déterminer les points communs & d et I’ d’une part et & | et d’ d’autre part. Faire la figure.

7) Soit u un complexe non nul, a un réel et o un complexe non réel [Sm (a) # 0].
a) Prouver que pour tout réel a il y a un unique réel t tel que ¢ = tu satisfait & la relation
uq + ug=a. Déterminer ce réel t, le point ¢ = tu et son module |g]|.
b) En déduire que, si b est un réel, il y a un point p du plan complexe satisfaisant a up + up = b.
¢) Il y a t il un complexe 7 tel que le point p = Tu satisfait a la relation up + up = 7

Il y a t il un point z du plan complexe tel que up + up = a?

L un par implication.

2 elle permet la visualisation mais, a beaucoup plus de pré-requis non explicités que la
( définition par la formule» < (x,y), (z',y") >= zz’ + yy’ choisie dans ce cours de Mat111V.
3 dont une équation est [c. a d. qui formée des points z vérifiant | < z,v >=< p,v >



8) Soit a, 3, trois complexes tels que |a|* # |5]2.
ay — [y
af? = [B?
b) Prouver que si un complexe z vérifie az + Z=0 alors z =0 [considérer |az| et |3Z]]

c¢) Déduire de a) et b) que si az + §Z = v alors z = u.
d) Prouver que si az 4+ 3z = ~ alors 32’ + &z = 7. En déduire une autre solution de c)

[et une maniére de trouver la solution si on ne 'avait pas donnée en a)]

a) Vérifier que u = satisfait la relation au + fu = ~.

9) Soit a, 3, trois complexes tels que |a|? = |3]* # 0
a) Soit un complexe p. Prouver que si p?a = |3]? et |p| = 1 alors pa = pg.
En déduire qu’il y a un complexe p£0 tel que pa=pB. On fixe un tel complexe p.
b) Prouver que si py n’est pas réel il n’y a pas de complexe z tel que az + 5z = ~.
c) Prouver que si py est réel alors le lieu £ des z tels que az + Z = v est une
droite dont [a laide de 5) 6)] on déterminera un point p, un vecteur orthogonal
non nul v et un vecteur directeur wu.
d) Si v =0 quel est le lieu L£? (est-on dans le cas b) ou c)?)
e) Justifier que la discussion de b) et ¢) a un résultat indépendant du choix de p.

§1.4F Angles arguments et exponentielle complexe.

9)(suite) f) On suppose v # 0 non nul et note 6, ¢ et ¥ des arguments de «, (3 et .
Déterminer en fonction de ces arguments les complexes p # 0. tels que pa = pf.
En déduire, en fonction des arguments 6, ¢ et 1 une condition nécessaire et suffi-
sante pour que le lieu £ des z tels que az + (3Z =+ soit une droite. Reprendre e).
f) Si £ est une droite(sans supposer v#0) donner en fonction d’arguments 6 et ¢ de «
et # un argument d’un vecteur orthogonal et un argument d’un vecteur directeur.

10) a) Par la «méthode des arguments» déterminer les racine troisiemes de —1728.
b) Représenter les dans le plan complexe (avec pour unité le demi-centimétre)
c¢) Combien de racines avez-vous trouvé? Il y en a t il qui sont réelles?
Placer ces racines de —1728 qui sont réelles sur la droite réelle en indiquant leur
position relativement & —12 (sont-elle inférieures & —12,...)
¢) Prouver qu’il y a un trinéme du second degré Q(X) = aX2+bX +c & coefficients
réels (a, b, c sont des nombres réels) tel que X3 + 1728 = (X + 12)Q(X).
Déterminer ce trinéme et résoudre ’équation du second degré Q(X) = 0.
d) Comment*construirez-vous un segment de longueur /27 centimétres?
e) Pouvez-vous déduire de ce qui précede les racines sixiemes de 17282, les racines
douzieémes de 1728* et placer les sur la figure. [Comparer avec 10) et 11) de TD2].

11) Exprimer cos(76) et sin(760) en fonction de sin(6).

12) Soit 6 réel non multiple entier de 27 (pour tout entier k on a 6 # k27) et N un entier
N

naturel calculer Z "% Comparer avec les exercices 4) et 13) de TDI.
§=0

13) Linéariser sin®(#) cos?(6). En déduire la valeur de l'intégrale / sin(6) cos?(6) df
0

4 apres avoir éventuellement refait plus proprement si besoin est la figure de b).



Un probleme sur équations du second degré et racines de 'unité

Résolution de X% — 1 = 0 et construction du pentagone régulier

A) Prouver que I’'équation
(E) X2+ X-1=0

a deux solutions, qu’elles sont réelles de signe opposé, résoudre (E).

B) On se place dans le plan complexe.
a) Tracer le cercle C' de centre —}l et passant par le point %

b) Prouver que C' coupe l'axe réel en deux points A et B. On note z4 et zp
leurs affixes et suppose xp<x 4. Prouvez que 2z 4 et 2z sont les solutions de (F).

C) Soit n un entier supérieur & un et ¢ une racine n'®™° de I'unité différente de 1
[c.a.d. € est un nombre complexe tel que " =1 et £ # 1]. Prouver

n—1
e
k=0
et expliciter cette relation (sans utiliser le symbole Y ;* ) dans le cas n = 5.

227 4 - 6 - 87
D) a) Un des nombres el?,ez? s el

27

= est-il conjugué de €= et si oui lequel?

I:.

b) Prouver 2cos(3F) =

+ (%)%, expliciter (¢ + (e1%)4)2.
Déduire alors de C) que 2COS( )

est la solution positive de I’équation (FE).

|
oy

c¢) On prend les notations de la partie géométrique B).
Donner une équation et tracer la tangente 1" au cercle C' au point A.
Déduire de b) que la droite T' coupe le cercle unité (le cercle de centre 0 et de rayon 1)
en les points ¢S et el
Quelle est I'intersection de la tangente S en B au cercle C' avec le cercle unité?



