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§1.4C Equations du second degré et racines carrées
1) Résoudre les équations 422 4+ 502 +79=0,422 — 10z +4=0,22 + 72 + 12=0, 22 + 62 + 10=0.

2) a) Trouver les réels = solutions de 2 + z — 1 = 0.

Déduire de a) que sur un segment AB il y a un unique point C' tel que

AC| _ |CB . . . AC| _ |CB
% H et déterminer la valeur de cette « proportion commune » ﬁ = %.

3) Soit a >1. Calculer (1 £ +/a — 1)2. En distinguant les cas 1 <a<2 et 2<a, en
déduire des expressions plus simples pour \/ a-+2va—1+ \/ a—2+va—1.

§1.3” Inégalités réelles, §1.4B inégalité triangulaire et §1.4C' trindmes réels

4) En déroulant le procédé décrit dans le cours pour déterminer les racines carrées
u = £(x + iy) du complexe z = a + ib on a (par exemple en tournant la page)
échangé les membres de droite des deux équations 22 —y? = a, 22 +y? = Va2 + b2
utilisées pour déterminer les parties réelle £z des deux racines.

a) Cette erreur influe-t-elle sur le résultat u = +(z+1iy) des deux racines obtenues?
b) Les «trois nouvelles équations) :

2y =\a2 482, 224y =a, 22y=0»

sont-elles satisfaites par les nombres x et y que 'on a calculés?
[pourtant, aprés 1’échange des membres de droite le raisonnement est identique & celui qui, dans
le cours aurait consisté & (oublier)) de faire la vérification 9) de Exercice de cours 2!].

e « bons réflexes logiques ) empéchent de continuer sans faire la vérification demandée, et donc
détecter une erreur qui si, par chance ici elle n’influe pas sur le résultat, peut étre « une bombe
a retardement ) d’autant plus difficile & désamorcer qu’il s’est écoulé de temps entre son amorce

(’échange des deux termes) et sa détection (un résultat par trop inattendu, voire contradictoire).

5) a) Prouver que pour tout réel = on a x(l z) < 1. Quand (1 —z) est-t-il positif?
n
b) Soient n réels a4, ..., a,. Majorer Z ax — Z(ak)Q. En déduire sin <5
k=1 k=1
n n
> ar < T[T+ (ar)?)
k=1 k=1

[Supposer d’abord n = 1,2 en explicitant la somme & gauche et développant le produit & droite]

¢) L’inégalité reste-t-elle vraie si n > 5 (et pour tout choix des n réels ai,...,an)?

6) Soit z,y,t des réels. a) Etablir les inégalité ‘%| <1, |1+%| < 1.
a’) Les inégalités de a) sont-elles vraies si ¢ est complexe [avant ont-elles un sens?]
b) En la réduisant au méme dénominateur, factoriser l’expression ﬁ — ﬁ

c¢) Etablir pour tous réels z et y la majoration ‘ﬁ — | < |z -y

1-|-y

7) Soit deux complexes z, 2z’ vérifiant |2’ — z| < |z|. a) Prouver z#0, puis 2z’ #0.
b) On note, si s, t sont deux réels, max(s, t) le plus grand. Déduire de la formule du
cours calculant le carré du module d’une somme (ou différence) 'inégalité (stricte)

|2 < max(|2" + 2], |2" — 2|)



§1.4F Interprétation géométrique des complexes
7)(suite) ¢) Décrire géométriquement les points M’ et N d’affixe 2z’ et u vérifiant
|2/ — z| < |z] et |u| < |z|. En déduire des preuves géométriques de a) et b).

8) Soit dans le plan complexe quatre points A, B, C, D d’affixe a, b, ¢, d.
a) On suppose que le quadrilatere ABC'D est un parallélogramme. Faire une figure.
al) Exprimer les affixes c—a et d—b des vecteurs diagonaux en fonction de u = b—a et v = d—a.
a2) En déduire I’égalité du parallélogramme :

|AB|? + |BC|? + |CD|* 4+ |DA]* = 2(|AB|? + |AD|?) = |AC|* + |BD|?
(les carrés des longueurs des cotés ont méme somme que ceux des longueurs des diagonales)

9) a) Soit a,b,c,d quatre complexes. Calculer (a — b)(d — ¢) — (c — b)(d — a) + (¢ — a)(d — b).
b) Grace a I'inégalité triangulaire, en déduire si A, B, C, D sont quatre points du plan :

(Inégalité de Ptolémée ) |BC|-|AD| < |BA| - |DC| + |AC| - |BD|

§1.4F Angles orientés, exponentielle complexe et racines de 'unité

10) Soit z,c deux complexes vérifiant |z| = |¢| = 1.
a) Prouver Re (cz) < 1 avec égalité si et seulement si z = c.
b) Soit a,b deux complexes avec a # z # b, |a| = |b| = 1). Déterminer 'argument
d a,z—0\2 - . e B2 Zbb
e b (Z — a) [on pourra multiplier ce nombre complexe par le réel positif Tl (= £ == ].

c¢) En déduire une démonstration du théoreme de l’arc capable :
Soit A# M # B trois points (M distinct de A et de B) d’un cercle de centre O alors

9AMB = AOB

I’'angle au centre orienté AOB est double de I ‘angle inscrit orienté AMB

d) Ce théoreme permet-il, Pangle au centre étant donné, de déterminer ’angle inscrit?

11) Soit z = /2 + 2 +iv/2 — v/2 a) Calculer le module |z| de z.
b) Déterminer les signes des parties réelles et imaginaires Re (z) et Im (z) de z.
c) Calculer 22 et, & I'aide de b) en déduire la valeur d'un argument de z.

d) Ecrire sous la forme z + iy le nombre complexe e's .

12) a) expliciter, pour les cinq premiers entiers positifs 1 <n <5, la formule
cos(nf) + isin(nd) = e = (&) = (cos(9) + isin(6))"

En déduire des formules donnant cos(20), sin(30), cos(46), sin(50) en fonction de cos(#) et sin(0).

Dans chacun de ces cas particuliers a-t-on vraiment besoin des deux nombres cos(€) et sin(6)?

On suppose désormais que n=2m + 1 est un entier naturel impair.
b) Prouver, en les déterminant explicitement, qu’il y a des polynéme P, et Q,, de
degrés respectifs n et m tels que sin(nf) = P,(sin(0)) et P,(X) = XQm(X2).
b’) Déterminer la valeur du coefficient a,, d’indice n de P, (X ) =apn X"+ +ap
c¢) Vérifier, pour —m <k #l <m, Pn(sin(m’flj_l ))=0et sin(2m+1 ) #sin( 2m+1)
d) En déduire qu’il y a des réels non nuls 4 et B tels que XQ,,(X?) = P2m+1 (X) =

k:
B H X sin( BX H 2 _gin? T AX H i ))

k=—m 2m+1




e) En déduire, si 0 < 6 < 7, la valeur de S;inn%e)) = Qm(sin?(0)), puis celle de A et,
a laide de celle de a,, trouvée en b), conclure que pour tout entier naturel m on a

LR kr om+1 V2m+1
sin( ) = \/ (=1)m =
£1

2m +1

A2m+1 2m

[Tester en calculant le membre de gauche pour 2m+1 = 1, 3, vérifiant avec a) en ces cas la place

au dénominateur de asm+1, expliquant dans le cas général le signe du membre de gauche. . .|
13) a) Résoudre dans les complexes I’équation
(E) X?-X+1=0

b) Que vaut Q(X) = (X + 1)(X? — X + 1)? En déduire la valeur du cube des
solutions de (E), puis les modules de ces solutions. Comparer cette détermination
du module avec le calcul direct sur les expressions trouvées en a).

cl) Que vaut P(X) = (X3 —1)Q(X)? ¢2) En déduire que les solutions de (E) sont
des racines sixiemes de l'unité. c3) Sont-elles des racines cubiques de 'unité?

d) Sur le cercle unité représenter les deux solutions de (FE) et les trois racines
troisiemes de 'unité. Cela fait cinq racines sixiemes de 'unité. Ou est la sixieme?
e) Indiquer sur la figure un argument de chacune des six racines sixiemes de 'unité.
Sans recours a la figure, déduire de ¢2) et c3) les arguments des solutions de (E).

14) Soit a, b, ¢ les affixes des trois sommets A, B, C' d’un triangle équilatéral
(les trois cotés sont de longueur non nulle deux & deux égales : 0 # |AB| = |BC| = |CA|).

On note £ =£=2, donc ¢ —a=¢&(b—a). a) Prouver que £ est de module un : |£|=1.

b—a
b) En utilisant la «relation de Chasles» b—a =b—c— (a — ¢) établir 2=¢ = 15;5

¢) Quel est le module de 1%5

d) Déduire de a) et c) la relation £ +& = 1 et calculer le polynéme (X —&)(X —¢€).

e) Prouver que si trois complexes u, # v # w tels que *=% est racine du polynéme

X2 — X +1 alors le triangle de sommets les points d’affixe u, v, w est équilatéral.
f) Déduire de ce qui précede que trois complexes a,b,c sont, soit confondus
(a = b= c), soit les affixes d’un triangle équilatéral si et seulement si

a® +b* +c? — (ab + be + ca) = 0
et que cette «équation en les affixes» peut aussi s’écrire

(a=b24+b—c)*+(c—a)*>=0



Quelques problemes de complément : Equations du troisieme degré et géométrie

A Construction graphique des racines cubiques réelles

1) Un point d’affixe z du plan complexe est dit sur P, respectivement D, F' si

(P) 122 —i|> + (2 —Z2+i)* =0
(D) z2—z+1i=0
(F) 22 —i=0

a) Ecrire les équations (P), (D), (F') en fonction des coordonnées cartésiennes (z, y)
du point d’affixe z = x + 1y. Quels objets géométriques sont F' et D?

Tracer sur une figure D et F.

b) Soit M d’affixe z un point de P, H la projection orthogonale de z sur D.
déterminer I'abscisse h de H, les distances |MF| et |[MH| de M a F et a D.

c¢) Déduire de b) que la tangente en M a P est la médiatrice du segment F'H et
déterminer une équation de cette tangente.

d) Déduire de a) et b) comment, D et F' étant matérialisés par une «barre rigide
infinie» et un «piquet», un jardinier, avec une corde a deux graduations de méme
origine, une tous les centimetres, 'autre tous les trois centimetres construirait P.
e) Tracer P, ainsi que quelques unes de ses tangentes.

2) a) Soit o un nombre réel. Dans le plan complexe on considére les deux paraboles
P et Q, d’équations respectives 4i(z —z)+(2+2)? = 0 et (z—2)?+4a(2+7%) = 0.
a) Ecrire les équations de P et Q, en fonction des coordonnées cartésiennes (z,y)
du point M d’affixe z = x + iy et tracer P et Q; (le cas a = 1).

b) Il y a-t-il sur P un point dont 'abscisse z vérifie Im (z) + 1 = 07

c¢) Prouver qu’il y a sur P un point M, d’abscisse z, tel que Re(z) + a = 0,
déterminer un vecteur directeur v pour la tangente T, a P en M,

(un point N d’abscisse u est sur Ty si et seulement si il y a un réel ¢ tel que u = zo + ¢ - v).

d) A T'aide de 1'équation paramétrique de T, trouvée en c), en déterminant les
points communs a T, et a la parabole Q,,, prouver que T, est tangente a Q..

e) Déduire de ce qui précéde une « construction graphique) de la racine cubique a du réel b = a3.

B Trigonométrie et équation du troisieme degré
1) Un exemple a) En (étudiant les variations de la fonction f(z) = 3 — 3z + 1) prouver que
(E) 23 —3x+1=0
a trois racines réelles et que ces racines sont dans [—2,2].

b) En calculant (%)3 établir la relation sin(3u)=3sinu — 4 sin® u.

c¢) Prouver que z est solution de (F) si et seulement si x = 2sinu ou u vérifie
(E") 2sin(3u) —1=0

en déduire les solutions de I’équation (E).
d) Vérifier que (E') a six solutions dans | — 7, 7]. Pourquoi ceci et ¢) ne contredit
pas que (F) n’a pas plus de trois solutions?

2) Soit des réels p et ¢ on considere 1’équation
(E) x3 — 3pxr 4+ q=0

a) Prouver que (E) a ses trois racines réelles si et seulement si 4p® > ¢? et qu’en
ce cas les racines sont dans l'intervalle [—2,/p, 2,/p].
b) En posant x=2,/psinu, en déduire les racines de (E).



