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§1.3′′′ Applications aux (et des) polynômes

1) Soit P (X) = X4 + X3 + 5X + 2. a) Calculer P (0), P (1), P (−1), P (2), P (−2).
b) Soit k un entier avec −2 ≤ k ≤ 2. Il y a-t-il un polynôme Qk(X) tel que

P (X) = (X + k)Qk(X)
c) Si pour un k votre réponse à b) est oui déterminer un tel polynôme Qk.

2) Soit 0 ≤ i ≤ n des entiers. On considère les polynômes

P (X) = Pn,i(X) =
(

X
i

) (
n−X
n− i

)
, Q(X) = Qn,i(X) =

n∏
k = 0
k 6= i

X − k

i− k

a) Soit 0 ≤ k < i < l ≤ n. Donner des encadrements de n− k et n− l.
b) En déduire les valeurs P (j) de P aux entiers 0 ≤ j ≤ n.
c1) Quel est le degré de P? c2) Déduire de b) et c1) que P = Q.
d) Retrouver c2) en identifiant les formules définissant Q et P .

3) a) Soit P (X) =
d∑

k=0

akXk un polynôme à coefficients entiers [les ak sont des entiers].

Prouver que P est à valeurs entières sur les entiers [si n est entier alors P (n) est entier].
b) Le polynôme Q(X) =

(
X
2

)
=

X(X−1)
2

, les polynômes Pn,i de 2) sont-il à coefficients entiers?,

prennent-ils des valeurs entières aux entiers?

c) Prouver par récurrence sur l’entier naturel d (indépendemment de 2)) que si l0,. . . ,ld
est une suite de d+1 nombres entiers alors l’unique polynôme L de degré au plus
d tel que pour 0 ≤ j ≤ d on a L(j) = lj est à valeurs entières sur les entiers.
d) Prouver qu’un polynôme E est à valeurs entières sur les entiers si et seulement
si, soit E = 0 (il est le polynôme nul), soit il y a un entier naturel d et une suite
(m0, . . . ,md) d’entiers avec md 6= 0 non nul et

E(X) =
d∑

k=0

mk

(
X
k

)
la suite (m0, . . . ,md) est alors uniquement déterminée par E.
[Raisoner par récurrence sur degE et, si degE > 0, prendre dans c) d = degE − 1, lj = E(j)]

4) a) Déduire de 3) qu’il y a des entiers m0, m1, m2 tels que X2 = m2

(
X
2

)
+m1

(
X
1

)
+m0

(
X
0

)
b) Déterminer ces entiers, d’abord indépendamment de a) (et de 3)), puis en reprenant 3).
c) En utilisant 11) de exos-cours1 et procédant comme dans 11) de TD1, en déduire pour tout

entier naturel n on a la relation :

n∑
k=0

k2 = m2

(
n + 1

3

)
+ m1

(
n + 1

2

)
+ m0

(
n + 1

1

)
.

Expliciter le membre de droite, puis re-démontrer par récurrence sur n la formule obtenue.

5) Soit m, n deux entiers naturels et P (X) =

m∑
k=0

(
m
k

)
Xk, Q(X) =

n∑
l=0

(
n
l

)
Xl.

a) Dans le cas m = 2 et n = 3 expliciter P et Q et effectuer le produit PQ.
b) Dans le cas général établir la relation P (X)Q(X) = (1 + X)m+n.
c) En effectuant le produit de P par Q en déduire pour 0 ≤ j ≤ m + n les relations

(∗j)

j∑
i=0

(
m
i

)(
n

j − i

)
=

(
m + n

j

)
d) Dans chacun des trois cas j ≤ m ≤ n, m < j ≤ n et n < j ≤ m + n déterminer pour quels i

le terme d’indice i dans le membre de gauche de la relation (∗j) est non nul.

e) On suppose j ≤ m ≤ n. En considérant pour 0 < i < j les combinaisons de j parmi m + n

représentées par des suites strictement croissantes d’entiers 1≤ u1 < · · ·< uj ≤m + n vérifiant

ui≤m<ui+1, prouver combinatoirement (∗j), puis expliquer pourquoi a-t-on supposé j≤m≤n.



§1.3′′ Applications au calcul numérique (comparaisons de réels)

6) Soient a et b deux réels tels que −1 ≤ a < 3 et 1 < b ≤ 2 donner des encadrements
des réels a + b, a− b, a2 − b2, ab, a+b

b , a+b
b2 .

7) a) Soient a, b, c, d des réels positifs. Prouver que a+c
b+d est entre a

b et c
d .

[on justifiera d’abord que l’on peut supposer a
b
≤ c

d
]

b) En déduire que 1
1010+1 < 2

2·1010+1 < 1
1010 .

c) Placer sur l’axe réel les fractions réduites p
q avec 0 ≤ p < q ≤ 7 (p, q entiers).

8) a) Calculer m2 − 3n2 pour (m,n) = (2, 1), (7, 4), (26, 15), (97, 56).
b) Pour k entier naturel inférieur à cinq (k = 0, 1, 2, 3, 4) calculer (2−

√
3)k.

c) Prouver que si des réels x, y vérifient 0 ≤ 2x < 3y alors 3(x2 − 3y2) < 0.
d) Prouver que si des réels x, y vérifient x2−3y2 = 1 alors (2x−3y)2−3(2y−x)2 = 1.
e) Soit m,n, p, q des entiers. Développer les produits α = (m + n

√
3)(p + q

√
3)

et β=(m−n
√

3)(p− q
√

3), en déduire que α = r +s
√

3, β = t+u
√

3 où r, s, t et u
sont des entiers que l’on déterminera, puis la relation (m2−3n2)(p2−3q2)=r2−3s2.

Soit désormais m,n des entiers naturels tels que m2 − 3n2 = 1.

f) Prouver i) le réel m + n
√

3 est non nul d’inverse
1

m + n
√

3
= m− n

√
3.

ii) soit n = 0 (donc m = 1), soit n > 0 et 0 <
m

n
−
√

3 <
1

2
√

3
1
n2

<
1
3

1
n2

g) Déduire de f) et a) une approximation rationnelle à 10−4 près par excès de
√

3
[c. a d. une fraction m

n
(à numérateur et dénominateur entiers!) telle que m

n
− 10−4 <

√
3 < m

n
].

h) Prouver que soit n = 0 (donc m = 1), soit 0 ≤ 2n−m < n.
i) Déduire alors de h) et e) et c) qu’il y a un entier naturel k tel que

m− n
√

3 = (2−
√

3)k =
( 1

2 +
√

3

)k

puis les valeurs de m et n en fonction de ce k.

§1.4 Nombres complexes.

9) a) Pour chacun l des huit premiers entiers positifs (0 < l ≤ 8) calculer (1 + i)l.
b) En déduire pour tout entier naturel n et chacun k des huit premiers entiers
naturels (0 ≤ k < 8) la valeur de (1 + i)8n+k.
c) Soit m un entier positif. Quelle est la valeur des sommes

2m∑
k=0

(−1)k

(
4m
2k

)
,

2m∑
k=1

(−1)k

(
4m

2k − 1

)
d) Poser d’autres questions analogues à c) que le calcul de b) résout facilement.

10) a) Pour chacun l des six premiers entiers positifs (0 < l ≤ 6) calculer (1+ i
√

3)l.
b) En déduire pour tout entier naturel n et chacun k des six premiers entiers
naturels (0 ≤ k < 6) la valeur de (1 + i

√
3)6n+k.

Donner une suite à cet énoncé et la résoudre.

11) a) Pour chacun l des douze premiers entiers positifs (0<l ≤12) calculer (
√

3+i)l.
b) En déduire pour tout entier naturel n et chacun k des douze premiers entiers
naturels (0 ≤ k < 12) la valeur de (

√
3 + i)12n+k.

Donner une suite à cet énoncé et la résoudre.



12) Pour chacun des nombres complexes z=
2 + 3i

1− i
,

4 + i

1 + 2i
,
1 + i

√
3

1− i
√

3
,

1 + 7i√
3 + i

,
5 + 10i

4 + 3i
calculer sa partie réelle <z, sa partie imaginaire =z, son module |z|.

§1.4C Equations du second degré et racines carrées.

13) Soit a, b réels avec b 6= 0. Prouver que des réels x, y vérifient (x + iy)2 = a + ib
si et seulement si y = b

2x et t = 2x2 vérifie t2 − 2at− b2 = 0.
En déduire une preuve de l’existence de deux racines carrées pour le nombre complexe z = a+ ib

et un algorithme les déterminant. Comparez les formules donnant le résultat à celles du cours.

14) a) Lancer deux fois un dé à six faces numérotées de 1 à 6 et noter m et n les résultats obtenus.

b) Calculer M = m2 − n2 et N = 2mn et 〈〈oublier 〉〉 les valeurs de m et n.
c) Déterminer les racines carrées du nombre complexe M + iN .

15) Soit B un entier positif, B enveloppes identiques et une urne pouvant les contenir.
a) Répéter B fois la recette : si 1 ≤ k ≤ B à la kième fois
i) Lancer six fois le dé de 14)1et noter pk,1, . . . , pk,6 la suite des nombres de points obtenus.

ii) Calculer2qk,1 = pk,1 − 3 puis mk =

3∑
i=1

qk,2i6
i−1 et nk =

3∑
i=1

qk,2i−16i−1.

iii) Calculer très soigneusement le nombre zk = (mk + ink)2 = Mk + iNk, et après avoir

éventuellement refait le calcul pour être sûr du résultat3, écrire sur la kième enveloppe Mk + iNk.

iv) Noter sur un papier le nombre uk = mk + ink et v) le glisser dans la kième enveloppe.

b) Mettre les B enveloppes dans l’urne et les mélanger.
c) Chaque soir, au lieu de compter les moutons4, répéter l’opération suivante :
Tirer de l’urne une enveloppe et déterminer les racines carrées du M + iN qui y est inscrit,

jusqu’à5trouver trois fois de suite (avant d’avoir ouvert l’enveloppe!)

le nombre m + in (ou son opposé)〈〈qui y est caché 〉〉.

16) Enoncer et effectuer des 〈〈exercices auto-corrigés 〉〉 analogues à 14) et 15) pour
vous apprendre à résoudre les équations du second degré à coefficients complexes.

17) Soit a, b réels et v =
√√

a2+b2+a
2 + i

√√
a2+b2−a

2 . a) Prouver que :
i) si b = 0 alors v est une racine carrée de z = a + ib.

ii) si b 6= 0 le nombre u =
√

a+
√

a2+b2

2 + i b
2

√
2

a+
√

a2+b2
est une racine carrée de z.

b) Le nombre u est-il toujours une racine carrée de z?

1 Avec un 〈〈dé parfait 〉〉 à 10 faces numérotées de 0 à 9, on ne le lancera que quatre fois.

2 Avec un dé à 10 faces, mk =

2∑
i=1

pk,2i10i−1(= pk,4pk,2) en écriture décimale et nk = . . .

3 Aux étapes i) ou ii) une erreur ne prêteraient pas à conséquence, mais ici serait fatale!
4 ou leurs pattes et de diviser le nombre obtenu par quatre, comme dans la seconde

détermination donnée en cours du nombre des combinaisons de k parmi n.
5 en répétant à chaque fois étapes a) v) et b) (surtout si B n’est pas très supérieur à 3)



Un petit problème approfondissant 7) de TD1: calcul de la fonction exponentielle

a) Soient a, b des réels tels que 0 ≤ a ≤ b. Etablir l’encadrement

(b− a)(n + 1)an ≤ bn+1 − an+1 ≤ (b− a)(n + 1)bn

et les inégalités bn[b− (b− a)(n + 1)] ≤ an+1, an[a + (b− a)(n + 1)] ≤ bn+1.
b) En déduire que la suite (1 + 1

n )n est croissante [prendre a=1 + 1
n+1

et b=1 + 1
n

].
c) Déduire de b1) et a) la majoration (1 + 1

n )n ≤ 4 [prendre a = 1 et b = 1 + 1
2n

].

Soit x un réel m,n0 entiers avec |x| ≤ m,n0 = m si x < 0 et n0 = 0 sinon.
d∗)Prouver que

(
(1 + x

n )n
)
n>n0

est une suite croissante de l’intervalle [4−m, 4m].
[Si x ≥ 0 (resp. ≤ 0) prendre a (resp. b)=1 + x

n+1
, b (resp.a)= 1 + x

n
,

puis a (resp. b)= 1, b (resp. a)=1 + x
2mn

].

d∗) Soit x, y réel et m entier avec |x|, |y| ≤ m. Soit n0 = m si x < 0 ou y < 0,
n0 = 0 sinon. Etablir pour n > n0 l’inégalité

∣∣(1 +
x

n
)n(1 +

y

n
)n − (1 +

x + y

n
)n

∣∣ ≤ m2

n
16m

f∗) Déduire de ce qui précède que pour tout réel x la suite
(
(1 + x

n )n
)
n>n0

a une
limite et la fonction ex ainsi définie est croissante et pour tous réels x et y vérifie

ex+y = ex · ey


