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§1.1. Sommes et produits

1) Soit 0 < n un entier positif. Calculer n2 − (n − 1)2. En déduire (en écrivant la
relation de récurrence qu’elle vérifie) la somme des n premiers nombres impairs :

n−1∑
k=0

2k + 1

2) Soit x > 0 un réel positif. Réduire au même dénominateur l’expression 1
x − 1

x+1 .
En déduire, si 0 < p ≤ q sont des entiers positifs, la valeur de la somme :

q∑
k=p

1
k(k + 1)

3) Soit 1 < n un entier. Calculer le produit
n∏

k=2

k2 − 1
k2

[utiliser k2 − 1 = (k − 1)(k + 1)]

4) On rappelle que, si a, b sont des réels, les fonctions sinus et cosinus vérifient les relations :

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) et cos(a + b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

a) En déduire les valeurs de sin(a + b)− sin(a− b) et cos(a− b)− cos(a + b), puis,

b) si p ≤ q sont des entiers les valeurs des sommes

q∑
k=p

2 cos(2kb) sin(b) et

q∑
k=p

2 sin(2kb) sin(b).

c) Déduire de ce qui précède, si x est un réel et n un entier naturel, les valeurs des sommes

n∑
k=0

cos(kx) et

n∑
k=0

sin(kx)

[on distinguera deux cas suivant que x est ou non multiple entier de 2π]

5∗) Soit a, b et n des entiers avec a, n positifs, 2n−1 ≤ a < 2n et 0 ≤ b < 2n.
a) Etablir l’encadrement 0 ≤ 2n − 1− a < 2n−1.
b) En déduire par récurrence sur n qu’il y a une famille de n chiffres (c0, . . . , cn−1),

les ck étant 0 ou 1, telle que b =
n−1∑
k=0

ck2k.[Noter si ck est 0 ou 1 alors 1− ck est 1 ou 0]

c) Etablir l’unicité de la famille (c0, . . . , cn−1) de b) de deux façons :
c1) Par récurrence sur n en établissant cn−1 = 1 si et seulement si 2n−1 ≤ b < 2n.
c2) En comparant le nombre des familles de n chiffres (c0, . . . , cn−1), chaque ck

étant soit 0 soit 1, au nombre des entiers b tels que 0 ≤ b < 2n.

6) Soit m,n entiers naturels et x un réel.

a) Combien de termes a la somme double
m∑

h=0

n∑
k=0

xh+k?

b) On suppose m = n et soit p, q des entiers avec 0 ≤ p ≤ n < q = n + r ≤ 2n.
Combien parmi les termes xh+k de la somme double de a) sont égaux à xp?, à xq?

c) Déduire de ce qui précède la relation
n∑

p=0

(p + 1) +
n∑

r=1

(n− r + 1) = (n + 1)2.

d) Etablir directement la relation précédente en partant de son membre de gauche.



§1.2. Factorielle et coefficients binômiaux

7) Etablir pour tout entier n > 0 positif les inégalités (n
3 )n < n! ≤ 2(n

2 )n

Indication : Procéder par récurrence en admettant pour tout entier positif n on a 2 ≤ (n+1
n

)n < 3

A partir de quel entier naturel n a-t-on l’encadrement (n
3 )n < n! < (n

2 )n?
Question subsidiaire Soit pour x ≥ 1 la 〈〈 fonction f(x) = (1 + 1

x
)x 〉〉 et g(x) = log(f(x)).

Etudier le signe de sa dérivée seconde g′′, en déduire les variations de g′, g et f puis, pour tout

entier n positif, 2 ≤ (n+1
n

)n < e d’où, puisque e < 3, l’encadrement admis dans l’indication.

8) Soit k un entier positif et x un nombre réel, vérifier
(

x
k

)
= (−1)k

(
k − 1− x

k

)
.

En déduire que si x = m un entier relatif alors
(

m
k

)
est un entier relatif et que

cet entier est négatif si et seulement si m est négatif et k est impair.

9) a) Soit x réel et k entier positif, vérifier
x

k

(
x− 1
k − 1

)
=

(
x
k

)
=

x + 1− k

k

(
x

k − 1

)
.

b) Si 0 < k ≤ x = n sont entiers prouver les relations de a) en déterminant
de deux manières les combinaisons représentées par des suite strictement croissantes

1≤u1 < · · ·<uk≤n et munies du choix d’un des uj , 1 ≤ j ≤ k.

10) Soit 2≤k≤n entiers a) avec la seconde formule du triangle de Pascal prouver(
n
k

)
=

n−2∑
j=k−2

(n− j − 1)
(

j
k − 2

)
b) En considérant pour k − 2 ≤ j ≤ n − 2 le nombre Bj des combinaisons
représentées par une suite strictement croissante 1 ≤ u1 < · · · < uk−1 < uk < n
telles que uk−1 = j + 1 retrouver la formule précédente.
c) Soit 0 < l ≤ k ≤ n entiers. En considérant pour k − l ≤ i ≤ n − l le
nombre Ci des combinaisons représentées par des suites strictement croissantes
1≤u1 < · · ·< uk−l <uk−(l−1) < · · ·<uk <n telles que uk−(l−2) = i + 1 donner une
(l + 1)ième formule du triangle de Pascal [celle de a) est la troisième (l + 1 = 2 + 1)]

d) De façon analogue à a) prouver par récurrence sur l les formules établies en c).

§1.3. trois formules à connâıtre.

11) En écrivant, pour 0 ≤ k < n entiers positifs, la formule du triangle de Pascal

sous la forme
(

n + 1
k + 1

)
−

(
n

k + 1

)
=

(
n
k

)
établir, si l ≤ m sont entiers la formule

m∑
n=l

(
n
k

)
=

(
m + 1
k + 1

)
−

(
l

k + 1

)
Expliciter les cas k = 1, l = 2 ≤ m, k = 1, l = 1 ≤ m et k = 1, l = 0 ≤ m en
déduire une autre formulation de la démonstration combinatoire du théorème 2.

12) Soit n = 2m + 1 un entier positif impair et a, b deux nombres réels. Donner une

démonstration directe de la formule an + bn = (a + b)
n−1∑
k=0

(−1)kan−1−kbk.

Cette formule vaut-elle aussi si n est pair? (si non expliquer pourquoi)



13) Soit x un nombre complexe tel que x2 6= 1 (c.a d. x n’est ni 0 ni 1).
a) Déduire du théorème 2, si N est un entier naturel la formule

N∑
k=−N

x2k =
x2N+1 − x−(2N+1)

x− x−1

b) Plus généralement si p ≤ q sont des entiers relatifs calculer la somme
q∑

k=p

x2k

14) La partie entière d’un réel x est l’unique entier [x] = m tel que m ≤ x < m + 1.
a) Déterminer [n] et [m] si n = 2k est un entier pair et m = 2l+1 un entier impair.
b) Soit n un entier naturel déduire de la formule du binôme la relation

[ n
2 ]∑

k=0

(
n
2k

)
=

[ n−1
2 ]∑

l=0

(
n

2l + 1

)
puis une autre solution de l’exercice de cours 9) : pour tout 0 ≤ k < n entiers on a

(
n
k

)
≤ 2n−1

15) Soit n, c des entiers positifs, b = c + 1 et x un nombre réel. On considère

P =
n−1∏
i=0

c∑
j=0

xbij

a) En calculant chaque somme, puis le produit des résultats obtenus, établir

T =
bn−1∑
k=0

xk

[On pourra dans un premier temps supposer x2 6= 1]

b) En développant prouver que T est somme des termes xj0+bj1+···+bn−1jn−1 où
pour 0≤ t<n les jt décrivent les entiers avec 0≤jt≤c.
Combien il y a t il de tels termes?
c) Déduire de ce qui précède que tout entier m vérifiant 0 ≤ m < bn s’écrit de

manière unique m =
n−1∑
t=0

btjt où les chiffres jt sont entiers avec 0 ≤ jt ≤ c :

l’unique écriture d’un entier naturel m en base b.
d) Re-démontrer c) par récurrence sur n.


