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sans documents ni calculatrices

Ne répondre qu’aprés avoir lu attentivement la question effectivement posée ainsi que
celles qui la précedent. Chaque question demande une réponse courte, précise et justifiée.

Dans vos réponses, ne pas omettre d’indiquer la lettre [de a) & q)] correspondant a la
question traitée, par contre recopier le sujet est une perte de temps.

Le bareme, étant sur 25, permet d’obtenir la note maximale de 20 sans traiter le sujet
jusqu’au bout, mais ce baréme tient compte de la clarté de la rédaction, la justification des calculs
et des affirmations et la correction des liens logiques entre les énoncés successivement écrits sur
la copie : n’y reportez que des raisonnements aboutis et des calculs dont vous étes str.

A Question de cours

(sur 3 points : a=1, b=2)

Soit F un espace vectoriel, n un entier positif et v¢,...,v, € E.
a) Donner la définition de la famille de n vecteurs vy,...,v, € E est libre dans E.

b) Prouver que si vq,...,v, € E est libre alors vy # 0 et, sin > 2, on a v; # vs.

B Exercices

B1
(sur 3 points : ¢=0,5, d=1, e=1,5)

c) Soit n = 2k + 1 un entier naturel impair. Calculer en fonction de n le nombre
(n +2)% — n?, puis exprimer le en fonction de l'entier k.

d) Sachant que 9% = 81 déduire rapidement de a) les valeurs de
112, 132, 152, 172, 192, 212, 232 et 252 [penser & tester que la derniére valeur est 252 = 625]
L
e) Soit L un entier positif. Déduire de c) la valeur de 1 + Z 81.

=1
En déduire un calcul, différent de celui du cours, de la somme des I premiers entiers positifs.

B2
(sur 2 points )

f) Trouver toutes les solutions complexes de I’équation 2X? — 3iX +2 =0

B3
(sur 2 points )

g) En utilisant la méthode de Gauss de résolution des systémes linéaires déterminer
les (zo, 21,2, 23) € R* tels que
i) =
ry —
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B4
(sur 3 points h=0,5, i1=0,5, i2=1, j=1)

Soit f, f' :R—=R, f(x)=ax+0, f'(z)=ad'z+ V.

h) Vérifier que la composée fo f': R — R est donné par fo f'(z) = aa’z +ab' +b

! /
Soit F, F' : R? — R? les morphismes de matrices A = (8 11)) VA (% 11 )

i) Prouver que i1) i : R—R? i(z) = (f) induit une bijection j : R — R x {1}
i2) si (z,1) € R x {1} alors F(z,1) € R x {1} et déterminer ;7' o Foj:R — R.

J) Déduire de i) et du calcul du produit de matrice AA’ une autre solution de h).

C Probleme
(sur 12 points : k=1, 1=0,5, I'=1, m=0,5, n=1, o=1, p=1,q=6)

On consideére 1’espace vectoriel E = RN des suites réelles, u,v € R. Prouver :

k) S={(zn)neNn€E; Vn € N zp10=ux,q1 —vx,} est sous-espace vectoriel de E.
1) Si (zn)nen €S vérifie zog =21 =0 alors (z,)pen=0:VneN on a z,, = 0.
I’) Peut-on remplacer dans 1) xg=z1 =0 parily a k € N avec zy =z}, =07

m) Pour tout a,b € S il y a un unique (z,),en €N avec g = a et 1 = b.

Soit a, 3 € C tels que X? —uX +v = (X — a)(X — ). Prouver

n) Si a = f alors (a")penN, (Ra™)nen € S et pour tout (z,)pen€SilyalpueR
tels que (xn)nEN = )‘(an)nGN + N(nan)nGN-

0) Si a,B € R avec a # § alors (@")neN, (8" )nen € S et pour tout (z,)pen €S il
y a A p € Rtels que (zn)nen = A(@")nen + #(8")nen-

p) Sia,f € C\ R alors (R(a™))nen, (S(@™))nen € S et pour tout (x,)nen €S ily
a X p € R tels que (2,)nen = AR(Q™))nen + p#(S(@™))nen-

q) Déterminer les suites (7,)neN, (Sn)neN, (tn)nen vérifiant
ro=S =tg=r1=s1=t =1
et pour n > 1 les relations de récurrence
rny =0r,_1 —97r,_9
Sp = 28p—1 + 8rp—_s

lp =tp—1 —lp_2



