Mat111V Année 2007-2008
Controle continu 15 Octobre 2007 8h-10h

sans documents ni calculatrices

Lire attentivement 1’énoncé et répondre & toutes les questions effectivement posées.
Recopier 1’énoncé par contre est du temps perdu.
Si vous ne savez répondre a une question, vous pouvez répondre a certaines questions ultérieures.
Cependant il est tres fortement déconseillé de manipuler un objet ou raisonner sur une notion
dont, dans une question antérieure, on n’a pas su donner la définition.
Le sujet est long et on peut avoir la note maximum sans aller jusqu’au bout, mais certainement
pas en jouant a saute-mouton entre les questions : on vous conseille de le traiter dans ’ordre.
Le baréme tient compte de la clarté de la rédaction, la justification des calculs et des affirmations

et la correction des liens logiques entre les énoncés successivement écrits sur la copie.

A Construction d’une calculette autorisée

1) Soit n = 2k + 1 un entier naturel impair. Calculer (n + 2)? — n?

2) Sachant que 13% = 169 déduire rapidement de a) les valeurs de
152, 172, 192, 212, 232 et 252 [penser & tester que la derniére valeur est bien 252 = 625]

L

3) Soit L un entier naturel. Déduire de a) la valeur de 1 + Z 8l.

=1
En déduire un calcul, différent de celui du cours, de la somme des L premiers entiers positifs.

B1 Un exemple

Soit les nombres complexes ag = 10 — 3i,bp = —11 — 3¢ et ¢g = —5 + bi.
Dans le plan complexe soit Ag d’affixe ag, By d’affixe by et Cy d’affixe cg.

4) Tracer le triangle AyByCy.
5) Calculer les longueurs |AgBol, |BoCo| et |CoAg| de ses cotés.

B2 Quelques inégalités et factorisations
Soit trois nombres réels x,y et z et p = %(m +y+2)
6) Exprimer p — x,p — y et p — z en fonction de =,y et z.
7) Prouver que si z < x4y et y < z+ z alors x > 0.
8) Prouver quesi z <z 4y, y<z+xetzxr<y+ zalors

plp—z)p—y)(p—2) >0

9) Quel est le degré du polynome P(T) = (2yz)? — (y? + 22 — T)??
Donner des nombres complexes a, u,v tels que P(T) = a(T — u)(T — v).
En déduire une «factorisation symétrique en x,y, z» de (2yz)? — (y? + 22 — 22)%.
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B3 Nombres complexes et trigonométrie du triangle

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes affixes des sommets A, B,C d’un tri-
angle non dégénéré du plan complexe : les trois complexes b — a,c — b et a — ¢
représentant les vecteurs AB , BC et CA sont deux 4 deux non colinéaires.

10) Rappeler la définition du déterminant det(Y—/'),W) de deux vecteurs
V= (r,s) et W = (t,u) du plan cartésien euclidien.
Donner une expression de det(v, W) en fonction des complexes v = r + is et
w =t + iu représentant V = (r,s) et W = (t,u).

11) En écrivant la «relation de Chasles» ¢ —b = (c —a) + (a — b) calculer
a) la partie imaginaire de (a—b)(c—b) en fonction de celle de celle de (c—a)(b—a).
b) le carré |c — b|? du module de b — ¢ en fonction de b — a et a — c.

12) Dans le cas de I’exemple de B1 quel est le signe de det(m,myf
Donner les affixes de points A1, By, C1 tels que det(m,M) > 0 et les cotés
|A1B1| = |A0B0|,|B101| = |B000| et |01A1| = |C()A()| du triangle A1B101 ont
mémes longueurs que les cotés correspondants de AygByCy.

Soit a, 3,7 des mesures des angles orientés du triangle A, B, C' :

« est une mesure de (A-B), @), de méme 3 pour (B?, m) et v pour (Cﬁ, C’-B))

13) Dans le cas de I'exemple de B1 déduire de ce qui précede :
a) les Signes de det(A()Bo, A()C()), det(B()C(), B()A()), det(C’vo, C()B()).
b) la valeur de cosa et celles de sin «, sin 3, sin 7.

C Questions subsidiaires

14) La réciproque de 8) est-elle vraie : Est ce que si p(p—x)(p—y)(p—2) >0
alors z <z +y, y<z4+zetxr<y+2z?

15) Formuler dans le cas général des questions analogues a 13) et y répondre.



