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TD 5 :

Quelques calculs d’intégrales

1) a) Soit I, = f_ll(l — 22)"dx. Par intégration par partie établir, pour n > 0 la
—1
. 1o 2041 ()2 2n+1
relation 23:1In = I,,_1. En déduire I,, = 2(2n+(1)'!) = n_ZHQQ” ( n > .
b) A partir de la formule de a), vérifier la véracité de la minoration du cours
1
2
I, > 2/ (1 —2)"de =
0 n+1

c) A l'aide de la formule de Striling m! ~+/27m (™)™ estimer
cl) erreur faite en b).
c2) Si A € [0, 1] la norme uniforme || P, ||;-x2<z2<1 de la restriction du polynéme

P,(r) = (1_1—322)" au complémentaire [—1,1N — A\, A\[ de | — A\, \[ dans [—1,1] et

comparez cette estimation avec celle faite cours.

2) a) Etablir pour tout ¢ € R la relation 1+ cos(t) = 1(e'2 +e773)? [= 2cos?(3)].
b) Rappeler pourquoi il y a pour 0 < k < n des a, € R tels que, pour tout t € R
on ait la relation de linéarisation : (HCTOS(Q)” = o akcos(kt).
c¢) Déduire de a) la valeur des ay, puis celle de J,, = ’ (HCTOS@)) dt = n (2n> .
d) Comme dans 1) b) et ¢) Comparer cette valeur avec la minoration du cours

Jn > /7r (HCTOS@))nsin(t)dt =

—Tr

T estimer la norme uniforme ||Q,||5j<¢<1

14cos(t) \™
de la restriction du polynéme trigonométrique @, (t) = % au complémen-

taire [—m, w) =9, d[ de | — 6, [ dans [—7, 7] et comparer avec ’estimation du cours.
Conséquences du théoreme de Weierstrass

3) Soit f : [a,b] — R une application continue telle que pour tout entier naturel n € N on ait
b
fa f(x)z™dx = 0. Prouver que f = 0.

4) Soit w = e%, pour n € N on considere 'intégrale I, = fooo thewtdt.
a) Prouver que pour tout entier naturel n € N Uintégrale I,, est convergente.
b) Etablir pour n positif la relation de récurrence I, = ZIn-1.
¢) En déduire la valeur I,, = w:}—il, puis :
[eS) e ¢
d) Pour tout entier naturel m € N on a / tim+3e” vz sin(ﬁ)dt =0.
0

1

e) Déduire de d) que si f : [0, +oo[— R, f(z) = e =4 sin(z%), alors pour tout entier naturel

+oo
n € N la fonction 2" f(x) est absolument intégrable sur [0, 400 et / 2™ f(z)dzx = 0.
0

4
[on pourra effectuer le changement de variable x = %]
Calculs de coefficients de Fourier

5) Soit f: R—R la fonction 27-périodique t.q. f(ﬂ'):O et sixg —m 7|, f(z)=x.
a) Calculer les coefﬁcients de Fourier réels ao = = f " f(x)dxr et pour
n € N\{0},an(f) =% [T f(z)cos(nz)dz,b,(f) = L f f )sin n:z:)dx
b) Par sommatlon d Abel prouver que la série de Fourler de f converge vers f.

6) Reprendre les questions de 'exercice 5) avec g : R — R définie par, si k € Z
alors g((k+ 3)m) =0 et si |z — kr| < %, g(z) = (—1)*. Comparer avec 1) de TD3.



Suite du TD 5 et compléments

D’autres calculs et estimations d’intégrales

1’) a) Soit n un entier positif et f, g : [a,b] — R deux fonctions de classe C™. Etablir
b n b
/ F @)g(a)de = [ (~)H rRghD]” gy / f(@)g™ (@)dx

b) Calculer la valeur de I'intégrale I,, de 1) a) en appliquant & f(z) = (14+)%" et g(z) = (1—2z)™
la formule d’intégration par parties itérée établie en a).

s
t
2’) Soit K, = / Cos(ﬁ)Qndt. Par intégration par partie établir, pour n > 0, la relation de

— T
récurrence K, = 272‘;1 Ky—1. En déduire un autre calcul de l'intégrale J,, de 2).

7) Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann [donc vérifiant la

condition de Riemann : Pour tout € > 0ilya d > 0 tel quesia =ag < --- < ay = b avec
n

max a; —a;—1 < d alors g sup [f(s) — f(®)|(a;i —ai—1) < €.
IsisN _, i—1Ss:tSa;
1=

a) Déduire de la condition de Riemann Lim fb f(t) sin(wt)dt = 0.
w——4oc0 V&
b) Déduire du cours le résultat (apparemment) plus faible  Lim fb f@) sin(k:b2—7r t)dt = 0.
N3k—+4oo Y@ @
c) Prouver que si a € [c, d] est dans un intervalle borné alors, uniformément en «, on a :

b b
i]—;l—{% / [f(t) cos(a(t + h)) — f(t) cos(at)]?dt =0 :}IL_,i_)r% / [f(t)sin(a(t + h)) — f(t) sin(at))?dt

d) En écrivant (b;i)w :[(an)w} {(b a)w} ou [(bgz)w] €Z et {%} €10, 1[, déduire a) des

résultats du cours et de c).

La preuve de Bernstein du théoréeme de Weierstrass

8) Si m,v sont entiers avec 0 < v < n, le pleme polynome de Bernstein de degré n est

Vv = @un :[0,1] — [0,1], pu(x) = <Z> z¥(1 —x)" Y. On se propose d’établir :

Soit f : [0,1] — R continue avec pour tout x € [0,1],|f(z)] <1 et € > 0,0 > 0 tels que
s,t€10,,1],|s — t| <§ implique |f(s) — f(t)| <€ alors pour tout entier n > 65% et x€[0,1] on a :

@)=Y T(ev(a)l <
v=0

n
a) Prouver que la somme E o est la fonction constante 1.
v=0

b) Etablir pour tout entiers naturels v,n € N avec 0 < v < n la relation v (Z“) =n (Z : i),

en déduire si 1 < v < n la relation v(v — 1) (Z) =n(n—-1) <Z:§>, puis

n n

Z vou(z) = nx, Z v(v — Deu(z) = n(n —1)z?

v=0 v=0

(%) D W —na)eu(@) = na(l - x)
v=0

n n
c¢) Etablir |f(:c)—Z f(z)cpl, (x)‘ = ‘Z (f(x)—f(z)) wu(x) | En coupant cette derniére somme
n n
v=0 v=0
suivant que |v — nz| < én ou |v — nx| > dn (et dans ce dernier cas utilisant 1 < (”52"”§> )

déduire le théoreme de Bernstein de la relation ().



