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1 Primitives des fonctions continues sur un intervalle I = [a,b] fermé borné.

1.1 Subdivisions d’un intervalle I = [a, b]

1.1.1 Définitions. Une subdivision de I est une partie finie o Cla, b] de I'intervalle ouvert correspondant.
Identifiée & la suite des éléments de o U {a, b} rangés par ordre croissant o : a = ag < ... < ay = n, numérotée
de 0a N = N(a) =1+ card(a)), ordre de a, elle découpe I en N intervalles consécutifs :

I = lag-_1,ar],k=1,...,N le k€™ pas de o de longueur e, = aj, — ax

1.1.2 Exzemple. Pour 0 < k< N,ap =a+ leTa = N];k ca+ % -byer = bT, la subdivision réguliere d’ordre N.

1.1.8 Ezercice. Prouver que la subdivision réguliére d’ordre N est I'unique subdivision d’ordre N de [a, b]
a=ay < - <ap_1<aq,<---<an=»b

ayant tous ses pas égaux [c. a d. si 1 < k,I< N,exy =ax —axr_1 =a; —a;_1 = ¢
1.1.4 LEMME. (1) pour 1 <k < N onaep >0 (2) Zek:b—a

1.1.5 Définitions. Soit «, § deux subdivisions de I. On dit que « raffine (ou est un raffinement de) 3, noté a < G
si B C a, et que « est un raffinement élémentaire de 3, noté a <. fsi a < et N(a) = N(B) +1

1.1.6 Ezercices. Prouver que :
1. la relation de raffinement est reflexive, antisymétrique et transitive.
2. (a) Si M,N € N\ {0} alors la subdivieon réguliére d’ordre N raffine celle d’ordre M ssi M divise N.

(b) Pour 0 < v < 4 représenter sur une figure les subdivisions réguliéres d’ordre 2" de [a,b] = [0, 16]

1.1.7 PROPOSITION. Sia < f alorsily al € N t.q. N(a) = N(8) +1 > N(p) avec égalité ssi « = 3 et :

1. Sil=1:a<.Palorsilyal <k<Ntelquea:a=ay<---<any1=b0:a=by<---<by=0>
ot ay, e]bk_l,bk[etsiogj<k:,aj:bj,s1'k<h§N+1,ah:bh_1.

2. Pour 0 <t <1 ily a des subdivisions o telles que o = ,a! = a et pour 0 <t <l on a ot <. a'~

1.2 Intégrale supérieure d’une fonction bornée sur un intervalle I = [a,b] fermé borné.

Soit m, M,x <y € Ret f:[z,y] = R une fonction telle que pour tout ¢t € [x,y] m < f(t) < M.
Soitz<a<b<yeta:a=ay<---<ay =>b une subdivision de [a,b] C [z,y].

1.2.1 Notations. Pour 1 < k < N on pose;
m<A=inf{f(t)|a <t <b} <l =sup{f(t)|ap—1 <t <ap} <l=sup{f(t)]a<t<b}

1.2.2 Ezemple. Si f est continue croissante I, = f(ag).

1.2.8 Remarque. Si ax—1 < a’ < ay, alors I}, = sup{f(¢) |ax—1 <t <a'},l) =sup{f(t)|a’ <t <ap} <l

1.2.4 Définition. La somme de Darbouz supérieure de f associée a v est :

Lo(a,b) (= Lo(a,b: f)) Zlk ek—Zsup{f Vag—1 <t<ar}-(ar —ar—1)
k=1 k=1

N
En particulier si f est continue croissante L, (a,b) = Z fla
k=1
N
1.2.5 Exzemples. a) Si f = c est constante La(a,b) Zc exr =c-(b—a).
=1

N
1
b) Si f=1i:[z,y] — R et e=max{er,...,en} alors 5(b2 —a?) < La(a,b) = E ag - ex <
t—t
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1.2.6 PROPOSITION. (1)A-(b—a) < Ly(a,b) <1-(b—a) (2)si ¢ <« alors Ly (a,b) < Ly(a,b)
1.2.7 Notations. A(a,b) (resp. Ay (a,b)) désigne 'ensemble des subdivisions (resp. d’ordre ) de [a, ]
1.2.8 Définition. L’intégrale supérieure de f sur [a,b] est L(a,b) (= L(a,b; f)) inf )La(a,b)

- acA(a,

1.2.9 THEOREME. (1) A-(b—a) < L(a,b) <I1-(b—a) (2)si t<a<b<c<y L(a,c)=L(a,b)+ L(b,c)
1.2.10 COROLLAIRE. Soit F,G : [z,y]| =R, F(x)=0, siz <t,F(t)=L(x,t); G(y)=0,sit <y, G(t)=—L(t,y).
Si f est continue en ty € [x,y| alors F et G sont dérivables en ty et F'(tg) = f(to) = G’ (to).

1.2.11 Rappel (dans le futur, voir Mat121). Si f :Ju,v[— R est continue alors pour tout < y €]u,v], f[z,) est bornée.

1.2.12 COROLLAIRE. 1. Si f est continue sur [a,b] alors F' et G sont des primitives de f.
2. si f:]Ju,v[— R est continue et so €]u,v| alors f a une primitive s’annulant en sg :

Flu,v[— R, t <so F(t) = —L(¢,s0); F(so)=0; ¢t > so F(t) = L(so,t)
1.2.13 Application. f :]0,+o00[— R, f(t) = 1 d’oi, avec so = 1, F = Log :]0, +oo[— R

1.2.14 Exercice. Soit 1 <z € Ret h:[l,2] > R,h(t)= %
1. Prouver, en notant pour 1 <u < w < z et v €Jlu, w[ a(v), la subdivision a(v) :u =ug <u1 =v<uzg=w de [u,w]:
v oW

1 1 w
La(v)(u,w;h):;(v—u)-l—;(w—v)za—i-;—22 " +m—2:La(m)(u,w,h)

H

2. Admettant que parmi les subdivisions a d’ordre N de [a,b] il y en a une qui minimise la somme de Darboux supérieure
La(a,b; h). en déduire que c’est la subdivision géométriquement réguliere vy : 1 = :c% < - < x% < < x% =z,
quelle est de k ®™epas e, :(m% -1) x%et, pour toute subdivision a d’ordre N :

N
La(Laih) > Lyy (Lash) = Y —r (2% — Da’F = N@¥ - 1)

k=1 % N

3. Déduire de ce qui précede Log(z) = L(1,z; h) = Limy_, N(a;ﬁ -1)

2 Relations d’ordre sur un ensemble E.

2.1 Définition et exemples.

2.1.1 Définition. Une relation d’ordre ((ou un ordre), notée < (ou <z si il y a plusieurs ordres dans le contexte ), Sur
E est une relation sur F, réflexive, anti-symétrique et transitive. On dit (E, <) est un ensemble ordonné.
2.1.2 Exemples. = sur E; C sur P(X); < sur N'; < sur R; | sur NV, le raffinement < sur A(a,b), les subdivisions de [a, b] sont des
ordres mais, < sur N (ou sur R) n’étant pas réflexive n’est pas une relation d’ordre.

2.1.3 Exercice. Si < est un ordre sur E alors > défini par x > y ssi y < x est un ordre sur E, dite opposé de <.

2.1.4 Définition. Soit (E,<g), (F, <p) deux ensembles ordonnés. Une application croissante [resp. décroissante]
fi(E,<p)—(F <p)est f: E—F telle que pour tout z,y € E avec x<gy on a f(x)<p f(y) [resp. f(y)<r f(z)]

2.1.5 Ezercice. Soit X un ensemble et B C X. On considére I’ensemble ordonné (P(X),C) et up,np,cp : P(X) — P(X) définies
par up(A) = AUB,ng(A) = AN B,cg(A) = B\ A. Prouver que up et g sont croissantes et que cp est décroissante.

2.1.6 PROPOSITION. Soit (E,<g),(F,<r), (G, <¢) trois ensembles ordonnés et
fi(E,<g) — (F,<p),g: (F,<r) — (G,<q) croissantes alors : (1) Idg : (E,<g) — (F,<g) est croissante.
(2) Ia composée g o f(E,<g) — (G, <q) est croissante.
2.1.7 Exercice. 1. Prouver que lapplication f: (R, <) — (R, <), f(x) = 1 — = est décroissante.
Apres 'avoir déterminée, dire si ’application composée f o f est aussi décroissante.
2. Soit (E,<g),(F,<F),(G,<¢g) des ensembles ordonnés et f : (E,<g) — (F,<r), g: (F,<p)— (G,<g) qui sont soit
croissante soit décroissante. Dans chacun des trois cas non couverts par la proposition que dire de l'application
composée go f: (E,<g) — (G, <¢)? Prouver les trois variantes de la proposition que vous venez d’énoncer.

2.1.8 Définition. Un isomorphisme d’un ens. ordonné (F, <) sur un ens. ordoné (G, <¢) est une application
croissante f : (E,<g) — (F,<p) t.q.ilya g: (F,<p) — (F,<g) croissante avec fog=1Idp et go f = Idp.
2.1.9 Remarque. Un isomorphisme d’ensembles ordonnés est une application croissante bijective mais la réciproque n’est pas vraie :
2.1.10 Ezercice. 1. Prouver que si (E, <g) est un ensemble ordonné alors Idg : (E, <g) — (E, <g) est croissante.

2. Prouver que Idys : (N, ]) — (N, <) est croissante et que Idpr : (N, <) — (N, |) ne lest pas.

3. Est-ce que Idn : (N, |) — (N, <) est croissante ? (On utilisera que pour tout z € Nona z-0=0: tout z € N divise 0.) ?

4. Déduire de[2] un exemple de morphisme d’ensemble ordonné, bijectif mais non isomorphisme.
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