Math122 Formule de Taylor avec reste primitive. 10/02/09

Notations

1,D(I), F(I) désignent un intervalle réel, ’ensemble des fonctions réelles dérivables et celui de toutes les fonctiontions sur I.

1 Dérivées et formule de Leibniz d’ordre supérieur.
1.0.1 Ezemples. 1. g:R— R, g(z) = |z| est continue mais, non dérivable en 0.
4
2. h:R—R, h(z) = z3 = (a:%) est dérivable de dérivée b’ : R — R, h(z) = %x%, qui n’est pas dérivable en 0.
3. k:R—R, k(0)=0etsiz#0, k(z) = 3 sin(%) est dérivable, de dérivée k' : R — R, k/(0) = 0 et si = # 0,

1 2
k' (z) = %;t? sm(%) —x7 3 cos(%) non continue (ni méme bornée prés de 0) [encore moins dérivable] en 0.

4. Il y a des exemples ol ces phénomenes, au lieu de se produire en des points isolés [0 ici], se produisent en tout point de I.

1.0.2 Définitions. Soit n € N, un entier naturel. L’ensemble des applications n-fois dérivables [ou ayant
dérivées jusqu’a l'ordre n] D"(I) et, pour 0 < k < n, les applications dérivée k™ [ou dérivée d’ordre k] :

D¥ (= D%y : D™(I) — D" (1), D*(f) = f*¥

sont définis par:  DY(I) :.7-"([)7 Dl(I) = D(I), DY=1d, D'=Det: D" (I)=(D")"(D(I)) pour
0<k<n: DF(=Dkntl)= ‘Dnﬂ([), fis f®) et ;. prtl (= DvHLntl) = Do Dmn f s s fHD) = (f n))’
0.

1.0.3 PROPOSITION. (i) (a) Une constante f.: I — R a des dérivées de tout ordre k > 1 et f¥ =

t—c
(b) L’inclusion ¢ = iy : It—>tR a des dérivées de tout ordre k > 1 et i' =1 et pour k > 2,.i* =0
Soit f,g: I — R ayant des dérivées jusqu’a 'ordre n et A\, u € R alors :
(i) (linéarité) \f+pg : I — R a des dérivées jusqu’a 'ordren et, pour0 < k <n  (Af4pg)® = A fE) 4 pgH)
iii) (Leibniz) f-g: 1 — R,t — f(t)g(t) a des dérivées jusqu’a l'ordre n et, pour 0 < k <n :
(iii) ( g g J

k
(9™ =3" (k) =) g0
?

=0

1.0.4 Remarques. 1. (a) Les ensembles D*(I) C --- C D*(I)--- C D°(1) = F(I)
des fonctions réelles sur 'intervalle I qui ont des dérivées jusqua l'ordre 0 < k < n est une suite de n+ 1 sous-espaces
vectoriels emboités de I’espace vectoriel F(I) = {f : I — R} de toutes les fonctions réelles sur I et

(b) les applications dérivée ki®™e DF . D™ (I) — D" *(I) c F(I), f — f* sont linéaires.
2. Si f € D"(I) alors, pour 0< k< m,ona: D(1) = (DF) " (DPk(D)), fr=R) e DE(I) et flm) = (fln=i)®)
1.0.5 Exemples. Les fonctions suivantes ont des dérivées de tout ordre :
1. Sim € N la fonction py, : R — R, — pp(z) = 2™, puissance m'®™° et si k > 1 on a :

k—1

( ) R SR p(k>(z) :[H(m— h)}xmflc = k!('r:)mmfk

h=0

ainsi, si k > m la dérivée kieme p( ) est nulle. Plus généralement les puissances d’exposants entiers relatifs et réels :
(a) Sin€Z,pn :R\{0} = R,pn(z) =z etsik>1lona:

k—1
k) . (k) — n—k _ N n—k
‘R\ {0} - R,z — p{ () —[H(n—h)]z = k!(k)w
h=0
(b) Sia€R,pq:]0,400[— R,z pp(zx) =a“etsik>1ona:
k—1
_ ny o
P 0, +00[— R, p) (z) :[H(a - h)]xo‘ k= k:'(k)x k
h=0
2. La fonction exp : R — R,z — exp(z) = e® exponentielle et si k > 0 on a : exp®) = exp

3. Log :]0, +oo[— R,Log™") =p_1,si k>1:
k— k—2
Log® =p* ) <[ T3 2 (= (1 + b)) p—r=(k = D! (4 ) p—irz — (—1)F 1 (k — D)1 F

4. Les fonctions trigonométriques sin,cos : R — R et sim € Non a :

sin®™) = (=1)™sin,, sin®™t) = (1) cos, cos®™ = (=1)"cos, cos®™ ) = (=1)™* sin



1.0.6 Exercices. 1. (a) Soit @ € R et f,hy : R — R, h,(t) = at ayant des dérivées jusqu’a lordre n.
Prouver que f, : R — R, f,(x) = f(ax) a des dérivées jusqu’a lordre n et que si 0 < k < non a

R = gk f®) o by it b fR) o ha(t) = a® ) (at).
(b) Soit a,b ERet f,9: R =R, f(z) = e, g(x) = e*®. Déterminer la fonction produit f - g, puis sa
dérivée n'*™¢ d’abord directement, puis a l'aide de la formule de Leibniz. Que retrouve-t-on ainsi ?
2. Sqit a, 3 € R. Déterminer la fonction produit p = p,, - pg :]0, 00[, x — 2 - 2%, Calculer si n € N la dérivée
n'°™¢ de p, d’abord directement a partir du résultat précédemment obtenu, puis a ’aide de la formule de

Leibniz. En déduire une relation reliant les coefficients binomiaux généralisés (a * B), <:>, (f) pour
n

0<k,l<n.Puissia=m,3=peN, par un argument de dénombrement, démontrer cette relation.

2 La formule de Taylor.

2.0.7 LEMME. Soient f,g: I — R deux fonctions ayant des dérivées jusqu’a l'ordre n + 1 alors :

n

Qo (=1)l D g) = frtl g g (—1)n f - gt

=0

2.0.8 THEOREME ((n + 1)®™¢ formule de Taylor). Si f : I — R a des dérivées jusqu’a lordre n + 1 et a,b € I.
b—t)"
Alors la fonction t — f" 1 (¢). #

n

f(b) = "L ) (q) (b_a)u/bf(nﬂ)(t).(b—t)ndt

k! n!

admet une primitive et :

=fla)+---+ f®)(a) (ba)i+~~~+f(n)m)(ba)"Jr/bf(nH)(t). (b;'t)n o

n!
Démonstration : [avec le lemme]. .. O

Démonstration : [alternative par récurrence et intégration par partie]. .. 0

2.0.9 Exemples. On reprend les exemples m et, si n € N, applique la (n 4 1)¥*™¢ formule de Taylor.
Pour simplifier ’expression de f(k)(a) on suppose, suivant les cas a = 1 ou a = 0, et pose b = .
n

b
1. Soit m € Net a,b € R alors b = Z (T]:) (b-a)f +/ <TLT—:—L 1)(b -t)" Sgme (D) g
a

k=0
n

Plus généralement : Sia € Ret z €] —1,4o00[ona: (14+z)% = Z (Z)xk +/O (n+ 1)(n j_ 1)(3@ )" (1 4t)e (D) g

k=0
n k b n
—t
2. Size€Rona: em:E %—I—/ (2 ')etdt
! n!
k=0

. . n— 1((13 )
3. Sizeg]l—1,+o0[ona: Log(1 + z) kg /( 1) R dt
. B s 22k+1 - )2 . z? . (Z,_t)27n+2 ‘
4 slxeR.mn(xpE (-1 (2k+1)' /(— 1 (2 = L cin(t) dt = E e /( 1ym+1 o W

k=0

m z v m v mt1
cos(z) = Z (2k /0 (_1)m+1((ﬁ sin(t Z (2k /0 (_1)m+1% cos(t) dt
k=

k=

2.0.10 Remarque. Sia<betpoura<t<bonam< f("+1)(t) < M alors on peut encadrer le «reste primitive» :

n-H f(n+1) (b ) t < M (b - a)”‘“
(n+ 1 - (n+1)!

n+1 n k n+1
a; + <e? < L,z e®
k (n+ 1)! £ k! (n+1)!
=0

par exemple si 0 <t <z on a1l < et <e® donc :

R‘
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