Math122 Polynomes et fractions rationnelles 2. 24/02/09

]_ Evalualuation en un point, composition et racines.

1.0.1 Définition et Proposition. L’évaluation des polynomes a coefficients dans A au point b € A est :

evy t A[X] = A, P =) ap X" P(b) =) apd*
k=0 k=0
On dit que evy(P) = P(b) est la valeur en b du polynome P. Si Q € A[X] et ¢c,d € Aon a:

(c:P+d-Q)b)=c-P)+d-Q0) (P Q)b)=rPb) Q)
L’application (polynomiale) associée au polynéme P est : P: A — Ab— P(b)

1.0.2 Ezemple. Si A={0,1},P =X? - X,Q =0¢€ A[X]. On a P(0) =0 = Q(0) et P(1) =0 = Q(0).
Ce sont deux polyndémes distincts P # @ de méme application polyndémiale associée : Bien que, si A = R, cela soit souvent fait, il
convient donc de ne pas confondre un polynéme P € A[X] et sont application polynomiale P : A — A associée.

n

1.0.3 Rappel. Les opérations + et - dans A[X] gardant les propriétés qu’elles avaient dans A, on répéte la contruction des
polynémes et considére A[X,Y] = (A[X])[Y] les polynémes & coefficients dans A[X]. On a donc (A C) A[X] C A[X,Y]

(un polynéme & coefficients dans A est un polynome [de (A[X])[Y], de degré 0] & coefficients dans A[X], et aussi (en voyant ses
coefficients dans A[X]| D A) étre considéré comme polynéme [de A[Y] C (A[X])[Y], de degré deg(P)] & coefficients dans A[X] .)

1.0.4 Définition. Soit P,Q € A[X]. Le polynéme composé PoQ est PoQ = evg(P) € A[X] 'image de P € A[Y] C (A[X])[Y] par
m n m n

evg : (A[X])[Y] — A[X]. Ainsisi P = Zajxf, Q= Zka’“ onaPoQ=P(Q) = Za]-Qj = Z(z]- (Z b X*) € AX).
=0 k=0 =0 =0 k=0
m m
1.0.5 Ezemples. 1. P= Zanj, Q=X€eAX]:PoQ=P(Q)= Za]'Xj (Cf. la notation P(X) pour P).
i=0 =0

n
2. SiP=X"etQ=a+ X alors PoQ = (a+ X)" = Z (Z)a"_ka par la formule du binéme.
k=0

N N
3. SiQ=X+aet Pe A[X] par Taylor P = Z %P(k)(a)(X — @)k, dou PoQ = P(X +a) = Z %P(k)(a)Xk
k=0 k=0

N

N
1 1
1.0.6 Ezercice. Soit P € A[Y],Q = X +Y € A[X,Y]. Prouver : P(X +Y) = Z EP(HY’V = Z HP('“)(X)Y’“

k=0 k=0
1.0.7 Ezercice. Soit P,Q € A[X] deux polynomes & coefficients dans A et n € N un entier naturel.

1 1
(n—k) . — k)
(n—k)! P k! @

n

1
(a) Déduire de I'identité remarquable de Taylor [1.0.6} la formule —'(P Q)™ = E
n!

n
(b) En déduire la formule de Leibniz (P-Q)(™ = Z (:) P(=F) (k) pour la dérivée ni®me d'un produit de polynémes.
k=0
(c) Etablir les deux résultats précédents directement par récurrence sur n € N.

1.0.8 PROPOSITION (Dérivation des polyndmes composés). Soit P, Q € A[X] alors :

(PoQ) =D(PoQ)=(D(P)oQ) D(@Q) =PF(Q)-Q
1.0.9 Notation. Soit une famille ag,...,an € A [resp. Po,... P, € A[X] ] indicés par 0 < k < n de n + 1 éléments de A [resp.
A[X]]. Pour chacun des indices k on note : H a; resp. H Pj le produit dans A [resp. A[X]] pour les n indices j
0<j#k<n 0<j#k<n

entre 0 et n qui sont distincts de k des a; [resp Pj].
1.0.10 ProPOSITION (formule d’interpolation de Lagrange). On suppose A = Q,R,C, {0,1}.

Soit n € N un entier naturel et ag,...,a, € A et bgy,...,b, € A deux familles de n + 1 éléments de A
indicées de 0 & n telles que les a; sont deux & deux distincts : si 0 <14 # j <n alors a; # a;.

1
. H (X —aj) alors :
H (ar — aj) 0<j#£k<n

Pour 0 < k <n posons Ly, =

0<j#k<n
P=Yn =) et I (K-
k=0 k=0 H (ar, — ay) 0<j#k<n

0<j£k<n

est un polynéme de degré au plus n qui, pour 0 < i < n, vérifie P(a;) = b;.



1.0.11 Exemples. dans le cas A = Q et n = 1,2 ou n quelconque et, pour 0 < k < n,a; = k.

1 1
(X —a1), L1 = (X —ap) et

ag — aq aip — Qo

b b boa; — bia by —b

0 (X—a1)+ 1 (X—ao): 0¢1 10+ 1 OX
ag — aj ay — ap a] — Qg a] — Qg

1. Ly =

P =

qui donne (a1 — ag)Y — (b1 — bo)X = bpa1 — biap comme équation d’une droite passant par (ao, bo) et (a1, b1).

1 1 1
2. Lo= —(CLO D) (a0 —a2) (X—a1)(X—a2),L1= —(a1 e (@1 —a2) (X—a1)(X—a2), La= —(a2 ~ao) (@2 —an) (X—aog)(X—a1)
pe— % Xla(X—a)+—— (X ) (X —a) + b (X — a0)(X — a1)

(a0 — a1)(ao — a2) (a2 — ao)(az — a1) (a2 —ao)(az —a1)

1

- (a1 — ao)(a2 — a1)(ao — a2)

. [bo(al—a2)-(X—al)(X—a2)+b1(ag—ao)-(X—az)(X—ao)—l—bg(ao—a1)-(X—ao)(X—a1)

n—1
1

L= ] (- = ——J[x - = o Tl -0 =)
H (n—17j) 0<j<n H Lk J=0 s =0 n

0<ji<n
k=n—j=1

est le polynome coefficient binomial n parmi X .

X X
1.0.12 Exercice. Soit k € Net P = ( ) Q= (k) Etablir la relation du triangle de Pascal polynomiale : P(X +1) — P = Q.

k+1/’
1.0.13 THEOREME. Soit P € A[X] et a € A alorsily a @ € A[X] tel que P— P(a) = (X —a)-Q
k-1

Démonstration : [directe utilisant pour k > 1 'identité remarquable X* — a¥ = (X — a) E AR € J 0
=0

Démonstration : [alternative avec la formule de Taylor]. .. 0O

1.0.14 Définition et Proposition. Soit P € A[X] un polynéme de degré positif & coefficients dans A et a€ A

Alors il y a k €N, la multiplicité de P en a notée k = mult,(P), et Q € A[X] de degré deg(Q) = deg(P) — k
avec P = (X — a)kQ et Q(a) # 0.
De plus k est le plus petit [ € N tel que %P(l)(a) # 0. Si multq(P) > 0 (c. a d. P(a) =0) a est dit racine de P de multiplicité k.

n
1.0.15 COROLLAIRE. Soit P = Zaka € A[X] et n+ 1 points ag, . ..,a, € A de A deux a deux distincts (si
k=0
0 <i#j<nalors a; # a;) tels que pour 0 < i < n on ait P(a;) =0 alors P = 0.
1.0.16 Exercice. Autre solution de : Remarquer pour tout n € Naveen > k+1,P(n+1) — P(n) — Q(n) =0.

1.0.17 Rappel (Théoréme de D’Alembert admis). Un polynome de degrépositif & coefficients complexe 0 # P € C[X] a une racine
acC.

1.0.18 COROLLAIRE. 1. Soit P:ZakX’“G(C[X},an;AO alorsily azy...,z, € C [resp. wy,...w, € C (on

k=0
n I

sil<i#j<r<nw #w;j)etl<my,...,m, €NJ te]squeP:anH(X—zk):anH(X—wl)ml
k=0 1=0

2. Soit P = Zaka € R[X] aveca, 20 alorsil yaxy..., 2y € Ryz1...,2s € C\R avect+2s = n

k=0
[resp. A1 A ERwy..oywr EC\R (ousil<i#j<r<t 1<u#v<7<s\#N,wu #w;) et
1<mqy,...,mpv1,...,vx € NJ tels que :

S T S

P=a, [[(X —ae) [[(X = 2)(X = 7) = an [J(X = )™ [T (X? = 2R(2) X + |2a*)""
k=0

=0 1=0 u=0



	Evaluation, composition et racine

