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Avant-propos

Ce livre est en construction.

Cet ouvrage destiné aux étudiants préparant le Capes externe de Mathématiques et aux
enseignants préparant 1’agrégation interne fait suite au livre « Eléments d’analyse réelle pour
le Capes et I’Agrégation Interne de Mathématiques ».






Notations

N ensemble des entiers naturels.

Y/ I’anneau des entiers relatifs.

Q corps des nombres rationnels.

R corps des nombres réels.

C corps des nombres complexes.

R(z)  partie réelle du nombre complexe z.

X(z)  partie imaginaire du nombre complexe z.

K[X] algeébre des polyndomes & une indéterminée a coeflicients
dans K =R ou C.

cr coefficient binomial.
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Eléments de logique et de théorie des
ensembles

Pour les exemples et exercices traités dans ce chapitre les ensembles usuels de nombres
entiers, rationnels réels et complexes sont supposés connus, au moins de maniére intuitive comme
cela se passe au Lycée. Nous reviendrons plus loin sur les constructions de ces ensembles.

1.1 Quelques notions de logique

Nous allons préciser & un premier niveau quelques notions mathématiques qui sont relative-
ment intuitives mais nécessitent quand méme des définitions rigoureuses.

L’idée étant de préciser schématiquement comment se présente une théorie mathématique
ainsi que la notion essentielle de démonstration.

La premiére notion est celle d’assertion. De maniére intuitive, une assertion est un énoncé
mathématique aussi rigoureux que possible qui ne peut prendre que deux valeurs de vérité a
savoir « vrai » ou « faux » mais jamais entre les deux comme dans le langage courant.

Une assertion qui est toujours vraie est une tautologie.

Par exemple les énoncés suivantes sont des assertions : 2 < 15 (elle est vraie), v/2 est un
nombre rationnel (elle est fausse), cos(nm) = (—1)" (vraie), ...

Deux assertions sont dites logiquement équivalentes, ou plus simplement équivalentes, si elles
sont toutes deux vraies ou toutes deux fausses.

Il y a ensuite les énoncés qui se démontrent. Pour ce faire, on se donne des régles précises
(que nous verrons par la pratique) qui permettent de construire de nouvelles assertions a partir
d’assertions données.

Remarque 1.1 [ ne faut pas croire que dans une théorie donnée toute assertion P soit obli-
gatoirement démontrable. En 1931 Kurt Gdadel a démontré qu’il y a des assertions non démon-
trables (on dit aussi qu’elles sont indécidables) : il n’est pas possible de démontrer que P est
vraie ni que P est fausse.

A la base de toute théorie mathématique, on dispose d’un petit nombre d’assertions qui
sont supposés vraies a priori (c’est-a-dire avant toute expérience) et que I'on nomme axiomes
ou postulats. Ces axiomes sont élaborés par abstraction a partir de I'intuition et ne sont pas
déduits d’autres relations.

Par exemple, la géométrie euclidienne est basée sur une quinzaine d’axiomes. L'un de ces
axiomes est le postulat numéro 15 qui affirme que par un point donné passe une et une seule
droite paralléle a une droite donnée.
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Une autre exemple important est donné par la construction de I’ensemble noté N des entiers
naturels. Cette construction peut se faire en utilisant les axiomes de Peano suivants :

0 est un entier naturel ;

tout entier naturel n a un unique successeur noté n + 1;

deux entiers naturels ayant méme successeur sont égaux ;

une partie P de N qui contient 0 et telle que si n est dans P alors le successeur de n y est
aussi, est égale & N (axiome de récurrence).

Nous reviendrons au paragraphe 1.6 sur I’ensemble N en partant sur une autre base.

La théorie des ensemble est basée sur le systéme d’axiomes de Zermelo-Frankel.

La notion de définition nous permet de décrire un objet ou une situation précise a ’aide du
langage courant.

Les énoncés qui se démontrent sont classés en fonction de leur importance dans une théorie
comme suit :

un théoréeme est une assertion vraie déduite d’autres assertions, il s’agit en général d’un
résultat important & retenir ;

un lemme est un résultat préliminaire utilisé pour démontrer un théoréme;

un corollaire est une conséquence importante d’un théoréme;

une proposition est de maniére générale un résultat auquel on peut attribuer la valeur
vraie ou fausse sans ambiguité.

Pour rédiger un énoncé mathématique, on utilise le langage courant et les objets manipulés
sont représentés en général par des lettres de I'alphabet latin ou grec. Usuellement, on utilise :

les lettres minuscules a, b, ¢, ... pour des objets fixés;

les lettres minuscules x, ¥, z,t, ... pour des objets inconnus a déterminer ;

les lettres majuscules E, F, G, H, ... pour des ensembles;

des lettres de ’alphabet grecques minuscules ou majuscules «, 3, ¢, 9, ... A, T, Q...

1.2 Les connecteurs logiques de base

L’élaboration de nouvelles assertions a partir d’autres se fait en utilisant les connecteurs lo-
giques de négation, de conjonction, de disjonction, d’implication et d’équivalence définis comme

suit,

ou P et () désignent des assertions.

La négation de P, notée P, ou non P ou P, est I'assertion qui est vraie si P est fausse et
fausse si P est vraie.

Par exemple la négation de ’assertion : « x est strictement positif » est « z est négatif ou
nul ».

En théorie des ensembles on admet qu’il n’existe pas d’assertion P telle que P et P soient
toutes deux vraies. On dit que cette théorie est non contradictoire.

La conjonction de P et @, notée PAQ (lire P et Q), est I'assertion qui est vraie uniquement
si P et Q sont toutes deux vraies (et donc fausse dans les trois autres cas).

Par exemple P A P est toujours faux (on se place dans des théories non contradictoires).
La disjonction de P et @), notée PV(Q (lire P ou @Q), est I’assertion qui est vraie uniquement
si 'une des deux assertions P ou () est vraie (donc fausse si P et () sont toutes deux
fausses).

Par exemple PV P est toujours vraie (c’est une tautologie).

Il faut remarquer que le « ou » pour « ou bien » est inclusif, ¢’est-a-dire que P et ()
peuvent étre toutes deux vrais dans le cas ot PV @) est vraie.

On peut aussi introduire le « ou exclusif », noté W, qui est vrai uniquement lorsque 1'une
des deux assertions, mais pas les deux simultanément, est vraie.
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— L’implication, notée P — (@), est I'assertion qui est fausse uniquement si P est vraie et ()
fausse (donc vraie dans les trois autres cas).

On peut remarquer que si P est fausse, alors P — (@ est vraie indépendamment de la
valeur de vérité de Q).

L’implication est & la base du raisonnement mathématique. En partant d’une assertion P
(ou de plusieurs), une démonstration aboutit a un résultat ). Si cette démonstration est
faite sans erreur, alors P — () est vraie et on notera P = () (ce qui signifie que si P est
vraie, alors ) est vraie). Dans ce cas, on dit que P est une condition suffisante et () une
condition nécessaire.

On peut remarquer que 'implication est transitive, c¢’est-a-dire que si P implique @) et @)
implique R, alors P implique R.

— L’équivalence de P et (), notée P < (), est ’assertion qui est vraie uniquement si P — )
et () — P sont toutes deux vraies. Dans le cas ou P < (Q est vraie on dit que P est ()
sont équivalentes et on note P < @ (ce qui signifie que P et @ sont, soit toutes deux
vraies, soit toutes deux fausses). Dans ce cas, on dit que ) est une condition nécessaire et
suffisante de P.

On peut résumer ce qui précede, en utilisant la table de vérité suivante :

| Pl|Q|P|PANQ|PVQ|P—=Q|P=Q]

VIV IF V V V V
VIF|F F V F F
F\V IV F V V F
F|F|V F F V V

Les tables de vérité peuvent étre utilisées pour faire certaines démonstrations. On rappelle
que deux assertions qui ont méme table de vérité sont équivalentes.
Avec le théoréme qui suit, on résume quelques régles de calcul.

Théoréme 1.1 Soient P,Q, R des propositions. On a les équivalences :

1. commutativité :

2. associativité

3. distributivité :

4. négations :

(f)@(P)
(PAQ) = (PVQ)
(PVQ) <= (PAQ)
(P—Q)= (Q—P)
(P—Q)< (P\/Q)
(P=Q) < (PrQ)
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Démonstration. On utilise les tables de vérité (exercices). n
Les équivalences (P A Q) & (F Vv @) et (P \% Q) & (F A @) sont appelées lois de Morgan.

Exercice 1.1 Montrer que les assertions P — Q et PV Q sont équivalentes.

Solution 1.1 On montre qu’elles ont méme table de vérité.

| PlQ|P|PVQ|P—Q]
VIV I|F |4 Vv
VIFIF| F F
FlV IV \%4 Vv
FI|F |V \% Vv

Exercice 1.2 Montrer que les assertions P — Q et P A Q sont équivalentes.

Solution 1.2 On montre qu’elles ont méme table de vérité.

| PlQ|PAQ|P—Q]

o < <
o< S
o | <
o | <

Exercice 1.3 Montrer que les assertions P «— P, (PNQ) — P, P — (PVQ), PV (P — Q),
P—(Q— P)et((P— Q) — P)— P sont des tautologies (i. e. toujours vraies).

Solution 1.3 Pour P < P, (PANQ) — P, P — (PV Q), c’est évident et pour les autres, on
utilise la table de vérité :

‘P‘Q‘P%Q‘Q%P‘P\/(PHQ)‘P—>(Q—>P)‘((P—>Q)—>P)—>P‘
\%4
F
\%
F

o S
== <=
= S SIS
IR

< S ==

< ===

Exercice 1.4 Simplifier [’expression :
R=(PAQ)V(PAQ)V(PAQ).

Solution 1.4 En utilisant les tables de vérité, on a :

(PlQ|PAQ|PAQ| (PAQ)V(PAQ)|PAQ|R|
VIV] F F F vV [V
VIF| F F F F | F
Flv] Vv F % F |V
F|F| F vV V F |V

Donc R a la méme table de vérité que P — @, ce qui signifie que R est équivalent a P — Q).

Exercice 1.5 Soient P, (), R trois assertions.
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1. Ecrire la négation de chacune de ces assertions : PAQ, PVQ, PV(QAR), PA(QV R),
P—-Q P—Q PVQ—-R PVQ—R, PNQ=RetPVQ—R.

2. Traduire chacune de ces assertions, ainsi sa négation, en langage courant ou P correspond
a « j’écris », Q a « je pense » et R a « je chante ».

Solution 1.5 On a :
PAQ=PVQ

ce qui peut se traduire par la négation de « je n’écris pas et je pense » est « j’écris ou je ne
pense pas » ;

PVQ=PAQ
PV(QAR)=PANQAR=PA(QVR)=(PAQ)V (PAR)

et ainst de suite.

Exercice 1.6 Montrer les équivalences qui suivent.

L (P=(Q@—R)e(PNQ)—R)

2. (PVQ)—= R) = (P = R)A(Q— R))
3. (PAQ) = R) & ((P— R)V(Q — R))
4 (P = (Q@AR) < (P —Q)A(P— R))
5. (P—=(QVR) & (P=QV(P—R)

Solution 1.6 On peut utiliser les tables de vérité ou utiliser ’équivalence (P — Q) < (F \% Q) .
Par exemple, on a :

(P—(Q—R)<PV(QVR)&PAQVR&E (PANQ)— R)

Exercice 1.7 Montrer que les assertions PWQ (ou exclusif) et (P A @) \% (F/\ Q) sont équi-
valentes.

Solution 1.7 On montre qu’elles ont méme table de vérité.

(P1Q[PWQ[(PAQ)V(PAQ)|

VIV F F
VI|IF V V
F\|V V V
F|F F F

Exercice 1.8 Soient a,b deux entiers naturels.

1. Donner un équivalent de (a < b) — (a = b)
2. Donner la négation de (a < b) — (a > b)

Solution 1.8
1. (a <b) — (a=0) est équivalent a (a > b) V (a =b) encore équivalent & a > b.

2. La négation de (a < b) — (a > b) est (a <b) A (a <b), soit (a <D).

Exercice 1.9 On dispose de 6 picces de 1 euro dont une seule est fausse et plus lourde que les
autres. Montrer qu’on peut la détecter en utilisant une balance de type Roberval en effectuant
au plus deux pesées. Méme question avec 8 piéces.
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Solution 1.9 On numérote de 1 a6 les pieces. On place les piéces 1,2, 3 sur le plateau Py de la
balance et les piéces 4,5,6 sur le plateau Py. L’un des deux plateaux, disons Py est plus chargé,
il contient donc la fausse piéce. On isole la piéce 3 et on place la piece 1 sur le plateau Py et
la piece 2 sur Py. Si les plateaux sont équilibrés c’est 3 qui est fausse, sinon le plateau le plus
chargé contient la fausse piéce.

Pour 8 pieces, on isole les pieces 7 et 8 et on place les pieces 1,2, 3 sur le plateau Py et les piéeces
4,5,6 sur le plateau Py. Si les plateaux sont équilibrés, on compare 7 et 8 avec la balance et on
détermine la fausse piéce, sinon l'un des deux plateauzx, disons Py est plus chargé, il contient
donc la fausse piéce et le procédé utilisé pour les 6 piéces nous permet de trouver la fausse piece.

Exercice 1.10 Des cannibales proposent a un touriste de décider lui méme de son sort en
faisant une déclaration : si celle-ci est vraie, il sera roti, sinon il sera bouilli. Quelle déclaration
peut faire ce touriste (malin) pour imposer une troisiéme solution ¢

Solution 1.10 AdA

Exercice 1.11 Les habitants d’un village sont partagés en deux clans : ceur du clan A disent
toujours la vérité et ceux du clan B mentent toujours. Un touriste passant par ce village ren-
contre trois habitants et souhaite savoir a quel clan appartient chacun d’eux. Il n’entend pas la
réponse du premier, le deuxiéme répete ce qu’il a entendu, selon lui, du premier et le troisieme
lui indique le clan du premier et du second. Le touriste a la réponse a sa question. Pouvez-vous
faire de méme.

Solution 1.11 AdA
On dit qu’une théorie est non contradictoire si P A P est faux pour toute proposition P.

Exercice 1.12 Montrer que si dans une théorie une propriété P est contradictoire, c’est-a-dire
si PN\ P est vraie, alors Q N\ Q) est vraie pour toute propriété ().

Solution 1.12 Nous allons montrer que s’il existe un énoncé contradictoire P, alors tout
énoncé Q) est vrai, donc Q) aussi et Q A\ Q est vraie.
On vérifie tout d’abord que R = P — (P — Q) est une tautologie avec la table de vérité :

([ P[Q]P[P—-Q]|P—>(P—Q]
VIVI]F Vv vV
VIF|F F Vv
FlV]V Vv Vv
FIF|V Vv Vv

Comme R et P sont vraies, P — @) est vraie et () est vraie puisque P est vraie.

1.3 Quelques méthodes de raisonnement

En général I’énoncé d’une proposition & démontrer est formé dune ou plusieurs hypothéses
qui constituent 'assertion H et d’une ou plusieurs conclusions qui constituent ’assertion C'. Il
s’agit donc de montrer 'implication H = C.

Si de plus, on peut montrer que C' = H, on dira alors que la réciproque de la proposition
est vraie.

Les idées de base que 1'on peut utiliser sont les suivantes.
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— Une assertion peut toujours étre remplacée par n’importe quelle assertion qui lui est
équivalente.

— On peut effectuer une démonstration directe, c’est a dire de déduire logiquement C' de H.

— L’implication étant transitive, on peut essayer de montrer que C' = (' sachant par
ailleurs que ¢! = H.

— Dans le cas ou une démonstration directe semble difficile, on peut essayer une démons-
tration par I'absurde qui consiste a étudier I'assertion H A C équivalente & H — C et
on montre qu’on aboutit & une impossibilité si cette derniére assertion est vraie (prati-
quement, on suppose que la conclusion est fausse avec les hypothéses et on aboutit & une
absurdité). Il en résulte alors que H — C' est fausse, c’est a dire que H — C' est vraie,
soit H = C.

— On peut aussi essayer de montrer la contraposée C' = H puisque les implications H — C
et C — H sont équivalentes.

— La démonstration par contre-exemple permet de montrer qu’une implication H — C, ou
H est C' sont des propriétés portant sur des variables x, est fausse. Pour ce faire on cherche
une ou des valeurs de = pour lesquels H (x) est vraie et C'(x) est fausse.

— La démonstration par récurrence permet de montrer qu’une propriété portant sur des
entiers naturels est toujours vraie. Cette méthode de démonstration est décrite au para-
graphe 1.6, ou elle apparait comme un théoréme basé sur le fait que ’ensemble des entiers
naturels est bien ordonné. Si on accepte 'axiome de Péano, le principe de récurrence en
est une conséquence immédiate.

Exercice 1.13 En raisonnant par Uabsurde, montrer que /2 est irrationnel.

Solution 1.13 Supposons que v/2 = P avec p,q entiers naturels non nuls premiers entre eux.
q

On a alors p* = 2¢* qui entraine que p est pair, soit p = 2p' et ¢*> = 2p? entraine q pair, ce qui
contredit p et q premiers entre euz.

n (2
Exercice 1.14 En raisonnant par ’absurde, montrer que 1 E?’) est irrationnel.
n
: In(2) p . .
Solution 1.14 Supposons que In (3) = = avec p,q entiers naturels non nuls premiers entre
n q

euzr. On a alors In (29) = In (3P) et 2P = 3%, ce qui est impossible puisque 2P est un entier pair
et 37 est un entier impair.

Exercice 1.15 Soit n un entier naturel non carré, c’est-a-dire ne s’écrivant pas sous la forme
n = p? avec p entier. En raisonnant par l’absurde et en utilisant le théoréme de Bézout, montrer
que \/n est irrationnel.

Solution 1.15 Sin est non carré, on a alors n > 2.

Supposons que \/n = P avec p,q premiers entre eur dans N*. Le théoréeme de Bézout nous dit

qu’il existe un couple (u,v) d’entiers relatifs tels que up +vq = 1. On a alors :
1= (up+ vq)2 = u*p? 4 2uvpq + v2 ¢

avec u?p? = ung®. L’éqgalité précédente s’écrit alors qr = 1 avec r = u’ng + 2uvp + v*q dans 7,
ce qui implique que ¢ = 1 et \/n = p, en contradiction avec n non carré.
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Exercice 1.16 Sachant que tout entier supérieur ou €gal a 2 admet un diviseur premier, mon-
trer que l’ensemble P des nombres premiers est infini.

Solution 1.16 On sait déja que P est non vide (il contient 2). Supposons que P soit fini avec :

P:{pla"'>pr}-

L’entier n = py---p, + 1 est supérieur ou égal a 2, il admet donc un diviseur premier p; € P.
L’entier py divise alorsm = py---p, + 1 et py---p,, il divise donc la différence qui est égale a
1, ce qui est impossible. En conclusion P est infini.

Exercice 1.17 Montrer que x = {3/45 +29v/2 + 3/45 — 29v/2 est un entier.

Solution 1.17 En posant a = V45 +29v/2 et b = /45 — 29\/5, on a:

a4+ b =90
ab = /452 —2-292 = /343 =7

ce qui donne :

90 = (a +b) (a® — ab+ b)
= (a+0) ((a—i— b)? — Bab) T (932 — 21)

donc x est racine du polynéme :
P(X)=X(X*-21)-90

On regarde si ce polynome a des racines entieres. Comme n? — 21 est négatif pour n < 4, on
cherche ces racines a partir de n = 5. On a P(5) = =70 et P(6) = 0. On a alors P(X) =
(X —6)(X? 46X +15) et x = 6, puis c’est la seule racine réelle de P.

1.4 Notions de base sur les ensembles. Quantificateurs

Nous nous contenterons d’une définition intuitive de la notion d’ensemble.

Un ensemble est une collection d’objets possédant des propriétés communes, ces objets sont
les éléments de ’ensemble.

On utilisera les notations suivantes, pour les ensembles de nombres usuels :

— N est ensemble des entiers naturels;

— 7 est 'ensemble des entiers relatifs ;

— @ est ’ensemble des nombres rationnels

— R est I’ensemble des nombres réels ;

— C est 'ensemble des nombres complexes.

On admet I'existence d’un ensemble qui ne contient aucun élément. Cet ensemble est noté ()
et on dit que c’est I’ensemble vide.

Nous serons souvent amenés a décrire un ensemble en précisant les propriétés que doivent
vérifier tous ses éléments, ce que nous noterons de la fagon suivante :

E = {description des propriétés des éléments de E'}

(on dit que I'ensemble E est défini en compréhension).
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Cette notion d’ensemble défini en compréhension peut conduire & des paradoxes liés au
probléme de « I'ensemble de tous les ensembles », mais & un premier niveau, on se contente de
ce point de vue intuitif. Une étude approffondie de la théorie des ensembles peut mener assez
loin. Le lecteur intéressé peut consulter le volume de Bourbaki sur les ensembles, ou tout autre
ouvrage spécialisé.

On peut aussi décrire un ensemble en donnant la liste finie ou infinie de tous ces éléments,
quand cela est possible, ce qui se note :

E= {xbx%”' axn}
s’il s’agit d’un ensemble fini ou :
E:{x1,$2,"' 7xna"'}

sil s’agit d’un ensemble infini pour lequel on peut numéroter les éléments (un tel ensemble est
dit dénombrable). On dit alors que 'ensemble FE est défini en extension.

Un singleton est un ensemble qui ne contient quun élément, soit £ = {a}.

Si n, m sont deux entiers relatifs, I’ensemble des entiers relatifs compris entre n et m sera
noté {n,--- ,m}. Dans le cas ot m < n, il ne peut y avoir d’entiers entre n et m et cet ensemble
est tout simplement ’ensemble vide. Dans le cas ott n = m, cet ensemble est le singleton {n}.
Pour n < m, on notera aussi {n,n + 1,--- ,m} cet ensemble.

Nous nous contentons dans un premier temps de définitions intuitives de ces notions d’en-
semble fini ou dénombrable (voir les paragraphes 1.9 et 1.10 pour des définitions plus rigou-
reuses).

Si E est un ensemble, on notera a € E pour signifier que a est un élément de F, ce qui se
lit « a appartient & F ». La négation de cette assertion est « a n’appartient pas & F » et se
notera a ¢ E.

Pour signifier qu’un ensemble F' est contenu dans un ensemble E, ce qui signifie que tout
élément de F' est dans E, nous noterons ' C E qui se lit « F' est contenu dans £ ». On peut
écrire de maniére équivalent que £ D F' pour dire que E contient F. La négation de cette
assertion est notée F' ¢ E.

Deux ensembles F et F' sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes éléments, ce qui se
traduit par £ C F'et FFC E.

On admet que si E est un ensemble, il existe un ensemble dont tous les éléments sont formés
de tous les sous-ensembles (ou parties) de E. On note P (E) cet ensemble et on dit que c’est
I'ensemble des parties de E. Ainsi F' C FE est équivalent a F' € P (E). L’ensemble vide et E
sont des éléments de P (E).

Par exemple pour £ = {1,2,3}, on a :

P(E) ={0,{1},{2}, {3}, {1,2} ,{1,3},{2,3} ,{1,2,3}}

Pour décrire des ensembles, ou faire des raisonnements, nous utiliseront les deux quantifica-
teurs suivants.
— Le quantificateur universel « quel que soit » ou « pour tout » noté V utilisé pour signifier
que tout élément = d’un ensemble E vérifie une propriété P (z), la syntaxe étant :

(Vo € E) (P (). (1.1)

— Le quantificateur existentiel « il existe » noté 3 pour signifier qu’il existe au moins un
élément x de E vérifiant la propriété P (z), la syntaxe étant :

3z € E) | (P (). (1.2)
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Pour signifier qu’il existe un et un seul x dans F vérifiant la propriété P (z), on utilisera

la syntaxe :
(Fz e E)| (P(x)).

La négation de I'assertion 1.1 est :

Gre )| (P@)

en utilisant le symbole | qui se lit « tel que » utilisé pour traduire le fait que z est tel que la

propriété P (z) est vérifiée et la négation de 1.2 est :

(Vz € E) (W) .

Nous verrons qu’il n’est pas toujours facile de traduire la négation d’une assertion en utilisant
les quantificateurs.

Par exemple pour traduire le fait qu'une suite (u,),,cy de nombres réels est convergente vers
un réel ¢ nous écrirons :

(FeR)| (Ve >0, Ing € N|Vn > ng, |u, — ] <e¢)

ce qui signifie qu’il existe un réel ¢ tel que quel que soit la précision € > 0 que 1'on choisisse
I'écart entre u, et ¢ (soit |u,, — £|) est inférieur a ¢ & partir d’'un certain rang ny.
La négation de cette assertion s’écrit :

(V0 eR), (Fe>0, VnpeN, In>ng | |u, — €] > ¢)

Nous étudierons plus loin les suites réelles ou complexes.

En utilisant les quantificateurs, il faudra faire attention & ’ordre d’apparition de ces derniers.
Par exemple les assertions suivantes, ou f est une fonction a valeurs réelles définie sur un
ensemble F :

Vee E,3M >0 f(x) <M

et
M >0 |Vx e E, f(z) < M.

ne sont pas équivalentes. La premiére assertion signifie que pour tout élément = de F il existe
un réel M > 0 qui dépend a priori de z (il faudrait donc le noter M (x)) tel que f (z) < M (par
exemple M (z) = f(x) + 1 convient), alors que la seconde signifie qu'il existe un réel M > 0,
indépendant de x dans E, tel que f (x) < M, ce qui n’est pas la méme chose.

1.5 Les symboles Z et H

Si n est un entier naturel non nul et x1, s, - - - , x,, des entiers, rationnels, réels ou complexes,
on notera :
n n
Zxk:x1+x2+---+xnet Hl’k:l’l'l’g ~~~~ Tn
k=1 k=1

la somme et le produit des xy.

n n n
Dans une telle somme ou produit l'indice est muet, c’est-a-dire que Y zp = >z et [[ 2 =
k=1 i=1 k=1
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La manipulation d’un produit de réels strictement positifs se raméne a une somme en utilisant

la fonction logarithme :
In (H xk) = Z In (z,)
k=1 k=1

On peut également effectuer des changements d’indice. Par exemple, en posant i = k + 1,

oIl aura :
n+1 n+1

n
E T = E Ti—1 = E Tr—1
k=1 i=2 k=2

On peut ajouter ou multiplier de telles sommes (ou produits). Par exemple, on a :

n

Zxk+zyk22($k+yk)
k=1 k=1

k=1

,injam;::jiz,kxk
k=1 k=1

1<k<m

Pour vérifier ce résultat, on écrit que :

= () ()
k=1 k=1
=(r1+z+ -+ x,) (Zyk>
k=1
=21 ) Yt T Y Uk
k=1 k=1

> (Eo) <3 (Som) = 3
j=1 k=1 j=1 \k=1 fggig;?n

Exercice 1.18 Montrer que pour tout entiern > 1, on a :

. N\* (n+1)"
Po=Tl(1+-) ="~
" g( +kz) !

Solution 1.18 Il revient au méme de calculer S, =1n(P,). On a :

S, = 1In (ﬁ <%)k> _ an(mn(m 1) = kln (k)

k=1

I
=
=3
=
_|_
Naw
|

]
=
=3
=
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et le changement d’indice 7 = k 4+ 1 dans la premiere somme donne :

n+1
Sy = (J—1DIn(y Z kln (k

=2
n+1 n+1

=> jh Z In (j Z kn (k)
=2 k=1
n+1 n+1 n

= =) In(k) =) kln(k)
k=2 k=2 k=1

n+1
=n+1)In(n+1) Zln

(on a utilisé le fait que Uindice est muet dans une somme).
On a donc en définitive :

n+1

Sp=In(P,) =In((n+1)""") Zln

=In((n+1) ”H —1In (H k) (n+ 1)”+1) —In (n!)

17’1/
et P, = M
n!

Une autre solution consiste a effectuer directement un changement d’indice dans le produit.
Soit :

p— k=1
L(5) -4
k=1 IT %
k=1
nﬁl 1 n+1 o1
- Lk
. ]—2] - kl;lg - 2- 32 : 43 """ n"- (77, —+ 1)
nk’f ]E[k;"f 22.33.44..... (n—l)"l nn
k=1 k=1
(n+1)" (n+1)"
2:3-4----- (n—1)-n n!

1.6 Les théorémes de récurrence
On désigne par N I'ensemble des entiers naturels, soit :
N={0,1,2,---,n,---}.

La construction de cet ensemble avec les opérations usuelles d’addition et de multiplication
est admise.
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On note N* I’ensemble N privé de 0.

Notre point de départ est I’axiome du bon ordre suivant : toute partie non vide de N admet
un plus petit élément, ce qui signifie que si A est une partie non vide de N; il existe alors un
entier m tel que :

m € N,

Vne A m<n.
Exercice 1.19 On peut montrer que /3 est irrationnel en utilisant seulement le fait que N
est bien ordonné. Pour ce faire on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe deux entiers

strictement positifs a et b tels que v/3 = %.
On introduit 'ensemble :

A:{qu—{o}yapeN|\/§:§}.

1. Montrer que A a un plus petit élément ¢,. On a donc /3 = P ee p1 € N.
q1

30, —
2. Montrer que /3 = o T D et conclure.
P1—q1

Solution 1.19

1. Si on suppose /3 rationnel alors Uensemble A est non vide dans N et en conséquence il
admet un plus petit élément q;. Comme g1 € A, il existe un entier p; > 1 tel que /3 = N

q1
2. Ona : 5 5
V3+1l= =&
V3—-1 pi—aq
et : 5 5
gl 2 _Ba-pm_p
b1 —q@ P1—q a2
olU 0N G POSE :
p2 = 3q1 — D,
2 =p1— a1
Comme 1 < \/gzZﬂ < 2 (puisque1<3:\/§2 < 4) on ap < 2q, doncpy >0 et
q1
¢ < q1. On a donc /3 = P2 e g2 € A et qu < qq, ce qui contredit le fait que q, est le

a2
plus petit élément de A. On peut donc conclure & Uirrationalité de /3.

En fait 'exercice précédent peut se généraliser comme suit.

Exercice 1.20 Soit n un entier naturel non carré (i. e. il n’existe pas d’entier p tel que n = p?).
On se propose, comme dans [’exercice précédent, de montrer que \/n est irrationnel en utilisant
seulement le fait que N est bien ordonné.

Pour ce faire on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe deux entiers strictement positifs

a et b tels que /n = %.

On introduit U'ensemble :

A:{qu—{O}|3peN|\/ﬁ:§}.
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1. Montrer que A a un plus petit élément q1. On a donc \/n = ] avec p; € N.
q1

ng; —m
2. Montrer qu’il existe un entier my € [1,/n[ tel que v/n = P TPy conclure.
P1r—rmaqy

Solution 1.20

1. Si on suppose \/n rationnel alors ’ensemble A est non vide dans N et en conséquence il

admet un plus petit élément q;. Comme g, € A, il existe un entier p; > 1 tel que \/n = iy
0

2. L’ensemble :

B={meN'|m?’<n}
étant non vide dans N* (1 est dans B car n non carré dans N entraine n > 2) et majoré
par n admet un plus grand élément my € NN [1,/n[ et on a :

m? <n < (my +1)°

(my est en fait la partie entiere de \/n). On a alors :
n-—mi _(n-miaq

\/__ml_ P1— miqy

\/ﬁ—i-ml:

et :
_ g —mapr P2

2
n—m
\/ﬁ — ( l)Q:L o 1
p1—nmaqy P1— gy a2
olU ON G POSE :

P2 = nqgy — m1p,
g2 = pP1 —Mmaqx.

En tenant compte de \/n = &, on a:
41

p2=p (n]%—ml) =p1 (Vn—mq) >0,

1

soit po > 1 et go > 1 puisque /n = b2 > 0. Ensuite de :
q2

\/ﬁ = Py <my+1,
q1
on déduit que :
G2 =p1 —miqi < q1-
On a donc qs € A et qo < qq, ce qui contredit le fait que qq est le plus petit élément de A.
On peut donc conclure a lirrationalité de \/n.

De l'axiome du bon ordre, on déduit les deux théorémes fondamentaux qui suivent. Le
premier résultat est souvent appelé théoréme de récurrence faible et le second théoréme de
récurrence forte.

Théoréme 1.2 Soient ng € N et P(n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P (n) est vraie pour tout entier n > ng si et seulement si :

(1) P (ng) est vraie;
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(73) pour tout n > ngy st P (n) est vrai alors P (n+ 1) est vraie.

Démonstration. La condition nécessaire est évidente.

En supposant les conditions (7) et (i7) vérifiées, on note A I'ensemble des entiers n > ng pour
lesquels P (n) est faux. Si A est non vide il admet alors un plus petit élément n > ng (puisque
P (no) est vraie). Mais alors P (n — 1) est vraie ce qui implique, d’aprés (ii), que P (n) est
vraie, soit une contradiction. En définitive A est vide et la propriété est vraie pour tout entier
n > ng. [ ]

Théoréme 1.3 Soient ng € N et P(n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P (n) est vraie pour tout entier n > ng si et seulement si :
(i) P(no) est vraie;

(73) pour tout n > ng si P (k) est vrai pour tout entier k compris entre ng et n, alors P (n + 1)
est vraze.

Démonstration. La condition nécessaire est évidente.

En supposant les conditions () et (ii) vérifiées, on note A ’ensemble des entiers n > ng pour
lesquels P (n) est faux. Si A est non vide il admet alors un plus petit élément n > ng et P (k)
est vraie pour tout k compris entre ng et n — 1, ce qui implique que P (n) est vraie, soit une
contradiction. En définitive A est vide et la propriété est vraie pour tout entier n > ny. [ ]

Exercice 1.21 Montrer que 2" > n? pour tout entier n > b.

Solution 1.21 Pourn =5, on a 2° = 32 > 52 = 25.
Supposant le résultat acquis au rangn > 5, on a :

ol — 99" > 9p2 > (n4 1)

puisque :
m?P—(n+17=n*-2n—-1=mn-17-2>0

pour n > 5. Le résultat est donc vrai au rang n + 1 et il vrai pour tout n > 5.

Exercice 1.22 Montrer que si ¢ est une fonction strictement croissante de N dans N, on a
alors ¢ (n) > n pour tout n.

Solution 1.22 Comme ¢ est une fonction de N dans N, ¢ (0) est un entier naturel et donc
¢ (0) > 0. Supposant le résultat acquis pour n > 0, sachant que ¢ est strictement croissante,
ona@(n+1)>¢p(n)>n, dncy(n+1)>n, ce qui équivaut ¢ ¢ (n+1) > n+ 1 puisque
¢ (n+1) est un entier.

Le théoréme de récurrence faible peut étre utilisé pour montrer quelques identités classiques
comme celles qui apparaissent avec les exercices qui suivent.

Exercice 1.23 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nuln, on a :

“ 1
k=1

- 1) (2n+1
Vn:Zk2:n(n+ )6( n + )’

anzn:k;?’: (@)2:%
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Solution 1.23 Pourn =1 c’est clair.
En supposant les résultats acquis pour n > 1, on a :

2
v, =t mtrdnt2 (n+l)(n+2)
2 2
n(n+1)2n+1 n+1)(2n?2+Tn+6
Vo = 2D @D g (D@ )
(n+1)(n+2)(2n+3)

S CTCES) SRR U S

On a aussi :

Uy=1+24---+(n—-1)+n
=n+n—-1)4+---+2+1

et en additionnant terme a terme on obtient :
2U, =n(n+1).
Le calcul de U, peut aussi se faire en passant par V,, .1 et en utilisant l’identité :
(k+1° =k +2k+1

Précisément, en effectuant le changement d’indice k = j+ 1, on a :

n+1

Vg1 = Zkz Z]—l—l Z] +2Z]+Zl
7=0

soit :
Vo1 =V +2U,+n+1

et :
Wy =V —Vo—(n+1)=n+1)>=(n+1)=n(n+1)
1
ce qui donne bien U, = w

2
De méme, le calcul de V,, peut aussi se faire en passant par W1 et en utilisant [’identité :
(k+1)° =k + 3K+ 3k + 1

Précisément, en effectuant le changement d’indice k = j+ 1, on a :

n+1

Wit = Zk?’ Z j+1)° Z] +3Z] +32]—|—Zl
7=0
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soit :
Wpii =W, +3V,+3U,+n+1

et :
3 ,n(n+1)
V=W, —W,=3U,—(n+1)=(n+1) _ST_ (n+1)
nn+1)2n+1)
B 2
1) (2 1
ce qui donne bien V, = n(nt1)@n+ )
Ce procédé peut en fait se généraliser.
Exercice 1.24 Calculer, pour tout entier naturel n, la somme :
L, =14+3+5+---2n—-1)+(2n+1).

Solution 1.24 On a :

Li=) (2k+1)=2) k+» 1=nn+1)+(n+1)

k=0 k=0 k=0

:(n+1)2.

Exercice 1.25 On appelle nombres triangulaires les sommes U, = > k et nombres pyrami-
k=1
dauz les sommes P, = > Uy. Montrer que :
k=1

Pn:n(n—l—l)(n—i-Q)‘
6

Solution 1.25 Pourn =1 on a P, = U, =1 et le résultat est acquis est vrai pour n = 1. En
le supposant acquis pourn > 1, on a :

Pn+1:n(n+16)(n—|—2) +(n+1)2(n+2)
(D@2 m (k) (4 2) (0t 3)
- 9 (g—l-l)— S

Exercice 1.26 Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel n et tout nombre complexe

A différent de 1, on a :
- A —
k _
D N = A—1
k=0

Solution 1.26 Pour n =0, c’est clair. Si c’est vrai pour n > 0, alors :

n+1

)\n—i—l_l )\n+2_1
k _ n+l _
> A= A S
k=0

Plus généralement, on a l'identité (dite remarquable) suivante.
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Exercice 1.27 Montrer que pour tout entier naturel n et tous nombres complexes a et b on a :
bn-l—l - an—l—l _ (b . (l) Zakbn—k'
k=0

Solution 1.27 Pour n = 0, c’est évident. En supposant le résultat acquis au rang n > 0, on
a:

bn+2 - an+2 — (bn+1 o an+1) b + ban—i—l o an+2
_ (b _ (I) Zakbn-‘rl—k + (b _ a) an-i—l
k=0

=(b—a) (" +ab" +---+ a7 +a") + (b—a)a™
n+1

_ (b _ (l) Zakbn—i-l—k‘
k=0

Le résultat est donc vrai pour tout n > 0.

Le théoréme de récurrence nous permet de définir la fonction factorielle sur ’ensemble des
entiers naturels de la fagon suivante :

0l=1
{VnEN n+1)!=(mn+1)n!

De maniére plus générale, c’est le théoréme de récurrence qui nous assure de l'existence et
de I'unicité d’une suite (réelle ou complexe) définie par :

ug est un scalaire donné,
Vn € N, Up4+1 = f (un>

ou f est une fonction définie sur un ensemble I et a valeurs dans le méme ensemble I. Une telle
suite est dite définie par une relation de récurrence (d’ordre 1).

Une telle suite peut aussi se définir en donnant les premiéres valeurs wug, u1, -+ ,u, et une
relation u,,1 = f (un, e 7un—(p—l)) pour n > p — 1. Une telle suite est dite définie par une
relation de récurrence d’ordre p.

Exercice 1.28 Montrer que pour tout entier naturel n et tous nombres complexes a et b on a :

(a+b)" = Z CFamFpP

k=0

n!
o CF = m pour k compris entre 0 et n avec la convention 0! = 1 (formule du bindéme
I'(n—k)!

de Newton,).
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Solution 1.28 Pour n = 0 et n = 1, c’est évident. En supposant le résultat acquis au rang
n>1,ona:

(a+b)"" =(a+b)"(a+b)= (}:Ck”kw> (a + b)

_ Z qu;an—(k—l)bk + Z Csan—kbk—i-l
n+1

_ch n—(k— lbk+ZCk Ln— (k— 1

_ an—l—l + Z (CS + Cz—l) an—i—l—kbk + bn+1

k=1

et tenant compte de C% + C*=1 = C¥_ | (triangle de Pascal), cela s’écrit :

1 _
a+b n+ Z +lan+l kbk

Le résultat est donc vrai pour tout n > 0.

Les coefficients C* se notent aussi Z ) .
On peut remarquer que, pour k fixé :
n\ n! nn—1)---(n—k+1)
=

k ln—k) k!

est un un polynéme en n de degré k, ce qui permet d’étendre cette définition & R ou méme C.
Comme (a4 b)", on a aussi :

m+w”=g£(2)ﬁw*

Exercice 1.29 Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel non nul n et tout nombre
complexe X\ différent de 1, on a :

n+1 1 —\"
}:hw_nA + A A?
A=l (A=-1)

Solution 1.29 Pourn =1, c’est clair. Si ¢’est vrai pour n > 1, alors :

n+1
DU Ry

E hﬁ_n + A s+ (n+1) A
A=l (=1

At 1— A" A— (A—1)°
— + )\ )\n—i-l + )\n+17
N I S LR (1)
n>\n+2 A
= + 1+ A" (=2
n+2
_ (n+1)A X A (1_)\n+1)‘

A1 (A—1)
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Exercice 1.30 Montrer que pour tout entiern > 1, on a :

2+\/2+\/2+\/---+\/§=2cos<2:+1)

(le nombre 2 apparaissant n fois sous la racine).

Solution 1.30 Notons:z:n:\/2—1—\/2—1—\/2—1—\/---—1—\/5. Pourn=1, ona :

x1:\/§:2cos<%>.

Supposant le résultat acquis au rangn > 1, on a :

22 =2+z,=2+2cos <2TZ1>

et utilisant la formule cos (20) = 2 cos? (0) — 1, il vient :

T B T B A B
CoSs <2n+l> = COoS <22n+2> = 2cos <2n+2> 1

on a :

2 2( T
x, 1 = 4cos <2n+2) .
Comme x,1 est positif, on en déduit que v, = 2cos <2n+2> .
Exercice 1.31 Soitxy,xs,- - ,x, desréels dans [0, 1]. Montrer par récurrence que H (1 —xp) >
k=1

1-— Zl’k
k=1
Solution 1.31 Notons :

ﬁ (1 —my) etvn—l—Zxk

Pourn=1, on a u; = ;.
Supposant le résultat acquis au rang n > 1 et tenant compte de 1 — x4 >0, on a :

n
Upy1 = Up (1 — 2pyq) > <1 — Zxk) (1—zps1)
n+1
>1- Zﬂﬁk Tn+1 + $n+12$k >1-— Zﬂﬁk = Uny1-
puisque tous les xy sont positifs.

Les théorémes de récurrence peuvent aussi étre utilisés pour montrer les résultats fondamen-
taux d’arithmétique suivants.
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Exercice 1.32 Soit a,b deux entiers naturels avec b non nul. Montrer qu’il existe un unique
couple d’entiers (q,r) tel que :

a=bq+r,
0<r<b-1.

Solution 1.32 On montre tout d’abord 'existence du couple (q,r) par récurrence sur 'entier
a > 0.

Pour a =0, le couple (q,7) = (0,0) convient.

Supposant le résultat acquis pour tous les entiers a’ compris entre 0 et a — 1, ot a est un entier
naturel non nul, on distingue deux cas. Si a est compris entre 1 et b—1, le couple (q,7) = (0, a)
convient, sinon on a a > b, donc 0 < a—b < a— 1 et U'hypothese de récurrence nous assure
de ezistence d’un couple d’entiers (q,r) tels que a —b=bg+1 et 0 <r <b—1, ce qui nous
fournit le couple d’entiers (¢',r) = (¢+ 1,7).

L’unicité se montre facilement par l’absurde.

Exercice 1.33 Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Montrer, par récurrence, que
soit n est premier, soit n admet un diviseur premier p < \/n.

Solution 1.33 Pourn =2 et n = 3, le résultat est évident (n est premier).

Supposons le acquis pour tous les entiers strictement inférieurs a n > 3. Si n est premier,
c’est terminé, sinon il existe deux entiers a et b compris entre 2 et n — 1 tels que n = ab et
comme ces deux entiers jouent des roles symétriques, on peut supposer que a < b. L’hypothese
de récurrence nous dit que soit a est premier et c’est alors un diviseur premier de n tel que
a’ < ab < n, soit a admet un diviseur premier p < \/a et p divise aussi n avec p < \/n.

Exercice 1.34 Montrer que tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 se décompose de maniére
unique sous la forme :
_ a1l ar
n f— pl .. .p'r‘ 3

ot les py sont des nombres premiers vérifiant :
2Sp1<pp<---<pr
et les ay, sont des entiers naturels non nuls (décomposition en nombres premiers).

Solution 1.34 On démontre tout d’abord [’existence d’une telle décomposition par récurrence
surn > 2.

Pour n =2, on a déja la décomposition.

Supposons que, pour n > 2, tout entier k compris entre 2 et n admet une telle décomposition.
Sin—+1 est premier, on a déja la décomposition, sinon on écrit n+1 = ab avec a et b compris
entre 2 et n et il suffit d’utiliser [’hypothése de récurrence pour a et b.

L’unicité d’une telle décomposition se montre également par récurrence sur n > 2. Le résultat
est eévident pour n = 2. Supposons le acquis pour tout entier k compris entre 2 et n > 2. Si
n+ 1 a deux décompositions :

n—i—l:p?l-..p?r:q/l@l-..qu"

ou les p; [resp. qi] sont premiers deux o deuz distincts et les «; [resp. ;] entiers naturels non
nuls. L’entier p, est premier et divise le produit ¢ - - - ¢°, il divise donc nécessairement ['un des
qr. L’entier qi. étant également premier la seule possibilité est p1 = qi. En simplifiant par p; on
se raméne a la décomposition d’un entier inférieur ou égal a n et il suffit d’utiliser [’hypothése
de récurrence pour conclure.
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Exercice 1.35 Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note H, =
k

n

=

1

1
1. Soit p un entier naturel non nul. Montrer que Hop = §Hp+ ij_ 1

ot a, b sont des entiers
naturels avec a non nul.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul H,, est le quotient d’un entier
impair par un entier pair et qu’en conséquence ce n’est pas un entier.

Solution 1.35

1. Ona : »
P
1 1 N
Z % Z 51 =3 D
avec D = ppem (1,3, - - — 1) qui est impair et N entier naturel non nul.

3 .
2. On a Hy = 3 ¢ N. Supposons le résultat acquis au rang n > 2. Sin = 2p, on a alors :

1 2a + 1 1
w1 2 2prd
C (Ra+1)2p+1)+2b  2d +1
B 2b(2p+1) o2

Hn+1 - Hn +

awecd =a+b+p+2ap etb =b(2p+1). Sin=2p+1, on a alors :

c 1
Hy1 = Hypyry) = A+l + §Hp+l
_c 12a+1 _dbe+ (2d+1)(2a+1)  2d +1
“2d+1 2 2 4b(2d + 1) o2

avec @' = a+ d+ 2ad + 2bc et ' =2b(2d +1).
Dans tous les cas, H, est le quotient d’un entier impair par un entier pair et en consé-
quence, ce n’est pas un entier.

1.7 L’algébre des parties d’un ensemble

Nous allons définir sur ’ensemble P (E) des parties d'un ensemble E des opérations qui vont
traduire les idées intuitives de partie complémentaire, d’intersection et de réunion.
L’ensemble E étant donné et A, B,C, - désignant des parties de E (donc des éléments de
P (E)), on définit les ensembles suivant.
— le complémentaire de A dans FE est 'ensemble noté CpA, ou E \ A (lire E moins A) ou A
des éléments de E qui ne sont pas dans A, ce qui peut se traduire par :

(reA) & (xeE)A(x ¢ A))
ou encore par : B
A={zx € E|x¢ A}

— L’intersection de A et B, notée A N B, est I’ensemble des éléments de E qui sont dans A
et dans B, soit :
(xe ANB) & ((x e A)A(z € B))
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ou encore :

ANB={rze€eE|rxe€ Aetz € B}

Si AN B =0, on dit alors que A et B sont disjointes.
Par exemple A et A sont disjointes.

— La réunion de A et B, notée AU B, est 'ensemble des éléments de E qui sont soit dans
A, soit dans B (éventuellement dans A et B) soit :

(re AUB) & ((x € A)V (z € B))
ou encore :
AUB={zxe€eE|z€Aouzxc B}

— La différence de A et B, notée A\ B, est ’ensemble des éléments de E qui sont dans A et
qui ne sont pas dans B, soit :

(xe A\B)= ((re A)A(z ¢ B))

ou encore :
A\B={x€ A|x ¢ B}
Ainsi A= FE\ A.
— La différence symétrique de A et B, notée AAB, est 'ensemble des éléments de F qui

sont soit dans A et pas dans B soit dans B et pas dans A (c’est-a-dire dans A ou exclusif
dans B), soit :

(t € AAB) & (€ A)A(x ¢ B))V ((z € B) A (z ¢ A))

Par exemple, on a AAD = A, AAE = A.
Ces opérateurs de complémentarité, intersection, réunion et différence symétrique sont dé-
crits a l'aide des connecteurs logiques non de négation, A de conjonction, V de disjonction et
W de disjonction exclusive.

Avec le théoréme qui suit, on résume les résultats essentiels relatifs & ces opérateurs ensem-
blistes.

Théoréme 1.4 Soient E un ensemble et A, B,C,--- des sous-ensembles de E. On a :

1. commutativité :

ANB=BNA
AUB=BUA
AAB = BAA

2. associativiteé :
AN(BNnC)=(AnB)nC

AUu(BUC)=(AuB)UC
AA (BAC) = (AAB) AC

3. distributivité :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
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4. différence symétrique :

AAA =)
AAB =(A\B)U(B\ A)
AAB = (ANB)U(BNA)
AAB =(AUB)\ (AN B)
5. négations : B
A=A
(AC B) < (BCA)
ANB=AUB
AUB=ANB
Démonstration. Laissée au lecteur. |

On notera I'analogie entre ce théoréme et le théoréme 1.1 sur les régles de calculs avec les
connecteurs logiques.

Toutes ces égalités entre ensembles se visualisent bien en utilisant les diagrammes d’Fuler-
Venn.

La propriété d’associativité de I'intersection et de la réunion nous permet d’écrire ANBNC
et AU B U C l'intersection et la réunion de trois ensembles sans se soucier de parenthéses. De
maniére plus générale, grace a cette associativité, on peut définir I'intersection ou la réunion
de n sous-ensembles Ay, Ay, -+, A, de E par :

(reAiNAn---NA)e (zreA)N(x€A)N---N(xEA))
et :
(re AAUAU---UA,) S (zreAl)V(reA)V ---V(xeA))

De fagon condensée, on écrira (Ay), ., ., une telle famille de sous ensembles de E et :

(]Ak:AimA2m~-mAn

k=1

I'intersection et :

LJAk:AiuAQU~-UAn

k=1

la réunion.
On vérifie facilement que pour tout entier j compris entre 1 et n, on a :

ﬁ Ak C Aj C o Ak
k=1 k=1

Définition 1.1 On dit qu’une famille (Ak)1gkgn de parties d’un ensemble E forme une parti-
tion de E si les Ay sont deux o deux disjoints, ¢’est-a-dire que AyNA; =0 pour1 <k #j<n

de réunion égale a E, soit |J Ay = E.
k=1

Dans le cas ou (A, As) forme une partition de F, on a nécessairement A, = Aj.
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Exercice 1.36 Simplifier les expressions suivantes, ot A et B sont des sous-ensembles d’un
ensemble E :

1. C=(AnB)U(ANB)U(ANDB)
2. C

3. D=ANBN(ANB)U(ANB)N(ANB)
Solution 1.36
1. Awvec la distributivité de N sur U, on a :
A=ANE=An(BUB)=(AnB)U(ANB)
(on a mis A en facteur) et avec la distributivité de U sur N, on a :
C=AU(ANB)=(AUA)N(AUB)=En(AUB)=AUB.

2. C=ANB.

3. En posant :

X=ANB,Y=XN(ANB), Z=YU(ANB), T=ZNn(ANB)

on a :

D=T=ZU(AUB)=YU(ANB)U(AUB)
=XU(AUB)U(ANB)U(AUB)
avec (AUB) U (AUB) = E, donc D = E.

Exercice 1.37 Soient Ay, Ay, -+, A, des ensembles deux a deuz distincts. Montrer que 'un
de ces ensembles ne contient aucun des autres.

Solution 1.37 On raisonne par l’absurde, c’est-a-dire qu’on que chacun des ensembles Ay
contient un ensemble A; différent de Ay,. Donc A1 contient un ensemble A;, # Ay, soit AJ1 S Ay,
Aj, contient un ensemble Aj, # Aj, soit Ay, G Ajy, et on peut continuer indéfiniment, ce qui
est impossible puisque la famille d’ensembles est finie.

Exercice 1.38 Que dire de deux ensembles A et B tels que ANB=AUB?

Solution 1.38 On a toujours AN B C AUB. Si de plus AUB C AN B, on a alors :
ACAUBCANBCBeBCAUBCANBCA

ce qui donne A = B.

Exercice 1.39 Soient A, B,C trois ensembles. Montrer que ANC = AU B si, et seulement
si, BC AcCC.

Solution 1.39 Si ANC = AU B, alors :
BCAUB=ANCCAee ACAUB=ANCCC.

Réciproquement si B C A C C, alors :
ANC=A=AUB
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Exercice 1.40 Soient A, B, C trois ensembles. Montrer que si AUB C AUC et ANB C ANC,
alors B C C.

Solution 1.40 Soit x € B. Comme AUB C AUC, x est dans AU C. S’il est dans C c’est
fini, sinon il est dans A, donc dans AN B C ANC, donc dans C.

Exercice 1.41 Soient A, B, C' trois ensembles. Montrer que :
(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA)
Solution 1.41 On a :
(AUB)N(BUC)=BU(ANCQC)
et, en notant D = (AUB)N(BUC)N(CUA), ona :

D=((BNC)UANB)U(CNA)=(ANB)U(BNC)U(CNA)

Ou alors on part de x € D et on montre que v € E = (ANB)U(BNC)U(CNA), puis
partant de x € E, on montre que x € D.

La notion de produit cartésien de deux ensembles sera trés souvent utilisée. Elle correspond
a 'idée de couples et se généralise pour aboutir & la notion de liste.

Définition 1.2 Etant donné deuz ensembles E et F, on appelle produit cartésien de E par F
lensemble E x F' des couples (x,y) formés d’un élément x de E et d’un élément y de F.

Il est a noter que les couples sont ordonnés, c’est-a-dire que (z,y) = (y,z) E x F si, et
seulement si z = y. De maniére plus générale, on a (z,y) = (2/,y") dans E X F si, et seulement
sizx=1a"ety=1".

Dans le cas ou F' = E, on note E? pour E x E.

On peut itérer le procédé et définir le produit cartésien Ey X Fy X --- X E, de n ensembles
comme 'ensemble des listes (ordonnées) (z1,x9,- -« ,x,) formées d'un élément x; de F; suivi
d’un élément x5 de Es, - -, suivi d’un élément x,, de F,,. On notera de fagon condensé :

H&:&x@xmx&.
k=1

La encore, on a (xy, 29, ,x,) = (2], 25, ,2)) dans E x F si, et seulement si x; = z,
pour tout k compris entre 1 et n.

Dans le cas ot tous les E} sont égaux a un méme ensemble E, on notera E™ pour F x E x
-+ x E (n fois).

Exercice 1.42 Montrer que [’ensemble :
C={(z,y) eR*| 2" +y* < 1}
ne peut pas s’écrire comme produit cartésien de deux parties de R.

Solution 1.42 Si C = EX F, ou E et F' sont deux parties de R, on a alors (1,0) € C = Ex F
et (1,00 e C=EXxF,doncle ENF et (l,1) e Ex F =C, ce qui est faux.
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1.8 Applications. Notions d’injectivité, surjectivité et bi-
jectivité
Les notations FE, F, G désignent des ensembles.

Définition 1.3 On appelle application, ou fonction, de E dans F' (ou de E vers F') toute partie
I' du produit cartésien E X F telle que :

Vee B, lye F | (z,y) €T

En notant f une application de E dans F' (c’est en réalité le triplet (E, F,T") avec la propriété
énoncée ci-dessus), on notera pour tout x € E, f (z) I'unique élément de F' tel que (z, f (z)) € T
et on dira que f (z) est I'image de x par f et x est un antécédent de y par f. Un antécédent de
y par f n’est pas unique a priori.

On dira aussi que E est 'ensemble de départ (ou l’ensemble de définition), F' I’ensemble
d’arrivée et I' le graphe de 'application f.

Deux applications f et g sont égales si, et seulement si, elles ont méme ensemble de départ
E, méme ensemble d’arrivée F' et méme graphe I'; c’est-a-dire que :

Ve e E, g(x) = f(x)

On a tout simplement précisé 1'idée d’un procédé qui associe a tout élément de E un unique
élément de F.

On notera :
f: E — F

z — [f(z)

une telle application (ou fonction). On utilisera aussi les notation f : £ — F ou f : x +— f ().

Remarque 1.2 Nous ne faisons pas la distinction ici entre fonction et application. Usuelle-
ment, on distingue ces notions en disant qu’une fonction de E dans F toute partie I' du produit
cartésien E x F' telle que pour tout élément x de E, il existe au plus un élément y de F' tel
que (z,y) € I'. Le sous-ensemble D de E pour lequel il existe un unique élément y de F' tel
que (z,y) € I est appelé l'ensemble de définition de la fonction. Une application est donc une
fonction pour laquelle tout élément de l’ensemble de départ E a une image dans F.

On notera F (E, F) ou F'¥ I'ensemble de toutes les applications de F dans F (la deuxiéme
notation sera justifiée plus loin).

L’application qui associe a tout x d'un ensemble F le méme x est I'application identique
notée Idg, ou Id si I'ensemble E est fixé.

Si f est une fonction de F dans F' et D un sous-ensemble non vide de E, on définit une
application g de D dans F' en posant :

VeeD, g(x)=f(x)
et on dit que g est la restriction de f a D, ce qui se note g = f|p.

Définition 1.4 Soit f une application de E dans F. Pour toute partie A de E, ['image de A
par f est le sous ensemble de F' noté f (A) et défini par :

fA) ={f (z) |z e A}.

Pour toute partie B de F, I'image réciproque de B par [ est le sous ensemble de E noté f~' (B)
et défini par :
[7(B)={xeE|[(x) € B}.
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On a donc, pour tout y € F :
yef(A)edrecdly=f(a)
et pour tout x € E :
v € f1(B) < f(r)€B.

L’ensemble f (F) est appelé 'image de f.
A propos de la notation f~! (B), on pourra lire la remarque 1.3 (qui n’engage que moi) plus
loin.

Exemple 1.1 Ona f(0) =0, f ({z}) = {f (z)} pour tout x € E, f1 (@) =0 et f7*(F)=FE.

Pour tout y € F, f~'{y} est 'ensemble des = € E tels que f (z) = y et cet ensemble peut
étre vide ou formé de un ou plusieurs éléments. En fait f~!'{y} est 'ensemble des solutions
dans E de I'équation f (z) =y, ou y est donné dans F' et z I'inconnue dans E. Cette équation
peut avoir 0 ou plusieurs solutions.

Exemple 1.2 Pour f : x — 2*> avec E = F =R, on a f~1{0} = {0}, f71{-1} =0 et
f_l {1} = {_Ll}

On vérifie facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.5 Soit f une application de E dans F. Pour toutes parties A, B de E et C, D de
F oona:

1. ACB= f(A)C f(B)

2. f(AUB)=[(A)Uf(B)

5. f(ANB) C f(A)Nf(B)

4. CcD= f1(C)cf (D)

5. fH(CuD)=fH(C)UfH(D)
6. fH(CND)=f(C)nf (D)
7.

Démonstration. Vérification immédiate.

Par exemple, pour le point 2, on peut écrire que y est dans f (AU B) si, et seulement si, il
existe z dans AU B tel que y = f(x), ce qui implique que y € f(A) dans le cas on z € A
ouy € f(B) dans le cas ou x € B, soit y € f(A)U f (B) dans tous les cas. Réciproquement
sty € f(A)U f(B), il est dans f(A) ou f(B) et s’écrit donc y = f(x) avec x dans A ou
B, ce qui signifie que y € f(AUB). On a donc les inclusions f (AUB) C f(A)U f(B) et
f(A)U f(B) C f(AUB), c’est-a-dire 'égalité souhaitée.

Pour le point 3, on a seulement une inclusion. Dire que y € f (AN B) équivaut a dire qu’il
existe v € AN B tel que y = f(x) et y € f(A)N f(B). Réciproquement, siy € f(A)N f(B),
il existe 1 € A et x5 € B tels que y = f (z1) = f (x2) et, a priori, il n’y a aucune raison pour
que r1 = Tsy. |

Exercice 1.43 Vérifier sur un exemple que l’égalité f (AN B) = f(A)N f(B) n’est pas tou-
jours vérifiée.
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Solution 1.43 Considérer f : x — sin () avec A = [—m, 7| et B =[0,27]. On a :

fANB)=f([0.7]) =1[0,1] & f(A)n f(B)=[-1,1].
Exercice 1.44 Soit f une application de E dans F. Vérifier que :

1. pour toute partie A de E, A C f~'(f (A))
2. pour toute partie B de F, f (f~'(B))=BnN f(F).

Solution 1.44 Vérification immédiate.

Exercice 1.45 Soient E un ensemble et f une application de P (E) dans R telle que pour
toutes parties disjointes de E on ait f (AUB) = f (A) + f(B).

1. Montrer que f () = 0.
2. Montrer que pour toutes parties A, B de E, on a :

f(AUB) + f(ANB) = f(A)+ [ (B).

Solution 1.45
1. Ona f(0)=f(0OUD)=f(0)+ f(0) dans R, donc f(0) = 0.
2. Awvec les partitions AUB =AU (B\A) et B=(ANB)U(B\A),ona:
{ F(AUB) = [(A)+ f (B\ 4)
f(B)=f(ANB)+ f(B\A)
et par soustraction :
F(AUB)~ f(B) = f(4)~ [ (AN B)

qut domne le résultat.

Aprés avoir défini le cardinal d’un ensemble et la notion d’ensemble fini (qui est quand méme
intuitive), nous verrons que si E est un ensemble fini alors la fonction f qui associe & une partie
A de E son cardinal (c’est-a-dire le nombre de ses éléments) vérifie I’équation fonctionnelle de
I’exercice précédent.

On dispose d’une opération importante sur les fonctions, c’est la composition des fonctions
qui permet de construire de nouvelles fonctions a partir de fonctions données.

Définition 1.5 Soient f une application de E dans F et g une application de F' dans G. La
composée de f par g est la fonction de E dans G notée go [ et définie par :

Vo € E, go f(x)=g(f(z)).

Ce qui peut se schématiser par :

E L Fr 4 q
r o~ f(z) = g(f(2))

On remarquera que f o g n’est pas définie a priori (dans la situation de la définition).

Dans le cas ou f est définie de F dans F' et g de F' dans E, on peut définir les applications
fog (de F dans F) et go f (de E dans FE) et il n’y a aucune raison pour que ces applications
soient égales, méme si F' = F.
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Dans le cas ou E = F|, on dit que les applications f et g (définies de £ dans E) commutent
si fog=gof.

On vérifie facilement que la loi de composition est associative, c¢’est-a-dire que fo (goh) =
(f og)oh, quand toutes ces composées ont un sens.

Cette propriété d’associativité permet de définir la composée de n applications fio fao---0of,
sans se soucier de parenthéses.

Si f est une application de E dans E, on peut définir la suite de ses itérées par la relation
de récurrence suivante :

fr=r
Vn e N¥, frtl = fro f
On convient que f° = Idg.
On vérifie facilement que f? o f7 = f90 fP = fP*9 pour tous entiers naturels p, q.

Exercice 1.46 Soient E et F' deux ensembles. Déterminer toutes les applications f de E dans
E telles que f o g= go f pour toute application g de E dans E.

Solution 1.46 Soit x € E et g la fonction définie sur E par g (y) = x pour tout y € E (la
fonction constante égale a ). On a alors x = g(f (z)) = f(g(x)) = f(x). Comme x est
quelconque dans E, on déduit que f = Idg.

Les notions suivantes d’injectivité et de surjectivité sont aussi trés importantes.

Définition 1.6 Soient E, F deux ensembles et f une application de E dans F. On dit que f
est :

1. injective (ou que c’est une injection) si deuxr éléments distincts de E on deux images
distinctes dans F, soit :

Ty # xy dans E = f (v1) # [ (x2) dans E (1.3)

2. surjective (ou que c’est une surjection) si tout élément de F' a au moins un antécédent
dans E, soit :
VYyeF,Jxe E|y=f(x)

3. bijective (ou que c’est une bijection) si elle est a la fois injective ou surjective.

Une injection peut aussi se caractériser en disant que tout élément de y a au plus un an-
técédent par f, encore équivalent a dire que pour tout y € F 1'équation y = f (z) a au plus
une solution x dans F, ce qui revient a dire que si x; et x5 sont deux éléments de E tels que
f(z1) = f(x2), alors x; = x5 (contraposée de (1.3)).

Une surjection peut se caractériser en disant que pour tout y € F 'équation y = f (x) a au
moins une solution x dans E, encore équivalent a dire que f (F) = F.

Si f est une surjection de E dans F, on dit parfois que f est une surjection de E sur (pour
surjection) F.

Une bijection peut se caractériser en disant que tout élément de y a un unique antécédent
par f, encore équivalent a dire que pour que pour tout y € F I'équation y = f (x) a une et une
seule solution z dans E, ce qui permet de définir I'application réciproque de f, notée 1, de
I dans E par :

(yeFetz=f"(y) < (zreEety=f(z)).

Cette application f~! est une bijection de F dans E.

L’application f o f~1 est alors I'application identité y +— y de F dans F et lapplication
f~'o f est alors l'application identité x +— x de E dans E, ce qui se note fo f~! = Idp et

flof=1Idp.
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Définition 1.7 On appelle permutation d’un ensemble E toute bijection de E dans lui méme.

On note en général & (E) 'ensemble des permutations de F.

2

Exemple 1.3 L’application x — x° est surjective de R dans RT, mais non injective. FElle

bijective de R dans RT.

Remarque 1.3 Dans le cas ou f est une application de E dans F, on a noté pour toute partie
B de F, f~'(B) limage réciproque de B par f, sans aucune hypothése de bijectivité pour f.
Dans le cas ou [ est bijective, f~1(B) est aussi l'image directe de B par f~%, mais dans le cas
général, il faut bien prendre garde, malgré la notation, que f n’a aucune raison d’étre bijective.
1l faudrait en réalité utiliser un autre symbole que f~' (par exemple f*(B), f"V(B), ou
fCE9(F)), mais je préfere utiliser la notation f~' (B) rencontrée le plus souvent. Si l'on sait
de quot l’on parle il n’y a pas de véritable probleme, il s’agit seulement d’une notation.

On peut lire dans An introduction to the theory of numbers de Hardy et Wright, p. 7 : « We shall
very often use A as in (vi), viz. an unspecified positive constant. Different A’s have usually
different values, even when they occur in the same formula; and even when definite values can
be assigned to them, these values are irrelevant to the argument.» C’est peut étre excessif, mais
[’essentiel est toujours de savoir de quot [’on parle, on pourra ensuite écrire les choses en toute
rigueur.

Exercice 1.47 Montrer qu’une application f strictement monotone de R dans R est injective.

Solution 1.47 Supposons que f soit strictement croissante (au besoin on remplace f par —f ).
Six # y, on a nécessairement x > y ouy > x et donc f(x) > f(y) ou f(x) < f(y), soit

f(x) # f(y) dans tous les cas.

Exercice 1.48 Soit m un entier naturel. Montrer que s’il existe un entier naturel n et une
injection ¢ de E, ={1,--- ,n} dans E,, = {1,--- ,m}, on a alors nécessairement n < m.

Solution 1.48 On procéde par récurrence sur m > 0.

Sim =0, on a alors E,, =0 et E, =0 (en effet, si E, # 0, ’ensemble f (E,) est alors non
vide et contenu dans ’ensemble vide, ce qui est impossible), donc n = 0.

Supposons le résultat acquis pour m > 0. Soit ¢ une injection de E,, dans E,,.1. Sin =0, on
a bienn <m+1. Sin > 1, on distingue alors deux cas de figure :

— soit o (n) =m+1 et dans ce cas ¢ induit une bijection de E,_ dans E,, (la restriction
dep a E, 1) etn—1<m, soitn<m+1;

- soit ¢ (n) # m+ 1 et dans ce cas, en désignant par b Uapplication de E,, ;1 dans lui
meéme définie par ¥ (¢ (n) = m+ 1, ¥ (m+1) = ¢ (n) et ¥ (k) = k pour k € Epy \
{e(n),m+ 1}, Uapplication ) o ¢ est injective de E, dans E,11 (composée de deux
injections puisque @ est injective et 1 bijective) avec 1 o p(n) = m + 1, ce qui nous
ramene au cas précédent.

On déduit de I'exercice précédent que pour n > m dans N, il n’existe pas d’injection de
{1,--+,n} dans {1,--- ,m}.

Exercice 1.49 Soient n,m deuz entiers naturels. Montrer que s’il existe une bijection ¢ de
E,={1,--- n} sur E,, ={1,--- ,m}, on a alors nécessairement n = m.

Solution 1.49 On a n < m puisque ¢ est une injection de E, dans E,, et m < n puisque @ *
est une injection de F,, dans E,, ce qui donne n = m.
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Le résultat des deux exercices précédents nous seront utiles pour définir le cardinal (c’est-a-
dire le nombre d’éléments) d’un ensemble fini.

Exercice 1.50 Soient E, F' deux ensembles et f une bijection de E sur F. Montrer que si g
[resp. h] est une application de F sur E telle que go f = Idg [resp. foh = Idg], alors g [resp.
h] est bijective et g = f~! [resp. h = f~!].

Solution 1.50 Résulte de g = (go f)of ' =Idgof™t = fleth= f"o(foh)= floldr =

g

On vérifie facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.6 Soient E, F, G des ensembles, f une application de E dans F' et g une appli-
cation de F dans G.

1.

Si f et g sont injectives, alors g o f est injective (la composée de deux injections est une
injection).

Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective (la composée de deuz surjections est
une surjection).

3. Si [ et g sont bijectives, alors g o f est bijective (la composée de deux injections est une
bijection) et (go f) ' = flog .

Démonstration.

1. Supposons f et g injectives. Si go f(x1) = go f(x3), alors g (f (1)) = g (f (z2)), donc

f(z1) = f (z2) puisque g est injective et x1 = x5 puisque f est injective.

Supposons [ et g surjectives. Pour tout z € G, il existe y € F' tel que z = ¢ (y) puisque
g est surjective et y € F s’écrit y = f (x) avec © € F puisque [ est surjective. On a donc
z=go f(x1) avec x € E. L’application g o f est donc surjective.

De maniére plus compacte, on peut écrire que :

(go f)(E)=g(f(E) =g (F)=G.

. Les deux premiers points nous disent que g o f est bijective si f et g le sont. Puis avec

(ftog)ogof=fltoldpof=ftof=Idg, ondéduit que f~'og! est I'inverse
de go f.

Exercice 1.51 Soient E, F,G des ensembles, f une application de E dans F' et g une appli-
cation de F' dans G. Montrer que :

1.
2.
3.

/.

si go f est injective, alors f est injective ;
si go [ est surjective, alors g est surjective ;
si go f est surjective et g injective, alors [ est surjective ;

Si go f est injective et f surjective, alors g est injective.

Solution 1.51

1.

Si x, 2’ dans E sont tels que f(x) = f(2'), alors go f () =go f(2') et x = 2’ puisque
go f est injective. L’application f est donc injective.
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2. Pour tout z dans G, il existe v dans E tel que z = go f (x) puisque go f est surjective et
en notanty = f(x), onay € F et z=g(y), ce qui prouve que g est surjective.

3. Soit y € F. Comme go f est surjective, il existe x € E tel que z = g (y) = (go f) (z) =
g(f(z)) et y = f(x) si on suppose de plus que g est injective. En conséquence, [ est
surjective.

4. Soient y,y’ dans F tels que g (y) = g (y'). Comme f est surjective, il existe x,z" dans E

tels que y = f (z) ety = f(a'), ce qui donne go f (x) =go f(2') et x = &’ puisque go f
est injective, donc y =1y'.

Le résultat qui suit peut parfois étre utile pour montrer I'injectivité, la surjectivité ou la
bijectivité d’une application.

Théoréme 1.7 Soient E, ' deux ensembles et f une application de E dans F.

1. S’il existe une application g de F' dans E telle que go f = Idg, alors [ est injective.
2. Sil existe une application h de F dans E telle que f o h = Idp, alors [ est surjective.

3. Sl existe deux applications g et h de F' dans E telles que go f = Idg et foh = Idp,
alors f est bijective et g = h = f~ 1.

Démonstration.

1. Si z, 2’ dans F sont tels que f(z) = f(a'), alorsz =go f(x) =go f(a') =2" et f est
injective.

2. Pourtouty € Fonay = (foh)(y)=f(h(y))avecx = h(y) € E, donc f est surjective.

3. Les deux premiers points nous disent que f est bijective et de go f = Idg, on déduit que
ft=(gof)of'=g Demémeh=g L

Exercice 1.52 Soient m un entier naturel non nul et E un ensemble non vide. Montrer que

sl existe une surjection ¢ de E,, = {1,--- ,m} sur E, on peut alors construire une injection
de E dans E,,.

Solution 1.52 Comme ¢ est surjective de E,, sur E, on a o~ {z} # 0 pour tout x € E et
chacun de ces sous-ensembles de E,, a un plus petit élément j, = minp~ ' {z} € E,,, ce qui
permet de définir l'application v de E dans E,, par :

Ve e E, () =Jj,

On a alors :
Vee E, potp(z) =9 (J) =z
c’est-a-dire que g o) = Idg et Uapplication 1) est injective (théoréme précédent).

Exercice 1.53 Soient n,m deux entiers naturels non nuls. Montrer que s’il existe une surjec-
tion ¢ de E, ={1,--- ,n} sur E,, ={1,--- ,m}, on a alors nécessairement n > m.

Solution 1.53 En utilisant le résultat de l’exercice précédent, on peut construire une injection
de E,, dans E, et nécessairement m < n (exercice 1.48).

Exercice 1.54 Soient E un ensemble et f une application de E dans E. Montrer que f est
injective si, et seulement si, f (AN B) = f(A) N f(B) pour toutes partie A et B de E.
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Solution 1.54 On a toujours f (AN B) C f(A)N f(B) pour toutes partie A et B de E, que
[ soit injective ou pas. En effet un élément y de f (AN B) s’écrity = f (x) avec x € AN DB et
doncy € f(A)N f(B). Réciproquement siy € f (A)Nf(B), il existe x € A et &' € B tels que
y= f(x) = f(a') et dans le cas ou f est injective, on a nécessairement r =z’ € AN B, donc
ye f(ANB).

On a donc f (AN B) = f(A)N f(B) pour toutes partie A et B de E, si f est injective.
Réciproquement supposons que f (AN B) = f(A)N f(B) pour toutes partie A et B de E. Si f
n’est pas injective, il existe v # &’ dans E tels que [ (x) = f(2') et :

0=r0) =f{ztn{d'}) =f{ahnf{z}) = f{z}) ={f(2)}
ce qui est impossible. Donc f est injective.

Exercice 1.55 Soient £ un ensemble et f une application de E dans E. Montrer que [ est
bijective si, et seulement si, f (A) = f (A) pour toute partiec A de E.

Solution 1.55 Supposons f bijective. Un élément y de E est dans f (Z) si, et seulement
si, il s’écrit y = f(x) o x est uniquement déterminé dans A, ce qui implique y ¢ f(A)
(sinon y = f(2') = f(x) avec ' € A et x = 2’ € A, ce qui contredit x € A). On a donc

f (Z) Cf(A). Siyé¢ f(A), il sécrity = f(x) (f est bijective) et x ¢ A, doncy € f (Z) .On
a donc f(A) C f (Z) et f (Z) = f(A).

Supposons que f (Z) = f (A) pour toute partie A de E. En particulier, on a f (E)=f <@> =
W =0 = E et [ est surjective. Si x # 2’ dans E, en remarquant que z' € m, on a

f@)ef <{x}> ={f(z)} et f(z)# f(a'). Donc f est injective.

Exercice 1.56 Soient E, F,G, H des ensembles, f une application de E dans F, g une ap-
plication de F dans G et h une application de G dans H. Montrer que si go f et ho g sont
bijectives, alors f,qg et h sont bijectives.

Solution 1.56 Sigo f est bijective, elle est alors surjective et il en est de méme de g (exercice
1.51). Si h o g est bijective, elle est alors injective et il en est de méme de g (exercice 1.51).
Donc g est bijective. Il en résulte que f = g~'o(go f) et h = (ho g)og™' sont bijectives comme
composées.

Exercice 1.57 On désigne par f Uapplication définie sur N> = N x N par :
V(n,m) € N?, f(n,m)=2"3"

Montrer que f est injective. Il résulte que N? est en bijection avec le sous ensemble f (N?) de
N. Ce résultat se traduit en disant que N? est dénombrable.

Solution 1.57 L’égalité f (n,m) = f (n',m’) avec (n,m) et (n',m’) dans N? équivaut a 2"3™ =
27'3m" et lunicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel non nul nous
dit que (n,m) = (n',m’'). L’application f est donc injective de N? dans N et bijective de N
dans f (N?) C N.

Exercice 1.58 Montrer que lapplication f : (n,m) — 27T+ 4+ 9m est injective de N? dans
N.

Solution 1.58 L’égalité f (n,m) = f (n',m’) avec (n,m) et (n',m’) dans N? équivaut a 2™ (2" + 1) =
om’ (2””rl +1). Sim >m/, on a alors om=m' (9n L L 1) = 2+ L 1 qui est a la fois pair et
impair, ce qui est impossible. De maniére analogue, on voit que m’ > m est impossible. On

a donc m =m' et 2"+ 1 = 2V 4 1, ce qui équivaut & n = n'. L’application f est donc
injective.
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1.9 Cardinal d’un ensemble fini

La notion d’ensemble fini est relativement intuitive, c’est un ensemble dont on peut numé-
roter les éléments de 1 (ou de 0) & n ol n est un entier naturel non nul (si on numérote a partir
de 1). Par exemple {1,2,3,4,5} est fini et on a envie de dire qu'’il a 5 éléments.

On rappelle que si n est un entier naturel, I’ensemble {1,--- n} est 'ensemble vide pour
n = 0 et 'ensemble des entiers compris entre 1 et n pour n non nul.

De maniére précise, on peut donner la définition suivante.

Définition 1.8 On dit qu’un ensemble E est fini s’il existe un entier naturel n et une bijection
o de {1,--- ,n} sur E.
Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

Remarque 1.4 Sin =0 dans la définition ci-dessus, on dispose alors d’une application f de
E dans ’ensemble vide (la bijection réciproque o~ ') et ’ensemble E est nécessairement vide. En
effet si E # 0, on a alors f (E) # () qui est contenu dans ’ensemble vide, ce qui est impossible.

Si ¢ est une bijection ¢ de {1,---,n} sur F avec n > 1, on a alors £ = ¢ ({1,--- ,n}) =
{ (1), -+, (n)} et il semble naturel de dire que n est le nombre d’éléments de E. Pour valider
cette définition, on a besoin du résultat suivant qui nous assure 'unicité d’un tel entier n.

Théoréme 1.8 Si un ensemble E est en bijection avec un ensemble {1,--- ,n} ot n est un
entier naturel n, alors cet entier n est unique.

Démonstration. Si ¢ est une bijection de F,, = {1,---,n} sur E et 1) une bijection de
E, ={1,--- ,m} sur E, alors )" o  est une bijection de E, sur E,, et n = m (exercice 1.49).
[

On peut donc donner la définition suivante.

Définition 1.9 Soit E un ensemble fini. Si ¢ est une bijection de E, = {1,--- ,n} sur E, ou
n est un entier naturel, on dit alors que n est le cardinal (ou le nombre d’éléments) de E et on
note n = card (E) (ou encore # (E)).

Une bijection ¢ de F,, sur un ensemble fini non vide F nous permet de numéroter les éléments
de E et on peut noter :
E = {$1,$2,' te ,an}

ou x = ¢ (k) pour k compris entre 1 et n (ces z; sont deux a deux distincts).

Exemple 1.4 L’ensemble vide ) = {1,---,0} est de cardinal nul.

Un singleton {a} en bijection avec {1} est de cardinal 1.

Bien entendu ’ensemble {1,--- ,n} est de cardinal n, pour tout entier naturel n.

De maniére plus générale, l'ensemble {p + 1,--- ,p+n} des entiers compris entre p+1 et p+n,
ot p est un entier relatif et n un entier naturel est de cardinal n (I’application k — k+ p réalise
une bijection de {1,--- ,n} sur {p+1,--- ,p+n}).

Si p,q sont deuz entier relatifs avec p < q, l'ensemble {p,--- ,q} des entiers compris entre p et
q, est de cardinal g — p + 1.

Avec les deux théorémes qui suivent, on donne les propriétés essentielles du cardinal d’un
ensemble fini.
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Théoréme 1.9

1. Si E, F sont deux ensembles finis disjoints, alors E U F' est fini et :
card (F' U F) = card (E) 4 card (F)

2. Si I est une partie d’un ensemble fini E, alors :
card (FE \ F') = card (F) — card (F)

3. Toute partie F' d’un ensemble fini E est finie et card (F') < card (E) . L’égalité est réalisée
s, et seulement si, ' = F.

4. Si B, F sont deux ensembles finis, alors EU F est fini et :

card (F U F) = card (E) 4 card (F) — card (E N F))

5. Si (Ek)1§kgp est une famille finie d’ensembles finis et deux a deux disjoints, alors :

P P
card (U Ek> = Z card (Ey)
k=1 k=1

6. St E, F sont deur ensembles finis, alors le produit cartésien E x F est fini et :

card (E x F) = card (F) card (F')

p
7. Si (Ek)1<k;<p est une famille finie d’ensembles finis, alors le produit cartésien [] Ejy est
- k=1
fini et :
P P
card <H Ek) = Hcard (Ex)

k=1 k=1

Démonstration.

1. On désigne par n le cardinal de E et par m celui de F. On dispose donc d’une bijection f
de E'sur E, = {1,--- ,n} et d’une bijection g de F' sur E,, = {1,--- ,m}. L’application
h définie sur E'U F par :

[ f(x)sizeE
h(x)—{ n+g(z) sizelF

réalise alors une bijection de E U F sur E, ,, = {1,--- ,n+m}. En effet, elle est bien
définie puisque E et F sont disjoints et pour tout k € FE,, ., il existe un unique x € FUF
tel que k = h(x), cet élément étant * = f~1(k)si1 <k <nouxz =g '(k—n)si
n+1 <k <m. Lensemble EU F est donc fini de cardinal n+ m = card (F) 4 card (F).
2. Avec la partition F = (E'\ F') U F, on déduit que card (E) = card (F') + card (E'\ F).
3. De l'égalité précédente, on déduit que card (F') < card (F).
Supposons que card (E) = card (F)). Si F' # E, il existe x € E \ F et de I'inclusion
FU{z} C E avec FN{z} = 0, on déduit card (F) + 1 < card (E), ce qui contredit
I'égalité card (E) = card (F') . On a donc F' = E. La réciproque est évidente.
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4. Des partitions :
FEUF=(E\F)UFet E=(E\F)U(ENF)

on déduit que :
card (E U F) = card (E'\ F') + card (F)
et :
card (E) = card (E'\ F) + card (EN F)
ce qui donne card (E'U F') = card (E) + card (F) —card (EN F) .
5. Laissée au lecteur.
6. Laissée au lecteur.

7. Laissée au lecteur.

[ |
Exercice 1.59 Montrer que si E, F,G sont trois ensembles finis, alors EU F UG est fini et :

card (EU FU Q) = card (F) + card (F') + card (G)
—card (ENF) —card (ENG) — card (F N G)
+card (ENFNG)

Solution 1.59 Laissée au lecteur.

Théoréme 1.10 Soient E, F' deux ensembles finis non vides et ¢ une application de E dans
F.

Si ¢ est injective, alors card (E) < card (F).
Si @ est surjective, alors card (E) > card (F).
Si ¢ est bijective, alors card (E) = card (F).

e v o~

card (E), ¢ est surjective si, et seulement si card (¢ (F)) = card (F).

5. Si E et F sont de méme cardinal, alors :
@ injective & @ surjective < @ bijective

6. S’il existe un entier naturel non nul p tel que pour tout y € F, o' {y} est de cardinal p,
alors ¢ est surjective et card (E) = pcard (F') (principe des bergers).

Démonstration. On désigne par n le cardinal de E et par m celui de F. On dispose donc
d’une bijection f de E, = {1,---,n} sur E et d'une bijection g de E,, = {1,---,m} sur F.

1. Sip: E — F est injective, alors g1

1.48).

2. Si ¢ : E — F est surjective, alors g~
(exercice 1.53).

oo f est injective de E,, dans E,, et n < m (exercice

Lo po f est surjective de F,, dans E,, et n > m

3. Reésulte des deux points précédents.

On a card (¢ (E)) < min (card (E) , card (F')) et ¢ est injective si, et seulement si card (¢ (E))
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(a) Comme ¢ (E) C F, on a card (¢ (F)) < card (F). En notant ¢ (E) = {y1, - ,Yp}

ol les yi, pour k compris entre 1 et p, sont deux a deux distincts, on a la partition
p

E=U ¢ " {y}et:

k=1

card (E) = 3 card (¢~ {ye}) = p = card (¢ (E))

k=1

puisque les sont tous non vides.

(b) Si ¢ est injective, elle induit alors une bijection de E sur ¢ (E) et card (¢ (F)) =
card (F) .
Réciproquement si p = card (¢ (E)) = card (E) (notations du 4.a.), les ¢! {y;}
sont tous de cardinal égal & 1, ce qui signifie que tout élément de ¢ (E) a un unique
antécédent dans E, donc ¢ est bijective de E sur ¢ (E) et injective de E dans F.

(c) Si ¢ est surjective, on a alors ¢ (E) = F, donc card (¢ (E)) = card (F).
Réciproquement si card (¢ (E)) = card (F), on a ¢ (E) = F et ¢ est surjective.

4. Si @ est injective, on alors card (¢ (E)) = card (E) = card (F'), donc ¢ (E) = F et ¢ est
surjective.
Si p est surjective, on a alors card (¢ (F)) = card (F') = card (E) et ¢ est injective, donc
bijective.
Enfin si ¢ est bijective, elle injective.
Les trois propositions sont donc bien équivalentes.

5. Si ¢! {y} est de cardinal p > 1 pour tout y € F, tous ces ensembles sont non vides et ¢
est surjective.
En notant F = {y1, - ,ym} ol les yg, pour k compris entre 1 et m, sont deux a deux
distincts, on a la partition :

E=p ' (F)=¢p" (U {yk}> = U o )

et :
card (E) = Z card (¢~ {yx}) = mp = pcard (F).

Exercice 1.60 Montrer qu’une partie de N est finie si, et seulement si, elle est majorée.

Solution 1.60 Si E est une partie majorée de N, il existe alors un entier n tel que E soit
contenue dans {1,--- ,n} et E est finie de cardinal au plus égal a n.

Pour la réciproque, on procéde par récurrence sur le cardinal.

Un ensemble de cardinal nul est vide et magjoré par n’importe quel entier (I’assertion : Vx € (),
x < 27 est vraie).

Supposons le résultat acquis pour les parties de N de cardinal n > 0 et soit E une partie de N
de cardinal n+1. Pourp € E (E est non vide puisque de cardinaln+1 # 0) l'ensemble E'\ {p}
est de cardinal n, donc majoré par un entier M et M' = max (M, p) est un majorant de E.

De cet exercice, on déduit que N est infini (est-ce une évidence ?), donc aussi Z, Q, R et C.
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1.10 Ensembles infinis dénombrables

Définition 1.10 On dit qu’un ensemble E est infini dénombrable s’il existe une bijection de E
sur N.

On dira simplement dénombrable pour infini dénombrable.
Si E est un ensemble dénombrable, une bijection n — ¢ (n) de N sur E permet de numéroter
les éléments de £ :

E={p0),p1),--,p(n), -}

On notera plus simplement, e, = ¢ (k) ot k est un entier naturel, les éléments de F.
Exercice 1.61 Montrer que l’ensemble 7, des entiers relatifs est dénombrable.

Solution 1.61 On peut vérifier que Z est dénombrable en ordonnant les entiers relatifs comme
sutt :
Z=1{0,-1,1,-2,2,- -+ —k k,--}

ce qui revient a vérifier que 'application :
p: Z — N

S 2n sin est positif ou nul
—2n — 1 si n est strictement négatif

est bijective.
Supposons que n, m soient deux entiers relatifs tels que p (n) = @ (m). Sin>0etm <0, on a

alors 2n = —2m—1, soit 2 (n + m) = 1 dans Z, ce qui est impossible. De mémen < 0 etm > 0
est impossible. On a donc soitn > 0, m > 0, donc 2n =2m et n =m, soitn < 0,m < 0, donc
—2n—1= —2m —1 et n = m. L’application ¢ est donc injective.

Si k est un entier naturel, il est soit pair, donc k = 2n = ¢ (n) avec n € N, soit impair, donc
k=2(—n)—1=¢(n) avec n € Z*~. L’application p est donc surjective.

On peut montrer de plusieurs facons que ’ensemble N? est dénombrable.

Exercice 1.62 Montrer que Uapplication ¢ : (n,m) — 2™ (2m + 1) — 1 est bijective de N? sur
N.

Solution 1.62 L’égalité o (n,m) = ¢ (n',m’) avec (n,m) et (n',m’) dans N? équivaut a 2" (2m + 1) =
2 (2m' +1). Sin >n', on a alors 2" (2m + 1) = 2m/ + 1 qui est & la fois pair et impair, ce

qui est impossible. De maniére analogue, on voit que n’ > n est impossible. On a donc n =n’

et 2m+ 1 =2m' + 1, ce qui équivaut a m = m'. L’application ¢ est donc injective.

Soitr € N. Sir =0, on a alorsr = (0,0). Sin € N* alorsn+1 > 2 et cet entier se décom-

pose en facteurs premiers, ce qui s’écrit r+1 = 2" (2m + 1) avec (n,m) dans N2, L’application

@ est donc surjective et en définitive bijective.

1
Exercice 1.63 Montrer que Uapplication ¢ : (n,m) — 5 (n+m) (n+m+1)+m est bijective
de N? sur N.

Solution 1.63 On remarque d’abord que pour tout (n,m) € N? les entiersn+m et n+m+1

sont de parités différentes, donc 3 (n4+m)(n+m+ 1) est entier et v est bien a valeurs dans

N.
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Supposons que ¢ (n,m) = ¢ (n',m’) avec (n,m) et (n',m') dans N*>. En notant N =n +m et
M=n"+m' onaM>met:

N (N +1 M (M +1
MY < () = o oy < LDy
ce qui entraine
3\* 9 1\* 1
M243M=(M+Z) ~Z>N24N=(N+Z) —=
wor = (M43) ~§2 N = (Ne3) -5
s01t :
(2M +3)>—9> (2N +1)* -1
ou encore :

(2M 43— 2N +1)>=2(M+N)+4)(2(M - N)+2)>8

c’est-a-dire :

(M+N+2)(M—N+1)>2

et nécessairement M > N. Comme M et N jouent des roles symétriques, on a ausst M < N
et M = N. De ¢ (n,m) = ¢ (n',m'), on déduit alors que m = m' puis n = n'. L’application ¢
est donc injective.
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Le corps C des nombres complexes

Les ensembles Z d’entiers relatifs et (Q de nombres rationnels peuvent étre construits a partir
de problémes analogues. Pour I’ensemble Z il s’agit des équations x + a = 0 qui n’ont pas de
solution dans N pour a entier naturel non nul et pour 'ensemble Q il s’agit des équations
axr = 1 qui n’ont pas de solution dans Z pour a entier relatif différent de —1,0 et 1. Le passage
de I'ensemble Q de nombres rationnels & I’ensemble R de nombres réels est plus délicat. Les
problémes sont de nature algébrique (par exemple 1’équation z? = 2 n’a pas de solution dans
Q) mais aussi de nature topologique : 'existence de borne supérieure pour les ensembles non
vides et majorés n’est pas assurée dans Q alors qu’elle 'est dans R (par exemple ’ensemble
A= {reQ]|r*<2} n’a pas de borne supérieure dans Q). On consultera le cours d’analyse
pour de plus amples détails sur la construction de I’ensemble R des nombres réels.

La construction de I’ensemble des nombres complexes est motivée par le fait que certaines
équations polynomiales telles que I’équation 22 4+ 1 = 0 n’ont pas de solutions réelles.

Le but de ce chapitre est de construire un ensemble que nous noterons C qui contient R
et qui est muni d’opérations d’addition et de multiplication ayant les mémes propriétés que
leurs analogues sur R, ce qui se traduira en disant que C est un corps commutatif. De plus
dans cet ensemble C toute équation algébrique P (x) = 0, oit P est un polynéme non constant,
a des solutions, ce qui se traduira en disant que C est algébriquement clos. Dans un premier
temps, on se contentera de décrire les solutions des équations de degré 2, z2 4 bx + ¢ = 0. Pour
les équations de degré supérieur, on dispose du théoréme de d’Alembert-Gauss dit théoréme
fondamental de I’algébre dont la démonstration classique nécessite des outils d’analyse réelle tels
que le fait qu’une fonction continue sur un compact de C est bornée et atteint ses bornes (voir
le cours d’analyse et le probléme du paragraphe ?77). Nous verrons aussi que contrairement a R,
I’ensemble C que nous aurons construit ne peut pas étre muni d’une relation d’ordre compatible
avec la multiplication, c’est-a-dire telle que si x <yet 0 < z,alorsx -2z <y - 2.

2.1 Conditions nécessaires a la construction de C

Supposons que nous ayons construit un ensemble C contenant R muni d’opérations d’addi-
tion et multiplication qui prolongent celles que nous connaissons sur les réels avec les méme
propriétés (mises a part celle relatives a la relation d’ordre < sur R) et tel que I’équation
22 + 1 = 0 admette au moins une solution 7 dans C.

Pour tous réels x,y, le nombre z = x + 1y sera alors dans C et 1'égalité z = 0 est réalisée si,

x
et seulement si, = y = 0. En effet, si y = 0, alors x = 0 et si y # 0, alors i = —— est réel,

ce qui n’est pas possible puisque 1'équation 22 + 1 n’a pas de solution réelle. Il en résulte que
pour x,x’,y, vy réels 'égalité x + iy = 2’ + iy’ est réalisée si, et seulement si, x = 2’ et y = v/.

41
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De plus pour I'addition et la multiplication de deux éléments z = = + iy et 2’ = 2’ + iy de
C, on doit avoir :
242 =@+2)+i(y+7vy)
{ 2z = (xa’ —yy') + i (xy' + ya')

2.2 Construction de C

Les considérations précédentes nous conduisent & définir sur ’ensemble R? des couples de
réels les opérations d’addition et de multiplication suivantes, ot z = (x,y) et 2z’ = (2, 3') sont
deux éléments quelconques de R? :

242 =@+ y+7vy)
z-2 = (za' —yy', xy +ya’)

On notera C I’ensemble R? muni de ces deux opérations (ou lois de composition interne) et
on 'appelle ensemble des nombres complexes.

La multiplication de deux nombres complexes z et 2z’ sera notée z - 2’ ou plus simplement
27

L’égalité de deux nombres complexes z = (z,y) et 2/ = (2, y') est réalisée si, et seulement
si, on a les égalités = = a’ et y =y (c’est ce qui se passe dans tout produit cartésien F x F).

En particulier, pour y =y’ =0, on a (z,0) = (2/,0) si, et seulement si x = 2/, ce qui signifie
que l'application :

R —»- C

x +— (z,0)

est injective, ce qui permet de réaliser une bijection de R sur le sous ensemble R’ de C formé
des couples (z,0). Cette bijection permet d’identifier R a R’, ce qui signifie qu'un nombre réel
x est identifié & son image (z,0) dans C. Cette identification x = (x,0) est bien compatible
avec les opérations d’addition et de multiplication des réels dans le sens ot :

r+a = (2,0)+ (2/,0) = (r+2/,0) =z + 2’
zz' = (2,0) (2/,0) = (za’,0) = x2’

L’opération d’addition vérifie les propriétés suivantes, déduites des propriétés analogues sur
R :
— elle est commutative, c’est-a-dire que pour tous nombres complexes z = (x,y) et 2/ =
(«',y'), on a :
242 =@+ y+y) =@ 42,y +y)=2+=2
— elle est associative, c’est-a-dire que pour tous nombres complexes z = (z,y), 2z’ = (2, ¢)
et 2" = (2",y"), on a:

Z+ (Z/+Z//) — (x7y)+<x/+x//7y/+y//) — (x+$/+x//’y+y/+y//)
=(@+2)+2" (y+y)+y") =@ +2" y+y)+ (2", y")
=(z+2)+2"

—le réel 0 = (0,0) est un élément neutre, c’est-a-dire que pour tout nombre complexe

z=(z,y),ona:
2+0=0+2z=2
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— tout nombre complexe z = (z,y) admet un opposé donné par 2z’ = (—x, —y), ce qui signifie
que :
242 =24+2=0

On note —z cet opposé.
Tout cela se traduit en disant que (C,+) est un groupe commutatif comme (R, +), (Q,+)
et (Z,+).
La notion de groupe est étudiée plus en détails au chapitre suivant.
Comme pour n’importe quel groupe, on peut vérifier que :
— I’élément neutre est unique;
— pour tout z € C, 'opposé est unique ;
— tout élément de C est simplifiable (ou régulier) pour I'addition, c¢’est-a-dire que si z+ 2’ =
z+ 2" alors 2/ = 2",
Pour ce qui est de 'autre opération de multiplication, on a les propriétés suivantes, encore
déduites des propriétés analogues sur R :
— elle est commutative, c’est-a-dire que pour tous nombres complexes z = (x,y) et 2/ =
(«',y'), on a:

22 = (x2x' —yy', xy' +y2') = (@2 — 'y, e+ 2'y) = 22

— elle est associative, c’est-a-dire que pour tous nombres complexes z = (z,y), 2’ = (2/, )
et 2" = (2",y"), on a z(2'2") = (22') 2”. En effet, on a :

i 1 /i / l/)

2 (2'2") = (x,y) (@'2" —y'y", a'y" + 'z
— (x(x/x//_y/y//)_y(mly//+y/x//)’x(x/y//+y/x//)+y(x/x//_y/y//))

/i ./ ! /.1 /i /1,1

= (x2'2" — xy'y" — ya'y" — yy'2" 2y + xy' 2" + y2'" — yy'y”)

et :

(22") 2" = (w2’ — yy', zy/ +ya') (2", y")
(za’ —yy') 2" — (xy +y2')y", (w2’ — yy') y" + (xy' + ya') 2”)

/4 /1 /i /.1 ! !

xx'd" — xyy" —yaly” — gy 'y + xy' 2 + gy — yy'y”)

= 2 (Z/Z/l)

=
=

On peut remarquer que seule la commutativité de 'addition des réels a été utilisée ici.

— elle est distributive par rapport a ’addition, c¢’est-a-dire que pour tous nombres complexes
z, 2 et 2’ ona z (2 +2") = 22/ + 22", ce qui se vérifie encore sans probléme.

—le réel 1 = (1,0) est un élément neutre, c’est-a-dire que pour tout nombre complexe
z=(x,y),ona:

— tout nombre complexe z = (z,y) différent de 0 admet un inverse donné par :

gy
x2+y2’ x2+y2 ’

ce qui signifie que zz’ = 2’z = 1. En effet I’égalité 2z’ = 1 équivaut a :

xr' —yy' =1
xy +yxr’' =0
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ce qui entraine :

v —ayy' =w o [ oyrd =yt =y

yay +y*r’ =0 22y +ayr’ =0
et en additionnant les deux premiéres égalités [resp. en soustrayant les deux derniéres|, on
obtient (z? + y?) 2’ =z, (x* + y?)y' = —y, ce qui donne compte tenu de z? + y? # 0 pour
2 #0, 2 =

et y = — Réciproquement, on vérifie facilement que cette

.T2+y2 x2+y2'

solution convient. On note z~! ou = cet inverse.

On peut remarquer qu’on a utilisé iZci la commutativité du produit des réels.

Tout cela se traduit en disant que (C,+,-) est un corps commutatif comme (R,+,-),
(Q? +, ) :

La notion de corps est étudiée plus en détails au chapitre suivant.

La encore le neutre et I'inverse sont uniques et tout nombre complexe non nul est simplifiable
pour le produit.

On note C* = C \ {0} et ce qui précéde nous dit que (C*,-) est un groupe commutatif.

On peut remarquer que pour tout réel non nul x, on a bien :

% - GO) - (50)

Ces opérations d’addition et multiplication prolongent bien celles de R.
L’associativité de la multiplication permet de définir les puissances n-iémes d’'un nombre
complexe z par :

=1
Vn € N*, zntl = zn. o
Pour z#0et n € N*, ona 2" # 0 et :

(=S =)

On note alors 27" = —.

Comme sur R, on a Z;ZD—W = 2Pz et (2P)? = zP? pour tous entiers relatifs p et g.

Comme sur R, une égalité zz’ = 0 équivaut & z = 0 ou 2’ = 0. En effet si z # 0, il admet un
inverse et 0 = 271 -0 = 27122 = 2.

En posant ¢ = (0,1), on a :

i? =(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1

De cette égalité, on déduit que — = —i.
[
Le nombre complexe —i est aussi solution de ’équation z2+1 = 0 et 7, —i sont les seules solu-
tions de cette équation. En effet sia?+1=0,onaa?=—-1=eta’—i’=(a—1i)(a+1i) =0
de sorte que a =1 ou @ = —1.

Théoréme 2.1 Tout nombre complexe s’écrit de maniére unique z = x + 1y, ot x et y sont
deuz réels.

Démonstration. Un nombre complexe s’écrit de maniére unique :
<= ((L’,y) - (‘T7O) + (Ovy)
= (2,0)(1,0) + (y,0) (0,1)
=z-1l+ty-i=x+11y



ULIo UL UL UuliULL UL N

Définition 2.1 Awvec les notations du théoreme qui précéde, on dit que x est la partie réelle de
z ety sa partie imaginaire, ce qui se note x = R (z) et y = (2).

Définition 2.2 On dit qu’un nombre complexe est un imaginaire pur si sa partie réelle est
nulle.

En résumé un nombre complexe s’écrit z = x4y ot i> = —1 et pour z = x +iy, 2’ = 2’ +iy/
dans C, on a :
( / / /

= sr=2ety=y

zeR&y=S(2)=0

242 =@+2)+i(y+7vy)

22" = (za’ —yy') +i(zy' +2'y)

1 T Y ..

- = — 181 2#0
(2 2?2 4y? 2?4 yP #

Exercice 2.1 FEcrire sous la forme x + 1y les nombres complezes suivants :

(BT (B Vi N (eiE)
\1+4v3 V3—i 3+ ’

(1+41)®
CI G i S SRS
1+iv3  i(V3—i) i b

Solution 2.1 On a

On a

\/§+z‘+\/§—z‘_(\/§+z’)2+(\/§—z')2

V3—i W3+ 3—?

:2(3+i2):1
3 — 42
et z=0.
Ona : .
(1+iv3) = =8 (1+iV3) et (1+0) =-2(1—i)

et :

iv3 iV3) (141) .
w:41;r_i3:4<1(;r_i)3()11; :2(1—\/§)+2z<1+\/§)

Exercice 2.2 Calculer i pour tout entier relatif n.

Solution 2.2 Pourn =0, on ai® = 1.
Tout entier relatif s’écrit n =4q+r avecr =0,1,2 ou 3 et :

1lsir=0
1sir =1
—1sir=2
—18r=23

"= <i4)q2~7” =" =

Exercice 2.3 Montrer qu’il n’existe pas de relation d’ordre sur C qui prolonge la relation <
de R et qui soit compatible avec la somme et le produit, c’est a dire telle que a < b et ¢ < d
entraine a+c<b+d eta<b et <c entraine ac < be.
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Solution 2.3 Supposant qu’une telle relation existe. Si0 < i [resp. 0 < —if, alors 0 <% < —1
fresp. 0 < (—i)* = (=1)%i% = —1/ dans R, ce qui est incompatible avec la relation d’ordre sur

R.
. . . 1 -\/g .2 43 . .2 . . .
Exercice 2.4 Soit j = —5 + = Calculer 3%, 32, 1+ j + 7% et 3™ pour tout entier relatif n.

1 V3

Solution 2.4 On a j° =1, j' = j, j2 = 5 iT, j72=1etl1+j+35%2=0. En écrivant n
sous la formen =3q+1r avecr =0,1 ou 2, on a :

1sir=0
jht=3"=< gsir=1
G2 sir=2

Exercice 2.5 Calculer (141)%, (1+1)° et (141)". En utilisant la formule du binéme de
Newton, en déduire les valeurs de 1 — C2 + C% — C% et C3 — C3 + C2 — 1.

Solution 2.5 On a :
(1+4)?=1+2i+i* =2

donc :
(1414)% = (20)° = —8i

et :
(14i)" = —8i(141i) =8 —8i.

En utilisant la formule du binome de Newton, on a aussi :
7
1+ =) ChF=(1-C2+C1—C8) + (C; —CE+CE — 1)
k=0
ce qui nous donne 1 —C2+C7 —C8 =8 et C3 —C3+C2—1=-8.
Exercice 2.6 Calculer (14 1)" pour tout entier naturel n. En déduire les valeurs des sommes

p . . p—1 . .
> 022;, (=) et > C’i{“ (—1) pour tout entier naturel non nul p.
=0 7=0

Solution 2.6 On a (1+1)> = 2i, donc (1+14)* = 2P pour tout p > 0 et on connait les iP.
Pour les entiers impairs, on a :

(1 + i)2p+1 — 9P (1 + z) P = 9P (ip + Z‘p-i-l) )

On a donc :
2P sip=4q
N2 opp 2Pr sip=4q+1
(1+1) 2% —2P sip=4q+ 2
-2 sip=4g+ 3
et :

2P (141) sip=4q
2 (=141) sip=4q+1
=2 (1+1i) sip=4q+2
2?(1—1) sip=4qg+3

(1+ Z-)2p+1 — 9P (Z‘p + Z'p+1) _



vULjUs UL LU v uit uoull Uuviuap Lo vuvidiprvav

En utilisant la formule du bindome de Newton, on a :

1—1—2 ZC’

= 021

p p—1
25 25 2541 :25+1
—E Coyt +E Cy, i
=0 =0
o2 1
+ZZ gt

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on en déduit que :

Par exemple :

et :

2.3 Conjugué et module d’'un nombre complexe
Définition 2.3 Le conjugué du nombre complexe z = x+1y est le nombre complexe Z = x —1y.

On déduit immédiatement de cette définition les propriétés suivantes du conjugué.

4q .
pPNEACaIE
=0

4q9—1

_ 24q et Z 2]-1-1 -0

4q+1

> (1) =0 z Cith (1) = 2w
4q+2 4g+1

2 1
Z sata ( —2M72 et Z Cigta (1)) =0
4q+3 4q+2
2 l

> CY (1Y =0et Z Calts (—1)) = —2tat3
=0

4 . .
D CY (1Y =C{-C3-CE+C5+1=2" =16
j=0

ZCW =Cy —Cg+C —Ci =0

Théoréme 2.2 Pour tous nombres complexes z et 2', on a :

S]]
N

.z est tmaginaire pur si, et seulement si, 7 = —z.

1
2
3
4
5. z—7z=2i3(z).
)
7
8

Czz=(R(2)2+(

3 (2))* € RT.

=



LU VUL PO R UL LIUVLLLVL VO LULLIpJIvA LD

Le dernier point du théoréme précédent nous permet de donner la définition suivante.
Définition 2.4 Le module du nombre complexe z = x + iy est le réel :

2] = V27 = /22 4 32

Dans le cas ou z est réel, |z| est la valeur absolue de z.
On vérifie facilement les propriétés suivantes liées au module.

Théoréme 2.3 Pour tous nombres complexes z et 2', on a :

1 |z = 2]
2. 2 =0 si, et seulement si, |z| =0
3. stz #0, alm“s—:i2
z |4
4. 2| =1 si, et seulement si, 271 = Z.
5. 22| = |2 |2
-/ A
6. si 2 #0, alors =
211

R ()] <2, S (2)] < 2]
|2+ 2] < |z + 12|

2] = [Z']] < [z = 2]

© o =

Pour ce qui est du module d’un produit ou d’'une somme de nombres complexes, on a de
maniére plus générale les résultats suivants qui se montre facilement par récurrence a partir des
précédents.

Théoréme 2.4 Pour toute suite finie z1,--- , z, de nombres complexes, on a :

n n

I1 IT |zl
k=1 k=1

n n

> 2k < 2 |l

= =1

En particulier, pour tout nombre complexe z et tout entier naturel n, on a |2"| = |z|" . Cette

égalité étant encore valable pour n entier relatif et z non nul.

1+ 2
—z

Exercice 2.7 Montrer que si z est un nombre complexe de module égal a 1, alors u =1

est réel.

1
Solution 2.7 Comme z est de module 1, on a Z = — et :

z—|—1_
2—1

S
~.
Il
|
-~

ce qui prouve que u est réel.

Exercice 2.8 Montrer que si z et 2’ sont deux nombres complexes de module égal a 1 tels que
/

2z # —1, alors u = est réel.

14 22
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Solution 2.8 Comme z et 2’ sont de module 1, on a :

_ z+7 i+ L a4
u = __: 1 = /:’u/7
147z 1+ 142z

ce qui prouve que u est réel.

Exercice 2.9 Soient z, 2 deuz nombres complezes avec 2’ # —1. A quelle condition le nombre
2+ 2'Z
1+ 2

complexe u = est-il réel ?

Solution 2.9 Dire que u est réel équivaut a dire que :

_ Z42z z4 27
u = — =
142 142

ce qui est encore équivalent a :
(Z+22) 1+ 2)=(z+22) (1+7)

ou encore Q :
Z+ P2 =2+ 227Z

z (1 - |z’|2> _ (1 - \z'\2> .

En définitive, u est réel si, et seulement si, |2'| =1 avec 2’ # —1 ou z = Z, ce qui signifie que
z est réel.

soit a :

Exercice 2.10 Montrer que le produit de deux entiers naturels qui sont somme de deux carrés
d’entiers est encore somme de deux carrés d’entiers.

Solution 2.10 Soient n = a® +b? et m = c® + d? ou a,b,c,d sont des entiers relatifs. En
L 2 2 . . .
éerivant que n = |u|” et m = |v|” o, u =a+ib et v=c+id, on a :

nm = |w|* = |(ac — bd) + (ad + be) i|”
= (ac — bd)* + (ad + bc)®

(identité de Lagrange), c’est-a-dire que nm est somme de deux carrés d’entiers.

Exercice 2.11 Soient z1,--- , z, des nombres complexes non nuls deuzr a deux distincts et tels

Z .
que > z = 0. Montrer qu’il existe deux indices j # k compris entre 1 et n tels que 1 < H < 2.
k=1 2k

Solution 2.11 Quitte a réordonner, on peut supposer que :

|Zﬂ S o §|Zn|

K
En supposant que le résultat annoncé est fauzx, on a | 2] | ¢ [1,2] pour tout k compris entre 2
Rk—1
|Zk| P . |Zk| . )
et n et comme | | > 1, on a nécessairement | | > 2 pour tout k compris entre 2 et n et :
Zh—1 k-1

12| > 2 |2nc1] > 22 |2pa| > - > 277 2.
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Mais Uhypothése > z, = 0 nous donne :

k=1
n—1 n—1 n—1
ml= | a] < S lal < 2l Y o
k=1 k=1 k=1
soit : — . )
F =y o1 =~ !

ce qui est impossible.

Exercice 2.12 Déterminer tous les nombres complexes a et b, tels que la fonction f : z —
az + bz soit involutive (i.e. telle que fo f = Idc).

Solution 2.12 Dire que f est involutive équivaut a dire que pour tout nombre complexe z, on
a:
a(az +bz) +b(az +bz) =z

ce qui est encore équivalent a :
(4 ~1)z+bla+a)z=0 (2.1)
Prenant respectivement z =1 et z = i, on aboutit a :

{ (a2+\b\2—1)+b(a+6)20
(@ +p>—1) —b(a+a) =0

ce qui donne a® + |b)* — 1 = 0 par addition et b(a +a) = 0 par soustraction.
Pourb=0, onaa®> =1 eta=+£1.
Pour b # 0, on a @ = —a, ce qui signifie que a est imaginaire pur, soit a = i avec « réel et

b =1+ a2 > 1, ce qui impose |b| > 1 et a = +4/ b* — 1.

Réciproquement si b est un nombre complexe de module supérieur ou égal a1 et a = +1 |b\2 -1,

on a alors a® + |b\2 =1eta+a=0, ce qui entraine (2.1) pour tout nombre complexe z.

Exercice 2.13 Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que v = (z — 1) (Z — 1)
soit réel [resp. imaginaire pur]/.

Solution 2.13 En écrivant z = x + iy, on a

u=(x—-1+iy)(z—i(y+1))
=+ +y—z+i(l+y—2)
et u est réel [resp. imaginaire pur| si, et seulement si, (z,y) appartient a la droite d’équation

y=ux—1 [resp. au cercle d’équation z*> +y*> +y —xz = 0].

Exercice 2.14 Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que |z —i| = |z —iz| =
|z —1].
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Solution 2.14 On note z = x + 1y un nombre compleze.
Légalité |z —i| = |z — iz| équivaut o 2* + (y — 1)° = (x +y)* + (y — 2)*, ou encore d :

x? — 2y +y? + 1 =227 + 2y

soit a :
2> +y*+2y—1=0. (2.2)

Légalité |z —i| = |z — 1| équivaut & 2> + (y — 1)> = (x — 1)* + 12, encore équivalent & = = 1.

L’équation (2.2) nous dit alors que x est nécessairement solution de :
20 +2x—1=0
ce qui donne deux solutions possibles :

1 -1
— +2\/§(1—|—i) et 2y = \/52

Réciproquement, on vérifie que ces solutions conviennent bien.
Géométriquement, l’ensemble des points cherché est intersection du cercle C d’équation (2.2)
et de la droite D d’équation y = x (figure 2.1).

2 = (1+14)

37(

Fic.21-CnD

2.4 Les équations de degré 2

On s’intéresse ici aux équations algébriques de degré 2 a coefficients complexes, c¢’est-a-dire
aux équations de la forme az? 4 bz 4+ ¢ = 0 ou a, b, ¢ sont des nombres complexes avec a # 0.

Si on se place dans le cadre réel (i. e. les coefficients a, b, ¢ sont réels et on cherche des solutions
réelles), on sait quune telle équation n’a pas nécessairement de solution (c’est 1’exemple de
7?4+ 1 =0 qui nous a conduit aux nombres complexes).

En divisant par a, on se raméne au cas ot a = 1.

On remarque tout d’abord qu’une telle équation a au plus deux solutions complexes. En
effet, si z; € C est solution de 2% 4 bx + ¢ = 0, en désignant par z une autre solution, on a le
systeme d’équations :

2 4+bz+c=0
{ 2 +zr+e=0
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et par soustraction on aboutit a :
(z—21)(z+21+0)=0

qui donne z =x; ou z = —z; — b.

11 suffit donc de trouver une solution (s’il en existe) de cette équation pour avoir les deux.

Nous allons voir que sur C une équation de degré 2 a toujours deux solutions, distinctes ou
confondues.

Connaissant ¢ € C solution de z? + 1 = 0, on déduit que pour tout réel @ non nul 1’équation
2?2 + a = 0 a exactement deux solutions distinctes. En effet si a est négatif, cette équation
équivaut & 22 = —a avec —a > 0, et dans ’ensemble des réels, on sait que cela équivaut a dire
que x = 4+/—a, ce qui fourni deux solutions réelles distinctes. Si a est positif, cette équation
équivaut a 22 = —a = i% (a)®, soit & 22 — (iv/a)? = 0 ce qui équivaut & z = +i/a.

On a donc le résultat suivant.

Théoréme 2.5 Pour tout nombre réel non nul a 'équation x> + a = 0 a ezactement deux

solutions données par :
Ty =—+v—aetxry=+—asia<0
1 = —iv/a et T9 = i/a st a >0

Pour a = 0, x = 0 est la seule solution de cette équation.

Définition 2.5 Si a0 est un nombre complexe, on dit que le nombre complexe u est une racine
carrée de o si u? = a.

Le théoréeme précédent nous dit que tout nombre réel non nul a a exactement deux racines
carrées complexes, ce sont les réels ++/a pour a > 0 et les complexes +iy/—a pour a < 0.
Ce résultat est en fait valable pour tout nombre complexe «.

Théoréme 2.6 Tout nombre complexe non nul @« = a + ib a exactement deux racines carrées.

Démonstration. Il s’agit de résoudre 'équation z? = « et pour ce faire il nous suffit de
trouver une solution.

Si b =0, alors a = a est réel et le probléme a été résolu.

On suppose donc que b # 0.

En notant z = x + iy, I'équation z?> = a = a + ib équivaut au systéme de deux équations

aux inconnues x, ¥y :
?—yt=a
2ey = b
En utilisant le module de z, le systeme :

{ 2?2~y =a
22 = 2" = 2 + ¢* = |a]

nous donne immeédiatement :
9 G+ o]

2

T

avec

a+lol=a+Va+ 02 >a+ Va2 =a+a >0
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a+ |af

et en conséquence, xr = =+ , la partie imaginaire y étant déterminée par 1’équation

22y = b avec b # 0 (donc x # 0 et y # 0). En définitive 1’équation 2% = «a a deux solutions

complexes données par :
Jla+ ol . b 1 a+ib+ |«
21 = +1 = ——
2 9, fatll V2 \/a+]a

2
1 adlel 1 atibtva+b?
V2/R() +lal V2 Vet Va1

et :
29 — —Z21

On en déduit alors le résultat suivant.

Théoréme 2.7 Toute équation de degré 2, az*>+bz+c =0 (a # 0) a deux solutions complexes
distinctes ou confondues.

Démonstration. En utilisant la forme réduite d’'un polynéme de degré 2 :

2+b+ — _‘_ﬁ 2_w
az y4 C=aqa z 2a 4@2

on est ramené a I’équation :
N b\> b —dac
24— = ————
2a 4a?

qui a deux solutions distinctes (si b* — 4ac # 0) ou confondues (si b? — 4ac = 0). ]
Avec les notations du théoréme la quantité § = b? —4ac est appelé discriminant de I’équation
az® +bx +c=0.

b
Pour 0 =0, 21 = 25 = ~5g est la seule solution (on dit que c’est une racine double) et pour
a

—b— —b
0 # 0, les deux solutions sont z; = v et z; = 7

) 2a
T =0) 2 .2 2_§
b* — b —
Dans les deux cas, on 23 + 29 = —— et 2125 = T _°
a 4a? 4a? a

. . c
Réciproquement si z1, 2o sont deux nombres complexes tels que z14+29 = —— et 2120 = —,0on a
a a

ol 7y est une racine carrée de 4 (i.e.

b b C 5 < - : )2 : 2 b ¢
29 =———z16t 21 | —— — 21 | = —, c’est-a-dire que z; est solution de I’équation z°+—-2z4+— =0,
a a a a a

soit de I'équation az?+bz+c = 0. Comme 2; et 2z, jouent des roles symétriques, z; est également
solution de cette équation. En résumé, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.8 FEtant donnés des nombres complexes a,b,c avec a # 0, les nombres complexes
21 et 2o sont les racines de 'équation az? + bz + ¢ = 0 si, et seulement si, 24 + 29 = —— et
a
c
Z1R9 — —.
a

Dans le cas ou les coefficients a, b, ¢ sont réels, il en est de méme de ¢ et on distingue trois
cas de figure :
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b
— soit 0 =0et x1 = ~oa est la seule solution réelle de cette équation;
a
. —b—V6 —b+Vo .
—soit 0 > 0 et 2y = 27\/_, T, = 27\/7 sont les deux solutions réelles de cette
a a
équation ;
) —b—1iv—0 —b+ivV/—0 ,
—soit 0 <0et xry = ———, 11 = ——— sont les deux solutions complexes non

2a 2a

réelles de cette équation.
Parfois le coefficient b s’écrit naturellement sous la forme b = 20’ et on a :

d=4 <(b’)2 — ac)

La quantité ¢’ = (¢ )2 — ac est alors appelée discriminant réduit de I’équation az? +2b'z+c = 0.
Dans le cas ot les coefficients a, b, ¢ sont réels, on a :
/

— soit 0’ = 0 et x1 = —— est la seule solution réelle de cette équation ;
a
) —b = b+ )
—soit & >0et 1y = ——, 11 = —— sont les deux solutions réelles de cette
a a
équation ;
. —b — i/ —=d —b +iv =0 :
—soit &' < 0etry = —————, 11 = ——— sont les deux solutions complexes non
a

réelles de cette équation.
De maniére plus générale, on peut montrer le théoréme suivant que nous admettrons.

Théoréme 2.9 (d’Alembert-Gauss) Toute équation polynomiale a coefficients complexes de
degré non nul n admet n racines complexes distinctes ou confondues.

On rappelle que si P est un polynéme non constant (i. e. de degré n > 1) a coefficients
complexes [resp. réels|, on dit que a € C [resp. a € R| est racine de P si P («a) = 0.

On peut donner plusieurs démonstrations du théoréme de d’Alembert-Gauss mais toutes
utilisent des outils d’algébre ou d’analyse plus sophistiqués que le contenu de ce chapitre. Le
probléme du paragraphe 7?7 propose une démonstration classique qui utilise des outils d’analyse.

Il est par contre facile de montrer qu'un polynéme a coefficients complexes [resp. réels| de
degré n > 1 a au plus n racines complexes|resp. réelles| distinctes ou confondues. En effet pour

n = 1, I'unique racine du polynoéme az + b avec a # 0 est z = ——. En supposant le résultat
a

n
acquis pour les polynomes de degré n — 1 > 1, on se donne un polynome P (z) = > apz* de
k=0

degré n (ce qui signifie que a,, # 0). S’il admet une racine «, on peut écrire, pour tout nombre
complexe z :

P(z)=P(z) — P(«a) :Zak (zF —ah)

k

avec 2F —a¥ = (2 —a) 3 2¥77ad~! pour tout k > 1, ce qui donne P (2) = (2 — ) Q (2), ou Q
=1

est un polynome de deg]ré n — 1, il a donc au plus n — 1 racines et P a au plus n racines.

Une conséquence importante est que deux polyndémes P et () de degré n > 1 qui coincident
en n + 1 points distincts sont nécessairement égaux. En effet P — Q) est nul ou de degré au plus
n. S’il est non constant, il est degré p < n avec n 4+ 1 > p racines, ce qui est impossible. Il est
donc constant égal & P (a) — @ (o) = 0 ot « est I'une des racines communes de P et Q).

Exercice 2.15 Factoriser dans R puis dans C, z* + 1.
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Solution 2.15 Dans R on a :
1= (932—1—1)2—23:2

= <x2—\/§x+1) <x2+\/§x+1)

les deux polynémes x? £ V2x + 1 de discriminant § = —2 < 0 étant sans racines réelles. Sur C
+1 441

V2

w1 () (-5 (5 ()

Exercice 2.16 Déterminer les racines carrés complexes de o = —7 + 241.

ces polynomes ont pour racines , ce qui donne :

2

Solution 2.16 En écrivant z = x + 1y, l’équation z° = « équivaut a :

332 _ y2 — _7

ry =12
Considérant que |z|> = 22 4+ y? = |a| = 25, on déduit que 22 = 9, donc x = 3 et y = 4 ou
x=—3 et y=—4. Les deux racines carrés de a sont donc % (3 + 41) .
Exercice 2.17 Résoudre dans C l’équation 2* — (1 —2i)z+ 1 —T7i = 0.

Solution 2.17 Cette équation est équivalente a :

1-2i\> (1-—2i)? —7 + 24
_ - 1 e
<z 5 ) 1 + 71 1
soit & Z* = a = —7+ 24i, ot on a posé Z = 2z — 1 + 2i, ce qui donne Z = & (3 +4i) et
1—-2i 3+4+4
z= 5 ! + —g 2. Les deux solutions complexes de cette équation sont donc :

=241 20 =—2— 3.

2.5 Les équations de degré 3 et 4
On s’intéresse tout d’abord aux équations polynomiales de degré 3 :
P(z)=2"+a>+bz+c=0

ol a, b, ¢ sont des nombres complexes.
Dans un premier temps, on effectue une translation en vue de supprimer le terme en 2% de
cette équation, c’est-a-dire qu’in cherche A € C qui permette de supprimer z? dans :

Plz=N=Ez=-MN+a(z=N>+b(z=)\)+c
En développant, on a :

P(z=X) =2+ (a—=3\) 2"+ (N> = 2aA +b) 2+ (c — bA + aX* = \?).
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Le choix de A\ = % donne :

2 b 23
P(z—)\):z?’+<b—%)z+(c—%—i—z—a?).

On est donc ramené a I’équation :
Q)= +pz+q=0

a? ab  2a® .
ottonanotée p=>b— — et gq=c— —+ —. Si z est solution de @ (z) = 0, alors z — \ est

3 27
solution de P (t) = 0.
Si p = 0, alors les solutions de @ (z) = 0 sont les racines cubiques de —q.
Si p # 0, on cherche alors les solutions sous la forme z = v + v en imposant une condition
supplémentaire & u et v. En développant :

Pu+v)=u’+v"+ Buv+p) (ut+v)+g
on est amené & imposer 3uv + p = 0, ce qui donne le systéme de deux équations a deux
inconnues :
ud + 0P = —q
3uv = —p

Les nombres complexes u® et v* sont alors solutions de : :

u? + 03 = —¢q
3
3,3 b

utv® = ——
27
ce qui revient a dire que ce sont les solutions de I’équation de degré 2 :

3
2 p
+qr———==0
" or
Le discriminant de cette équation est :
AP+ 27

27

Notant w une racine carrée de § (w? = §), on a :

4]

—q+w
et v3 =’ = c

2 2

—q—w

U/SZ

En désignant par w une racine cubique . les deux autres sont jw et jw. Enfin la relation

3uv = —p avec p # 0, donne u # 0, v # 0 et v = _3£' On a donc ainsi trouvé trois solutions
u

(u,v), & savoir :

<w —£> jw,—L ) = (juw b et (ju,——L) = (Fuw b
T 3w/’ T 3jw T 3w T 35w T 3w

ce qui donne trois solutions pour I'équation @ (2) =0 :

p .
=W — =—, Zp = jw —

3w 3w N 3w

et on les a toutes.
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Exercice 2.18 Résoudre dans C [’équation :
P(z)=2"-32+42—-4=0
Solution 2.18 On élimine tout d’abord le terme en 2% On a :
Pz=XN)=(z=-N>=3(z=)N’+4(z—\) —14
=22 =3 (A +1)2% + (4+6A+32) 2 — (A + 3N\ + 41+ 4)
et A= —1 donne :
Q(z)=P(+1)=2"+2-2.

Cherchant les solutions sous la forme z = u + v, on aboutit a :
w+ 3 =2
3,3 _ 1

qui nous conduit a résoudre :

de solutions :

Ce qui donne :

et v=—— avec :
3

1 W i

W 1
21 = 3\/_
A
J 33
_\/2f \S/z_ﬁ_
2 =] 33 33

Comme 1 est racine évidente de Q) (z) = 1 et que z1 est la seule solution réelle, on a nécessai-

rement :
(s
3v/3 3V3

ce qui peut se vérifier en élevant au carré.
Les solutions de P (z) = 0 sont alors :

D’ou les solutions de @Q (z

Zl+1:2, ZQ+1, 23+1.
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2.6 Arguments d’un nombre complexe

On suppose connues du cours d’analyse les fonctions trigonométriques cos, sin et tan avec
leurs principales propriétés. En particulier, les fonctions cos et sin sont définies sur R, pério-
diques de période 27, la fonction cos est paire, la fonction sin est impaire et on a les formules
de trigonométrie suivantes valables pour tous réels a, b :

{ cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sin (a) sin (b)
sin (@ 4 b) = sin (a) cos (b) + cos (a) sin (b)

desquelles on déduit les suivantes bien utiles :

( cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b)
sin (@ — b) = sin (a) cos (b) — cos (a) sin (b)
cos (2a) = cos? (a) — sin? (a)
sin (2a) = 25sin (a) cos (b)

_cos(a+Db)+cos(a—0b)

2
cos (a — b) — cos (a + b)

2
sin (@ + b) — sin (a — b)

2
, sin (@ + b) + sin (@ — b)
\ 2

enfin avec cos (0) = 1, on déduit que :
2 N
cos” (a) + sin® (a) = 1.

sin ()

La fonction tan est définie sur R\ {g +km | k€ Z} par tan (x) = et elle est impaire

cos ()
et m-périodique.

La fonction cos réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1], la fonction sin une bijection de
™ T . .. . ™ T . , .
[—5, 5] sur [—1, 1] et la fonction tan une bijection de } 515 [ sur R. Les fonctions réciproques
de ces fonctions trigonométriques sont notées respectivement arccos, arcsin et arctan. On a
donc :

(x € [0,7] et y=cos(z)) < (y € [-1,1] et x = arccos (y))
<x € [ ;T g} et y = sin (x)) < (y € [-1,1] et z = arcsin (y))
(x € } —g, 5[ et y = tan (ac)) & (y € R et = arctan (y))

Exercice 2.19 Montrer que pour tout réel x on a :

sin (£) ( +Zcos (k) ) = 5 sin (2”2“93).

Solution 2.19 Pour tout entier naturel k et pour tout réel u on a :

sin (g) cos (ku) = % (sin ((kz + %) u) — sin ((k: - %) u)) ,
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on en déduit alors que pour tout réel u on a :

sin % ( + Zcos (ku) > = % (sin (%) + y (sin (%u) — sin (%u)))

Exercice 2.20 Montrer que pour tout réel x on a :

n
(2k +1) ) - (— ) .
sm( ) (Z sm< + ) sin 2x
Solution 2.20 Pour tout entier naturel k et pour tout réel u on a :

sin (2 sin (2k +1) g E (cos (ku) —cos ((k+ 1) u)),
2 2 2

on en déduit alors que pour tout réel u on a :

sin % (nzzsm 2/<:+1 > (nX: cos (ku) —cos((k+1)u))>

; 1 (1 = cos (nu)) = sin® (2u) .

l\3|§

Théoréme 2.10 Siz est un nombre complexe de module 1, il existe un unique réel 6 € [—m, 7|
tel que z = cos (#) + isin (0) .

Démonstration. Le nombre complexe z = x+iy est de module 1 si, et seulement si 22 +1y? =
1. En particulier z est dans [—1,1] et il existe un unique réel a € [0, 7] tel que = = cos ().
Avec 2 =1 — 22 = sin? (), on déduit que y = £sin (a), soit y = sin (&) . Avec la parité de
la fonction cos, on peut écrire que x = cos (£a) et on aboutit & (z,y) = (cos (f),sin (¢)) avec
0 € [—m, 7| (pour (z,y) = (cos (7),sin (7)) = (—1,0), on écrit (z,y) = (cos (—n),sin (—m))).

Si 0 € [—m, [ est une autre solution, de cos (6) = cos (¢') , on déduit que ¢ = +6. Si ¢’ = 0,
c’est terminé, sinon §' = —0 et de sin (A) = sin (") = —sin (), on déduit que € vaut 0 ou —,
0 étant la seule solution puisque #' = 7w ¢ [—m, 7. D’ou I'unicité. n

Corollaire 2.1 Pour tout nombre complexe non nul z, il existe un unique réel 0 € [—m,m| tel
que 2= cos (0) + isin (0).

||

z
Démonstration. On applique le théoréme précédent a ﬂ qui est de module égal a 1. m
z
Définition 2.6 Avec les notations du corollaire qui précéde, on dit que le réel 0 € [—m, 7| est
l’argument principal du nombre complexe non nul z.

Si 9 € [—m, [ est Pargument principal d’'un nombre complexe z € C*, les seuls réels €' tels
que — = cos (#')+isin (0") sont les réels 6 = 6+42km, ou k est un entier relatif. En effet ces réels

conv1ennent et les égalités cos (6) = cos (0') et sin (#) = sin (0’) sont réalisées si, et seulement si
il existe un entier relatif k tel que 8’ = 6 + 2k (on peut trouver un entier k tel que 6" — 2k

9/
Rl <k+1,
m

soit dans [—m, [, c’est-a-dire que k est tel que —m < 0 — 2km < 7, soit k <
0+
27

encore équivalent a k = { } et @' — 2km est 'argument principal de z).
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Définition 2.7 On dit qu’un réel 6 est un argument du nombre complexe non nul z si ‘i =
z
cos () +isin () .

Ce qui précéde nous dit qu'un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments
et que deux tels arguments différent d’un multiple entier de 27, on dit alors qu’ils sont égaux
modulo 27.

On notera ' = 0 (27) pour signifier que les réels 0" et 6 sont égaux modulo 27.

Si 6 est un argument d’un nombre complexe non nul z, on notera arg(z) = 6 (27). La
notation arg (z) signifie qu’on a choisi un argument de z, c’est donc un réel défini modulo 27.

Par abus de langage, on écrira § = arg (z) quand il n’y a pas d’ambiguité.

Avec le théoréme qui suit on donne quelques propriétés des arguments d’un nombre complexe.

Théoréme 2.11 En désignant par z et z' des nombres complexes non nuls, A\ un réel non nul
et n un entier relatif, on a :

1. arg(z) = —arg(z) (2m)

2. arg (z7') = arg( )+arg(z’) (2m)

3. arg <zi> =a —arg (2') = arg (22/) (2n)

4. arg(z") —narg( ) (27)

5. st A >0, alors arg (A\z) = arg (z) (2m), si A <0, alors arg (A\z) = arg (z) + 7 (2)

6. z est réel si, et seulement si arg (z) =0 (m) (c’est-a-dire que les arguments de z sont de

la forme km avec k € Z, l'argument principal étant 0 ou —).
T
7. z est imaginaire pur si, et seulement si arg(z) = 5 (m) (c’est-a-dire que les arguments
s ™ s
de z sont de la forme 5 + k7 avec k € Z, largument principal étant —5 ou 5)

Démonstration. Il suffit de considérer le cas des nombres complexes de module 1 par
définition des arguments.

1. Pour z =cos (#) +isin(f), on a :
Z = cos (#) —isin (0) = cos (—0) + isin (—6)

et —6 est un argument de z, donc arg (zZ) = —0 (27).

2. Pour z = cos () +isin (0) et 2’ = cos (') +isin(0'), on a :

22" = (cos (0) cos (0") — sin (8) sin (0")) + i (sin (#) cos (6") + cos (6) sin (0"))
=cos(0+0")+isin(0+6")

et donc arg (z2') =0+ 6¢ (27).
3. On a

arg <i> = arg (22/) = arg (z) + arg (&)
= arg (z) —arg (') (2n)

4. Se déduit de ce qui précéde.
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[

En désignant par ¢ Papplication qui associe & tout réel § le nombre complexe ¢ (8) = cos (6)+

isin (f) on réalise une application surjective de R sur I'ensemble I' des nombres complexes

de module 1. Cette application n’est pas injective puisque 'égalité ¢ (6) = ¢ (0") équivaut a
0’ =6 (2m). En restriction a [—m, 7| cette application ¢ est bijective.

Théoréme 2.12 Awvec les notations qui précédent, on a ¢ (0) = 1 et pour tous réels 0,0’ :

p(0+0)=¢0)e(?).
Démonstration. On a ¢ (0) = cos (0) +isin (0) =1 et :

(O +0")=cos(0+0)+isin(0+0)

= (cos () cos (8") — sin (0) sin (0")) + i (sin (0) cos (8") + cos (#) sin (0"))

= (cos (#) +isin (A)) (cos (') + isin (0"))

=) ¢ (?)

]

La fonction ¢ vérifie donc la méme équation fonctionnelle que la fonction exponentielle réelle.
Cette remarque justifie la notation ¢ (6) = .

Avec 1 = ¢ (0) = ¢ (0 —0) = ¢ (0) ¢ (—0), on déduit que % = ¢ (—0) = ¢ (0) (ce que
I’on savait déja : I'inverse d’un nombre complexe de module 1 (e’;t égal a son conjugué).

On a donc en résumé la notation :

VO € R, € = cos () + isin (0)

ce qui définit une fonction 27-périodique surjective de R sur I’ensemble I" des nombres complexes
de module 1 avec les propriétés suivantes :
(V=" =1
V(Q 9') c R2 6i(0+0’) — eieeie/
Vo € R, 1 — ¢ 10 = ¢
V(6,0 GIR? (e =e") = (3keZ| 0 =0+2kn)

, eif 4 o—if ‘ il _ i
Vo € R H=R(e?) = —— et sin(@) = () = ———
\ € R, cos (6) () 5 et sin () = S (e) 5
Par récurrence sur n > 0, on déduit facilement que (e?)" = ¢™. Puis pour n < 0 on a
) 1 1\ " o\ )
e = —_ = —) = (e"a) "= ¢ est-a-dire que cette formule est valable pour tous
6—m0 620

les entiers relatifs. Nous verrons un peu plus loin l'intérét de cette égalité.
On a en particulier les valeurs suivantes :

€™ =1, e'2 =
les égalités e =1, e = —1 et e = i étant réalisées respectivement si, et seulement si § = 2k,
T
0=02k+1)met = 5t 2k, ou k est un entier relatif.
Un nombre complexe non nul peut donc s’écrire sous la forme z = pe ot p est un réel
strictement positif uniquement déterminé, c’est le module de z, et 6 est un argument de z.
Cette écriture est I’écriture polaire (ou trigonométrique) de z.
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Exercice 2.21 Soient z, 2 deux nombres complezes non nuls. Montrer que |z + 2| = |z| + |2/|
si, et seulement si, arg (z) = arg (2') (27m).
Solution 2.21 L’égalité |z + 2'| = |z| + |2/| est équivalente o |z + 2'|* = (|z| + |2/|)? avec -

2+ 2P = (24 2)E+7) = 2+ + 22 + 7

On a donc |2+ 2'| = |2 +|2] si, et seulement si, z2' + 22" = 22| |2'|, ce qui équivaut encore
a R (22') = |2||¢/|. En utilisant Uécriture polaire, z = pe® et 2/ = pe? avec p >0, p' >0 et
0,0" réels, on déduit que |z + 2’| = |z| + |Z/| si, et seulement si, cos (6 — 0') =1, ce qui équivaut

af—0 =0 (2m) et signifie que arg (z) = arg (') (2m).
Plus généralement, on a le résultat suivant.

Exercice 2.22 Démontrer que, pour tout entier naturel r non nul et toute famille (z1, -+ , z,)

de complexes non nuls, l’égalité :
T

D

k=1

T

= lal

k=1

est réalisée si, et seulement si :
Vk € N, (2 <k< T) = (EI)\k € ]O7+OO[, VANES )\kzl)
ce qui revient a dire que tous les z, ont le méme argument modulo 2.

Solution 2.22 Chaque nombre compleze non nul z, (1 < k < 1) peut s’écrire z, = pre’* avec
pr = |zK] >0 et O € [—m,7[. On a alors :
2

I8
> 2k
k=1

= ‘Zk‘2+2 >, pjprcos(0; —0y),
=1 1<j<k<r

T 2 '8
(zw) B IETLEE S S
k=1 k=1

1<j<k<n

et l’égalité

T
> %k
k=1

T
= Y |2k| est équivalente a :
k=1

> pipr (1 —cos (6; — 6;)) = 0.

1<j<k<r

Tous les termes de cette somme étant positifs ou nuls avec p;p, > 0, on en déduit que cos (8; — 0)) =
1 avec 0; — 6, € | 2n,2n[ pour 1 < j <k <r (ona—-m<6; <met—m <0, <m donc
—m < =0 < 7met—2m <8, — 0 <2r), ce qui donne 8; = by et en notant 0 cette valeur
commune on a zp = pkew = |zk| et pour tout entier k compris entre 1 et r ou encore :

2, = 2] |21 = Moy (1< k<)
|21]
oU 0N a POSE A\ = % pour tout k compris entre 1 et r.
<1

Réciproquement si z, = Apz1 avec Ay > 0 pour tout k compris entre 2 etr et \y =1, on a :
T

>

k=1

On peut aussi démontrer ce résultat par récurrence sur r > 1, le cas r = 2 correspondant au
cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire sur C.

T

=lal D A=) Mlal =) |zl
k=1 k=1

k=1
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Exercice 2.23 Déterminer, pour tout couple de réel (0,0") tel que cos < ) £ 0, le module

, )
et un argument de e 4 €',

Solution 2.23 On a :

i 0 i0+0/ Z-efe/ _2-970/ o—0 Z-9+9’
€+6:6262+62:2COST62

o
donc e + e 0 si cos (9 29) # 0,

. oy
67,6+67,6 —9

0—¢
Cos 5

0+¢ 0—0
—g (2m) Sicos( 5 )>O

0 i) —
afg<e te )Z 0+6 . 0—0
5 +7 (2m) si cos 5 <0

Exercice 2.24 Pour tout réel 0, on désigne par zg le nombre complexe zg = 1 — e

0 .
1. Exprimer zy en fonction de sin <§> et de e's.
2. Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel € R\ 27Z, on a :

n : n+1
2 :eikG _ oin} sin (#320)
k=0

s (1)

3. En déduire des expressions de Y, cos (kf) et de > sin (k@) pour tout entier naturel non
k=0 k=1
nul n et tout réel 6.

Solution 2.24
1. On a :

0 [ .0 0 (0N e
zp = €'2 (e 2 — 612> = —2¢sin <§) e'z.

On peut aussi écrire que :

7 0 0

1 i _ 2 (VY v . v
29 =1 —cos () —isin () = 2sin (2) 2i cos (2) sin (2)
= —si Q g + 7si Q = —si Q i%
=—2isin (5 | {cos| 5 isin( o ) ) =—2isin| o Je'.

2. Comme € # 1 pour § € R\ 277Z, on a :
n_ n ' 1— ez‘(n+1)0 —924sin (n_le) ei"TlG
ZeszZZ(eze)k: — 2
k=0

1— e —9isin (¢
PR 2281n(2
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3. Ce qui donne en identifiant les parties réelles et imaginaires dans ['identité précédente :

sin (1)

et :
sin ("—Hé’)

& 7
sin (k@) = sin (n—) — 2/
kz:; 2 sin (g)
pourn > 1 et 6 € R\ 2nZ. Pour 0 € 2nZ, on a cos (k) =1 et sin (kf) = 0 pour tout k,
de sorte que Y cos (k) =n+1 et Y sin (k) = 0.
k=0 k=1
Exercice 2.25 Pour tout réel 0 € |—n,w[, on désigne par zp le nombre compleze zp = 1 + €.

0 ,
1. Exprimer zy en fonction de cos (5) et de €'s.

2. En calculant, pour n entier naturel non nul, z; de deur manieres différentes, montrer

que :
Z C¥ cos (kf) = 2" cos” (g) oS <n€)
2 2
k=0
et :

Z C¥sin (k) = 2" cos” (g) sin (ng)
k=1

Solution 2.25
1. Ona :

0 .0 0 0 0
Zp = €'2 <e 2 + e’?) = 2cos (5) e'z.

On peut aussi écrire que :

zp = 1+ cos () + isin (§) = 2 cos? <g) + 2i cos (g) sin (g)

oo () (0 0 (3) - (2)

2. On a d’une part :

et d’autre part, en utilisant la formule du bindéme de Newton :
1 + 620 ch ik0

ce qui donne en identifiant les parties réelles et imaginaires :

Z C¥ cos (kf) = 2" cos” (g) oS (ng)

k=0
et :

Z C¥sin (k) = 2" cos” (g) sin (ng)
k=1
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Exercice 2.26 Pour tout réel 0 € |—m,n[, on désigne par zp le nombre complexe zp = 1 + €.

1. Déterminer le module et un argument de zy.
1+e¥
3. Déterminer, pour tout entier naturel n > 2, le module et un argument de zj.

2. Déterminer, pour 6 € |—m,w[\ {0}, le module et un argument de uy =

4. On prend 0 = 2% et n = 2006. Déterminer le module et 'argument de z; qui est dans
]_71—>7T['

.
. Calculer e*iz.

[

. On prend 0 = T oetn = 2006. Déterminer le module et l'argument de zy qui est dans

D

]_ﬂ-?ﬂ-[‘
Solution 2.26
, , , 0\ .o 0
1. L’exercice 2.25 nous dit que zg = 2cos 3 €'z et tenant compte de cos 3 > 0 pour

0 € |—m, [, on déduit que :

(27)

N D

|z0| = 2 cos (g) et arg(zp) =

Up

eis . <9)
— = cotan | =
)¢ 2
(3)
cotan | —
2

g (2m) si0 €10, 7|
—g (2m) si 6 € |—m, 0]

N[

(exercice 2.24), ce qui donne :

[ug| =

arg (zp) =
0\ no 0
3. On a zj = 2" cos™ 5 e’z avec cos 5) > 0 pour 6 € |—m, x|, donc :

|zp| = 2" cos™ <g) et arg(zp) = — (2m)

4. On a :

T\ iz T
Z€:2COS<§)€3:63:§—|—Z—

2006 = 6 * 334 4 2, de sorte que :

|5
)
3

lzg| =1 et arg(zp) =
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5 Ona:

@ = cos <%) = 2 cos® (1%) —1=1-2sin’ (17T_2)

T A
avec cos <ﬁ) > 0 et sin <1—) > 0, donc :

2
™ 1. V3 V2+3
COS(E)‘ 24 2

M

LT 1 V3 V2-3
in(p) =\ -1 ="

4

o () = (V) = 2™

et 2006 = 24 x 83 + 14 de sorte que :

6. On a

|25 = 2"

arg (zy) =n

Exercice 2.27 Pour cet ezercice, 6 est un réel fizé appartenant a |0, 7] .

1. Déterminer le module et un argument de ug = 1 + €.

2. Déterminer le module et un argument de vy = 1 — €.

3. Résoudre dans C I’équation 2> — 2ze® + 2ie? sin () = 0.

Solution 2.27
1. On a :

g = 1+ cos (0) + isin (§) = 2 cos? (g) + 2i cos (g) sin (g)
— 2 Q Q + ; Q1 Q — 2 Q ig
=2cos | 5 | {cos {5 isin| 5 | ) =2cos| 7 )e

avec cos (g) > 0 pour 6 €0, 7[, donc :

? (2m)

|ug| = 2 cos <g) et arg (ug) =

2. Ona:

MIE]

vg =1+ ™ = 2cos (Q + g) i3+

)
2
= —2sin (g) ei(g+

) — 9sin <Q> oi(5+3%)
2
(0
avec sin <§) > 0 pour 6 € )0, [, donc :

[SIE]

|vg| = 2sin <g) et arg (vg) =
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3. Ona:
— i9)2 +e (22 sin ( et

P (2) = 22 — 22¢" 4 2ie" sin (0) e )
z— ew)2 + e (isin (0 ) —cos (6))
) )

-1

I
—~
N

— ¢ (cos () —isin ()
_ (Z_ew)? _ it pmif ( _ )
et P(z) =0 équivaut ¢ z = € & 1. Les solutions sont donc ug = 1+ e et —vy = e — 1.
Exercice 2.28 On désigne par D (0,1) le disque unité fermé du plan compleze, soit :
D(0,1)={ze€C| |zl <1}
Montrer que l’application :

¢: C\D(,1) — C\[-1,1]
1 n 1
z — = |z4+ -
2 z
Solution 2.28 Tout 2 € C\ D (0,1) s’écrit z = pe® avec p > 1 et :

p(2) =3 (pe“’ + ;6‘”)

— % ((p-i—%) cos (0) + (p— %) Sin(9))

Si ¢ (z) est réel, nécessairement sin () = 0, donc cos () = £1 et :

est bijective.

Pl (p=1"+2 2 _

= =1.
o ()] = = ; 2% 2%
On a donc bien ¢ (z) € C\ [~1,1] pour tout z € C\ D (0,1).
1
Il s’agit maintenant de montrer que pour tout Z € C\ [—1, 1] ’équation 512 +-—) =2 aune
z

unique solution z € C\ D (0,1). Cette équation est équivalente & I’équation de degré 2 :
2 —27Z241=0

Le discriminant réduit de cette équation est §' = Z> — 1 # 0, ce qui donne deuz solution

distinctes z1 = p1e'%' et zy = pae'® dans C. De 2125 = 1, on déduit que p1p261(91+92) =1, donc

U0i+02) st réel positif et 61 + 0y = 0 modulo 27. On a donc 2, = p1e® et zp = —e 1. i
P1

que e
p1 =1, on a alors : ' '
27 = 2y 4+ 2 = € + 7 = 2cos (0,)

et Z = cos(6h) € [-1,1], ce qui n’est pas. On a donc py # 1, de sorte que zy € C\ D (0,1) et
20 ¢ C\ D (0,1) pour pr > 1, ou zo € C\ D(0,1) et 2, ¢ C\ D(0,1) pour p; < 1. Il y a donc
une unique racine dans C\ D (0,1).

L’écriture polaire des nombres complexes non nuls peut aussi étre utilisée pour résoudre des
équations de la forme acos (x) + bsin (x) = 0. Pour ce faire, on utilise le résultat suivant.
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Théoréme 2.13 Soient a,b des réels non tous deuz nuls (c’est-a-dire que (a,b) # (0,0)). 1
existe un unique couple (p,0) de réels dans R™* x [—m, x| tel que :

Vo € R, acos(x)+ bsin (z) = pcos (z —0).
p est le module de uw = a + ib et 8 son argument principal.

Démonstration. Comme (a,b) # (0,0), on a u = a +ib # 0 et ce nombre complexe s’écrit
de maniére unique u = pe'? avec p = |u| = Va2 + b2 > 0 et § € [—7, 7[. Pour tout réel z, on a
alors d'un part :

ue™"* = (a +ib) (cos (x) — isin (1))

= acos(z) + bsin (x) + i (bcos (z) — asin (x))

et d’autre part :

—iz i(0—x)

ue " = pe =pcos (0 —x)+ipsin (6 — x)

ce qui donne :
acos (x) + bsin (x) = pcos (0 —x) = pcos (x — 0)

et aussl :
asin (z) — beos (x) = psin (x — 6).

Pour ce qui est de 'unicité, supposons que (p’,#') soit une autre solution a notre probléme.
On a alors, pour tout réel x :

pecos(x—0)=p cos(x—0).

Prenant = = 6 [resp. x = €'], on en déduit que p = p' cos (0 — ¢') < p/ [resp. p' = pcos (6 —6) <
plet p=rp. i _

Prenant z = 0 [resp. = 5], on a cos(#) = cos(f) [resp. cos (5 - 9) = sin(f) =
cos <g - 9’) = sin (#')] avec 0,60 dans [—7, [, ce qui équivaut & 6 = ¢'. n
Corollaire 2.2 Soient a,b des réels non tous deux nuls. Les solutions de l’équation :

acos () + bsin (z) =0 (2.3)

sont les réels :

x:0+g+k7r

ou 0 € [—m,m| est Uargument principal de a + ib et k un entier relatif.

Démonstration. Le théoréme précédent nous que I'équation (2.3) est équivalente a cos (x — ) =

0, soit & (z —0) = T (m), encore équivalent a dire que x = 6 + g + km avec k € Z. [
Les formules suivantes, valables pour 6 € R et n € Z :

0 —if
_|._

cos (f) = R (") = %

610 o e—i@
sin (0) = S (") = ¥
i

(formules d’Euler) et :

(cos (A) + isin (0))" = ()

" =™ = cos (nf) + isin (nh)
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(formule de Moivre) permettent d’obtenir relativement facilement des formules de trigonomé-
trie.
En utilisant la formule du binéme de Newton, la formule de Moivre s’écrit :

cos (n#) + isin (nh) Z C¥ cos™ () sin™ % (9) " *

et l'identification des parties réelles et imaginaires nous permet d’exprimer cos (nf) et sin (nf)
comme combinaisons linéaires de puissances de cos (6) et sin ().

Exercice 2.29 FEzprimer cos (460) et sin (40) comme combinaisons linéaires de puissances de
cos () et sin (0).
Solution 2.29 On a :

cos (46) + isin (40) = " = (e Z9) (cos (0) + i Sln( )?

= )
= cos® (0) + 4 cos® (6) sin () i — 6 cos? () sin® (0)
—4 cos () sin® () i + sin* (0)
et en conséquence :
cos (40) = cos* (0) — 6 cos® (6) sin” (9) + sin* (0)
= (cos® (6) + sin® (6))2 — 8cos? () sin” (4)
=1 —8cos? (#) sin? (0)
et :
sin (40) = 4 (cos® () sin (9) — cos () sin® ()
= 4 cos (0) sin () (cos® (#) — sin® (6))
L’utilisation des formules d’Euler et de la formule du bindme de Newton nous permet d’ex-
primer des puissances cos () et sin (#) comme combinaisons linéaires de cos (pf) et sin (¢f) . On

dit qu’on linéarise cos™ () ou sin™ (6), n et m étant des entiers naturels.
Pour ce faire, on écrit que :

1
cos” (‘9) _ 2n (67,6 + 6—7,6 2n ch ik0 —7, n—k)0

IS k_i(2k—n)0
- 2_n Z C’ne
k=0
1 — 1 <&
= on Z Cﬁ cos ((2k —n)0) + 12—n ZCS sin ((2k —n) 6)
k=0 k=0

et nécessairement :
1 n
cos™ (0) = o > Chcos((2k—n)0). (2.4)
k=0
On peut remarquer que 'on a aussi :

zn: CFsin ((2k —n) 0) = 0.

k=0
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En réalité cette formule est évidente. Par exemple, pour n = 2p, le changement d’indice
k = 2p — j nous permet d’écrire la deuxiéme moitié de cette somme sous la forme :

p—1

Z C’k sin ((2k — 2p) 0) = Zng_j sin ((2p — 2j) 6)

k=p+1 Jj=0

p
——ZC’j sin ((27 — 2p) 0)

Jj=0

XP:C’S ((2k —n)0)

k=

[en]

La vérification étant analogue pour n impair.
La parité de cos? (8) peut aussi justifier 'absence de termes en sin (¢f) dans la formule (2.4) .

Exercice 2.30 Linéariser cos* () et sin* (0).

Solution 2.30 On a :

1
16

1 , . , .
— (647'6 +463106—z€ + 66210 —2i0 +46Z6€ 340 +e 410)

— i ( 4i6 + e—4z’6‘ + 4 (6220 —220) 6)

cos* (0) = = (e’ +e Z6)4

16
= %cos (40) + %cos (20) + g
et :
sin* (0) = 1 (e — e_i6)4
16
== (40 — 43010 4 G020 _ 4310 | o=4if)

_ 11_6 (e4i€ e 40 _y (6210 —2z€> +6)
1

1 3
= g cos (40) — 5 cos (20) + S
On peut aussi exprimer tan (nf) en fonction de tan (f) pour tout entier naturel n.

Exercice 2.31 Ezprimer tan (40) en fonction de tan (0).

Solution 2.31 On a :

_ sin(46) cos® () sin (#) — cos (6) sin® (6)
tan (49) = cos (40) 4cos4 (6) — 6cos? (A) sin? () + sin* (1)

et divisant numérateur et dénominateur par cos* (9), on obtient :

1 — tan? (0)
1 — 6 tan? (0) + tant (0)

tan (460) = 4 tan (0)
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2.7 Racines n-iémes d’un nombre complexe

La représentation des nombres complexes nous sera trés utile pour résoudre des équations
de la forme 2" = a.

On rappelle que pour tout entier naturel non nul n, la fonction f : x +— 2" réalise une
bijection de R sur lui méme. L’application réciproque de f est notée x — {/x ou z T et
on l'appelle fonction racine n-iéme. Donc pour tout réel positif a, I'unique solution de ’équation
™ = a est le réel positif /a.

On rappelle que si z = re avec r > 0 et t € R, on a pour tout entier relatif n, 2™ = r"ei™
et pour 2/ = r'e® avec 1’ > 0 et t' € R, I'égalité z = 2’ est réalisée si, et seulement si r = r’ et
t =t modulo 27.

Dans le cas ot n = 2 et a # 0, on écrit a = pe? avec p > 0 et § € [—7, 7 et on cherche
z=re" avecr > 0 et t € [—m, 7| tel que :

22 — 7’2€2Zt — peze

0
ce qui équivaut & 72 = p et 2t = 0 + 2kw avec k € Z. Onadoncr:\/ﬁett:§+k:7r avec

. 0 . , .
k € Z, ce qui donne z = ,/pe'2 e*™ et o a deux racines carrées qui sont :

21 = 4/pe'? et zg = (/pe'ze” = —2;.

Définition 2.8 Etant donné un nombre compleze o et un entier naturel non nul n, on appelle
racine n-ieme de o tout nombre complexe z tel que z" = «.

Remarque 2.1 Si a = 0, l’équation 2" = «a équivaut a z = 0, c’est-a-dire que 0 est ['unique
racine n-ieme de 0.
St a # 0, une racine n-iéme de o est nécessairement non nulle.

Remarque 2.2 Si a est un nombre compleze non nul, il s’écrit a = pe? avec p > 0 et
0 € [—m 7| (ouB €R sion se contente d’un quelconque argument de o) et le nombre compleze
Z0 = \"/ﬁei% nous fournit une solution de l’équation z™ = . Pour tout autre solution z de cette

<0
1 nous fournira toutes les racines n-iemes de a.

n
équation on aura 2" = 2y, soit (—) =1 et la connaissance de toutes les racines n-iémes de

Définition 2.9 FEtant donné un entier naturel non nul n, on appelle racine n-iéme de ['unité
toute racine n-ieme de 1.

Théoréme 2.14 Soit n un entier naturel non nul. Il y a exactement n racines n-iémes de
l'unité qui sont données par :

ik 2 2
wk:e%:cos(ﬁ)—i—isin(ﬁ) (0<k<n-1)
n n

Démonstration. Si z” = 1, on a alors |z|" = |2"| = 1, donc |z| = 1 (c’est 'unique racine
n-iéme réelle positive de 1) et z = ¢ avec § € R. L’équation 2" = 1 équivaut alors a e = 1,
encore équivalent & nf = 0 modulo 27. Les racines n-iémes de I'unité sont donc les nombres

2ikm N , . y . . ... . 1.
complexes e = ou k décrit ’ensemble Z des entiers relatifs. En effectuant la division euclidienne

. . . 2ikm 2irm
par n, tout entier k s’écrit k =qn+ravec 0 <r<n—1leten» =en =w, De plus pour
. . : e L . 2GR
J, k entiers compris entre 0 et n — 1, I'égalité w; = wy est équivalente & e = = 1, encore
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2(j— k)7

équivalent a = 0 modulo 27, ce qui revient a dire que j — k est divisible par n, soit

j—k=qnet aveTé |7 — k] < n—1 (puisque j et k sont dans U'intervalle [0,n — 1]), on déduit
que ¢ = 0 est la seule possibilité, ce qui signifie que j = k. On a donc bien le résultat annoncé.
|

Le théoréme précédent peut aussi s’énoncer comme suit.

Théoréme 2.15 Pour tout entier naturel non nul n et tout nombre complexe z, on a :

n—1

z”—le(z—wk)

k=0

. 2ikm . . N ) .y 2
ou les wy = e n , pour k compris entre 0 et n — 1, sont les racines n-iemes de 'unité.

n—1
Démonstration. Le polynoéme P (z) = 2" — 1 — [] (# — wi) est nul ou de degré au plus
k=0
n—1
égal a n — 1 (le coefficient dominant de [] (z — wy) est z") et s’annule en n points distincts
k=0
(les wy), c’est donc le polynéme nul. [
Exemple 2.1 Les racines cubiques de ['unité sont :
wo =1,
2ir 2r\ .. (2« 1 V3
W1 =€ 3 = CoS <?) + 2SIn (?) =73 —1—27
din _2in 2m .. (27 1 V3
wy=es =e 3 =cos|— | —isin|— | =—=—i—
? 3 3 2 2

La racine w; est usuellement notée j et wy = j.

Corollaire 2.3 Soit n un entier naturel non nul. Tout nombre complexe non nul a = pe® a
exactement n racines n-iémes données par :

0 2ikm
Uy = Upwy, = Y/pe'ne n

0<k<n-1)
Exercice 2.32 Résoudre dans C ’équation 2% = (z) 2. Combien l’équation a-t-elle de solutions ?

Solution 2.32 On voit que z = 0 est solution.

0

: : 2km
Si 2% =(2)% avec 2 # 0, alors |z| = 1, donc z = € et € =1, s0it 0 = —— avec k € 7, ce qui

donne les 8 solutions 't ou k € {0,1,---,7}. Donc 9 solutions au total.

Exercice 2.33 Résoudre dans C [’équation z* = (z)%.

Solution 2.33 On voit que z = 0 est solution.

Pour z # 0, on écrit que z = pe® avec p > 0 et 0 € [0,2n] et de z* =(2)%, on déduit que
e® =1, soit O = ?W avec k € {0,1,---,7}. Les solutions non nulles de cette équation sont

donc les nombres complezes de la forme pei%r ou p est un réel strictement positif et k est un

entier compris entre 0 et 7. L’ensemble S des solutions est donc infini, c’est la réunion des
T

quatre droites Dy d’équation polaire 0 = k— ou k est entier compris entre 0 et 3. Dy est ['axe

des x, D1 la diagonale d’équation y = x, Doy l'axe des y et D3 la diagonale d’équation y = —x.
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Exercice 2.34 Déterminer, pour n entier naturel non nul, toutes les racines n-iémes de —1.

Solution 2.34 I s’agit de résoudre 'équation z™ = —1 = e'™. Les solutions de cette équation
sont les :
up = e T (0<k<n—1)

Exercice 2.35 En notant, pour n entier naturel non nul, (Wk)ogkgn—l la suite de toutes les

n—1 n—1

racines n-iemes de l'unité, montrer que pourn > 2, on a > wy =0 et [] wp = (=1)""".
k=0 k=0
Solution 2.35 On a :
n—1 n—1 1 W
_ k_ 1
S SR
k=0 k=0

(m = ———= étant entier, on a bien (ew)m = ¢"™). De la premiére identité, on déduit que :
2
n—1 n—1
2k 2k
g cos( W) E sm< 7T)—0
. nn—1) ‘ .
Remarque 2.3 La parenthése (m = — 5 étant entier ... ) est due a la remarque du

pointilleux lecteur qui voudrait montrer que —1 = 1 comme suit :
29T 1 24T 3 Loin i
(1:e ):><1:12:(6 )2262 =e :—1)

Exercice 2.36 Montrer que, pour tout entier n > 1, l’ensemble des racines 2n-iemes de ['unité
est aussi donnée par :

r%z{—Luu{é?|1§k§n—1}u{

En déduire que, pour tout nombre compleze z, on a :

— km
n_ 1= —1” -2 — 1]).
Z z _( cos(n)z+)

zkﬂ'

\1<k<n—@

Solution 2.36 Ces racines 2n-iémes sont les :

2ikm

wp =€ =e'n 0<k<2n-1).

T

Pour k =0, on a wg = 1, pour k =n, on aw, = e = —1 et pour k = 2n — j compris entre
n+let2n—1,ona:

i{2n—j}m —ijm
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ce qui donne le résultat attendu.
On a donc, pour tout nombre compleze z :

2 1= (z—1) (2 + 1)k:1 (=) (- e)
(2o H (2= (5 +e%) 2 1)
= (&% - 1)§ (z2 — 2cos (’jl—ﬁ) z+1)

Exercice 2.37 Résoudre dans C I’équation 2% + 2* +1 = 0.

Solution 2.37 Si z est solution de cette équation, alors t = z* est solution de t> +t +1 = 0,
3

ce qui donne t # 1 et :O,donct:j:e% out=j=j>

t—1
Il s’agit alors de calculer les racines quatriemes de j et de j, ces racines sont les :

5= e (E105) ez = e 1(5H65) (0 <k < 3)

soit : 3 /3
i 3 1 % , 1 V3
= 6 — —— — = — [ — -
Zp=2¢ 5 + 5’ z1=¢€ 7 5 +1 5
p=€"6 = —2, zmy=e€"3 = —2z

et leurs conjugués.

On peut aussi procéder comme suit. St z est solution de cette équation, il est alors non nul et
1 1)° 1 1\?

22414+ —==0,s0it [ 22+ — | =1, donc 2>+ ==+1, soit ( 2+~ ) —2 =21, c’est-a-dire

z4 22 22 z

1\? 1\?
(z—l——) zlou(z+—) = 3.
z z

1\? 1 341
Si (z+—) =1, 0n aalors z+— = £1, soit 22+ 2z+1 = 0 avec z # £1 ou encore z ] =0,
z z z

ce qui donne les 4 solutions, j,7, —7, —j.

1\? 1 VAW
Si (z+—) =3, on a alors z+— = j:\/g, soit 224+/32+1 =0 ou encore (zi— —) = —
z z

2
V3

ce qui donne les 4 autres solutions, zg = — +

T _
9 5720,—20,—20‘

2.8 Représentation géométrique des nombres complexes

On suppose connu le plan affine euclidien que 'on note P et que 'on muni d’un repére
orthonormé direct (pour utiliser les angles orientés de vecteurs) R = (O, uw, V)

Un point M de ce plan est repéré par ses coordonnées (z,y) € R?, ce qui signifie qu'on a
I’égalité vectorielle OM =27 +y7. -

On notera AB la distance de A & B et (v_f, U5 ) I'angle orienté des vecteurs vy, vs.

L’application ¢ qui associe a tout nombre complexe z = xz+iy le point M (z) de coordonnées
(z,y) dans le repére R réalise une bijection de C sur P.
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Tout point M du plan P s’écrit donc de maniére unique M = M (z) et peut ainsi étre identifié
au nombre complexe z. Le plan P muni de cette identification est appelé plan complexe ou plan
d’Argand-Cauchy.

Si M € P s’écrit M = M (z), on dit que z est l'affixe de M et M le point image de z. Le
vecteur O—]\j est aussi appelé vecteur image de z et on dit que z est affixe de O—]\j .

En utilisant cette identification entre P et C, on peut donner les interprétations géométriques
suivantes ou a, b, z,z’,--- désignent des nombres complexes et A, B, M, M’,--- leurs images
respectives dans P :

laxe O, est identifié & I’ensemble des nombres réels;
I'axe O, est identifié¢ & I'ensemble des imaginaires purs;
—

a + b est I'affixe du sommet C' du parallélogramme OAC'B défini par OC = 0A +OB;
|z| = OM est la distance de O a M ;
|b—a| = AB est la distance de A & B;
’ensemble des nombres complexes z tels que |z —w| = p est identifié au cercle de centre
Q2 (w) et de rayon p > 0;
I'ensemble des nombres complexes z tels que |z —w| < p [resp. |z —w| < p| est identifié
au disque ouvert [resp. fermé| de centre 2 (w) et de rayon p > 0;
pour A # B, le point M est sur la médiatrice du segment [AB] si, et seulement si,
|2 —al =z —0[;

— —
R (Z7') est égal au produit scalaire OM - OM’;

—
si f est un argument de z, c’est alors une mesure de I’angle orienté <7, OM ) ;
plus généralement si les points A, B, C' sont deux a deux distincts alors un argument de

c—a ) = —
2 est une mesure de l'angle orienté <AB, AC’) ;

—a
si les points A, B, C' sont deux a deux distincts, alors les points A, B, C' sont alignés si, et

seulement si, b — a et ¢ — a ont méme argument modulo 7, ce qui équivaut encore a dire

que est réel ou encore que (b — a) (¢ — a) est réel;

— —

si les points A, B, C' sont deux a deux distincts, alors les vecteurs AB et AC' sont ortho-
T

gonaux si, et seulement si, arg (b — a) = arg (¢ — a) + 5 modulo 7, ce qui équivaut encore

a dire que est imaginaire pur ou encore que (b — a) (¢ — a) est imaginaire pur;

c—a
si les points A, B, C, D sont deux a deux distincts, alors ces points sont cocycliques si, et
seulement si, les angles <AC’, AD) et <BC’ , BD) sont égaux modulo 7, ce qui équivaut

d—a d—>b
et

encore a dire que ont méme argument modulo 7, ou encore que I'argument

CcC—a C —
de % est nul modulo 7, ce qui revient a dire que (d — a) (¢ — b) (¢ — a) (m>
est réel;

1 n
pour tout entier naturel non nul n, — 3 z, est l'affixe de I'isobarycentre de la famille de
=1

points (Mk)1gkgn .

Les nombres complexes peuvent étre utilisé pour décrire quelques transformations géomé-
triques de P. Ainsi :

—
z +— z + a est la translation de vecteur OA;
z +— —z est la symétrie par rapport a O ;
z +— Z est la symétrie orthogonale par rapport a 'axe O, ;



LAV LU VUL PO R UL LIUVLLLVL VO LULLIpJIvA LD

— 2z +— —7Z est la symétrie orthogonale par rapport a I'axe O, ;

— pour tout réel p > 0, z — pz est ’homothétie de rapport p et de centre O ;

— pour tout réel 0, z — ez est la rotation de centre O et d’angle §;

— pour tous nombres complexes a,b avec a ¢ {0,1} d’argument 6, 'application z — az +

et de

b est la composée commutative de la rotation d’angle 6 et de centre ()
—a
’homothétie de centre O et de rapport |a|, on dit que cette application est la similitude
directe de centre €, de rapport |a| et d’angle arg (a) .
Les résultats de ce paragraphe sont supposés acquis a la sortie du lycée (peut-étre suis-je
optimiste 7).

Exercice 2.38 Soit a = pe? un nombre complexe non nul et n un entier naturel non nul. Mon-
trer que les racines n-iemes de o se déduisent des racines n-ieme de ['unité par une similitude

0
directe de centre 0, de rapport /p et d’angle —.
n

Solution 2.38 Les racines n-iemes de o sont les :

- 04+2km -2k

.9
2= Ypet n = penen (0<k<n-—1)
ou les ei%Tﬂ, pour k compris entre O et n — 1, sont les racines n-ieme de ['unité.

Exercice 2.39 Soient 0 < a < b et A > 0 des réels. Déterminer l'ensemble des nombres
complexes z tels que :

(lignes de niveau de 'application z —

B

Solution 2.39 On a nécessairement z # b. En écrivant z = x + iy, [’'égalité

=\ qui

est équivalente o |z — al® = A2 |z — b|* s’écrit aussi :
(x — a)2 +y? = \? ((93 — b)2 + y2)

ou encore :
(N =1) (2 +9%) +2(a—bX*) z+ (Nb* — a®) = 0.
Si A =1, on obtient 2 (a —b) z + (b*> — a?) = 0, soit
a>—b>  a+b

xZQ(a—b) 2

et y est un réel quelconque. L’ensemble des points cherché est donc la droite d’équation x =
+b o

22 Clest la médiatrice du segment [AB], ot A = (a,0) et B = (b,0).

StA#1,0na:

a — b\? A2h? — a?
)+ 25 e N
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soit :
a — bA? 2+ o [(a—DbA\2\7 A2 —a?
r— — = — -
1— 2 4 X1 X1
1 2\ 2 2 2;2

1

ey

a’A* = 2abX\* + b*\?)

A% (b a);

e
)2
L’ensemble des points cherché est donc le cercle de centre 0 = O; b)\ ) et de rayon
A(b—a)
A% — 1]

Par exemple I’ensemble des nombres complezes z tels :

|z — 1] B
z—2]

Sl -

est le cercle de centre Q = (0,0) et de rayon /2.
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3

Espaces vectoriels réels

3.1 L’espace vectoriel R"

On peut utiliser les nombres réels x € R pour représenter tous les points d’une droite, les
couples de réels (z,y) € R? pour représenter tous les points d’un plan et les triplets de réels
(x,y,z) € R? pour représenter tous les points d’un espace.

De maniére plus générale, étant donné un entier naturel non nul n, on appelle vecteur tout

élément du produit cartésien R” = R X R x --- X R (répété n fois). Ces vecteurs sont des
T

. , p , L2 .

listes ordonnées de n réels x1,xq9, -+ ,x, et seront notés xr = . ou plus simplement
Ty

T = (%;),<;<, €t on dit que les z; sont les composantes du vecteur z.

La représentation sous forme de vecteurs colonnes sera justifiée plus loin par 'utilisation du
calcul matriciel.

On peut naturellement munir cet ensemble d’une opération interne d’addition notée + et
définie par :

Vo = (xi>1§i§n eR”, Vy = (?/z’)1§¢§n eER", z+y= (2 + yz‘)1§z‘gn

On dit que cette opération est interne car elle associe a deux éléments x et y de R™ un élément
x+y de R".

Des propriétés de I'addition des réels, on déduit facilement que cette opération d’addition
vérifie les propriétés suivantes :

(1) elle est commutative, ce qui signifie que pour tous vecteurs x et y,onaz+y =y + x;

(77) elle est associative, ce qui signifie que pour tous vecteurs =,y et z, on a z + (y + 2) =
(x+y)+2;

(77i) le vecteur nul 0 = . est un élément neutre pour cette addition, ce qui signifie que
0
pour tout vecteur ronaz+0=04+2=x;

(iv) pour tout vecteur x = (z;),.,., € R", le vecteur 2’ = (—z;),.,., est tel que z + 2’ =
'+ x =0, on dit que 2’ est un opposé de x et on le note —z.

79
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Tout cela se résume en disant que 1’ensemble R™ muni de ’addition, que 'on note (R™, +),
est un groupe commutatif.
De méme, on peut naturellement munir R™ d’une multiplication externe définie par :

VAER, Vo = (2i) 10, €R™, Aoy = (A 2i)14icyy

On dit que cette opération est externe car elle associe & un réel A (en dehors de R™) et a un
élément x de R™ un élément A - x de R™.

On écrira plus simplement Az pour A - x.

La encore des propriétés de I'addition et de la multiplication des réels, on déduit que cette
opération externe vérifie les propriétés suivantes :

(v) pour tout réel \ et tous vecteurs x et y, on a A (z +y) = A\x + \y;
(vi) pour tous réels A, u et tout vecteur x, on a (A + p)x = Az + px;
(vii) pour tous réels A, et tout vecteur z, on a A (uz) = (Ap) x;

(viit) pour tout vecteur z, on a lx = x.

Tout cela se résume en disant que I’ensemble R™ muni de cette addition interne et de cette
multiplication externe, que I'on note (R", +,-), est un espace vectoriel.

3.2 Définition d’un espace vectoriel réel

De maniére plus générale, on donne la définition suivante.

Définition 3.1 On appelle espace vectoriel réel tout ensemble non vide E muni d’une addition
interne (x,y) € E X Ew— x4y € E et d’'une multiplication externe (\,z) E R X Ew+— Az € E
vérifiant les propriétés (i) a (viii) précédentes.

Pour simplifier, on dira espace vectoriel pour espace vectoriel réel.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs.

Dans un espace vectoriel I’élément neutre pour l'addition est noté 0 et on dit que c’est le
vecteur nul et le symétrique d'un vecteur x est noté —x et on dit que c’est 'opposé de .

On vérifie facilement que le neutre 0 est unique, c’est-a-dire que c’est I'unique élément e de
E tel que x + e =e+x =z pour tout x € E (on a e = e+ 0 puisque 0 est neutre et e +0 =0
puisque e est neutre, donc e = 0), que pour tout z € E 'opposé —x est unique (si ' est un
autre opposé, de z + z’ = 0, on déduit que (—z) + (z +2') =2’ = (—z) + 0 = —x) et que tout
élément de E est simplifiable, c¢’est-a-dire que pour tous z,y, z dans E l'égalité x + y =z + 2
équivaut a y = z (il suffit d’ajouter —x aux deux membres de cette égalité).

Pour z,y dans E, la somme x + (—y) est simplement notée x — y.

Exemple 3.1 L’ensemble C des nombres complexes est un espace vectoriel réel.

Exemple 3.2 On rappelle qu’une suite réelle est une application v définie sur N et a valeurs
réelles. L’ensemble de toutes les suites réelles est un espace vectoriel réel.

Exemple 3.3 Plus généralement, étant donné une partie I non vide de R, l’ensemble E de
toutes les applications de I dans R est un espace vectoriel réel.

Exemple 3.4 L’ensemble noté R [x] des fonctions polynomiales réelles (on dira plus simple-
apx® pour
=0

ment polynomes réel), c’est-a-dire [’ensemble des fonctions P définies par P (x) =
k
tout réel x, ot les coefficients ay sont réels, est un espace vectoriel réel.
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Exemple 3.5 L’ensemble F des polynomes trigonométriques, c’est-a-dire l’ensemble des fonc-

tions P définies par P (z) = > (ax cos (kx) + b sin (kx)) pour tout réel x, ou les coefficients
k=0
ay et by sont réels, est un espace vectoriel réel.

Exercice 3.1 Montrer que dans un espace vectoriel E, [’égalité Ax = 0 ou \ est un réel et x
un vecteur est équivalente a A =0 ou x = 0.

Solution 3.1 Pour tout vecteur x, on a :
Ocz4+x=0-24+1-2=0+1)z=1-2==x
et simplifiant par x (ce qui revient & ajouter —x aux deux membres de cette égalité), on aboutit

a0-z=0.
De méme, pour tout réel A\, on a :

A0=XA-(04+0)=XA-0+A-0

et simplifiant par X -0, on aboutit a -0 = 0.
Supposons que A\x = 0. Si A\ = 0 c’est terminé, sinon \ est inversible dans R et :

r=1-2= (%A)xz%()\x)zi():().
Exercice 3.2 Montrer que dans un espace vectoriel E; on a (—1)x = —x pour tout vecteur x.
Solution 3.2 Pour tout réel x, on a :
z+(-l)z=1-24+(-l)z=1-1)z=0-2=0
et (—1)x = —x puisque l'opposé de x est unique.
Définition 3.2 Soient E' un espace vectoriel réel, n un entier naturel non nul et x,y,xy, -+ , T,

des éléments de E.
On dit que y est colinéaire a x s’il existe un réel \ tel que y = A\x.

Plus généralement, on dit que y est combinaison linéaire de x1,--- ,x, s’il exriste des réels
n

Ay Ay tels que y = D Ay
k=1

On peut remarquer que, par définition, un espace vectoriel réel est stable par combinaison
linéaire, c’est-a-dire que si x1,--- ,x, sont dans E et A\, ---, ), dans R, alors la combinaison
n
linéaire > Ayzj est encore dans E.

=1
En s’inspirant de la construction ’espace vectoriel R™ comme produit cartésien de p exem-

plaires de I’espace vectoriel R, on vérifie facilement que le produit cartésien F' = Fy x - - - X F}, de
p espaces vectoriels Fy,-- -, F), est naturellement muni d'une structure d’espace vectoriel avec
les lois définies par :
{ r+y=(x14+y, Ty +Yp)
Ar = (Axy, -+, Azp)

oux = (21, - ,2p),y=(y1, - ,yp) sont deux éléments de F' et A un réel.
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3.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 3.3 Soit E un espace vectoriel. On dit qu’une partie F de E est un sous-espace
vectoriel de E si :

1. le vecteur 0 est dans F';

2. pour tous vecteurs x,y dans F et tout réel \, les vecteurs x +y et \x sont dans F.
L’appellation sous-espace vectoriel est justifiée par le résultat suivant.
Théoréme 3.1 Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel est un espace vectoriel.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel E.

Comme F' contient 0, il est non vide.

Le deuxiéme point de la définition nous dit que I'addition des vecteurs et la multiplication
d’un vecteur par un réel restreintes a F' y définissent bien respectivement une opération interne
et externe.

[’addition des vecteurs qui est commutative sur E 1’est en particulier sur F.

L’élément neutre 0 pour I'addition est bien dans F.

Tout vecteur = € F' admet un opposé —x € E et en écrivant que —x = (—1) z, on voit que
—x est bien dans F.

Les propriétés (v) a (viii) vérifiees dans F le sont en particulier dans F. u

De maniére équivalente, on peut dire qu'une partie F' d’un espace vectoriel E est un sous-
espace vectoriel si, et seulement si, F' est non vide et pour tous vecteurs x,y dans F, tous réel
A, b, le vecteur Az + py est dans F.

Exercice 3.3 Justifier l’affirmation précédente.
Solution 3.3 Laissée au lecteur.

De maniére plus générale, un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel est une partie non
vide stable par combinaison linéaire.

Exercice 3.4 Justifier l'affirmation précédente.

Solution 3.4 Laissée au lecteur.

Exemple 3.6 Si E un espace vectoriel, alors {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
Exemple 3.7 R et [’ensemble des imaginaires purs sont des sous-espaces vectoriels réels de C.

Exercice 3.5 Montrer que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E est un sous-espace vectoriel. Qu’en est-il de la réunion ?

Solution 3.5 Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. L’intersection H = FNG contient

0 puisqu’ils sont dans F' et G et pour tous x,y dans H, A\, i dans R, le vecteur \x + uy est dans

F et G, donc dans H. En définitive, H est un sous-espace vectoriel de E.

En général la réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas un sous-espace vectoriel.
x

Par exemple dans R?, les ensembles F' et G définis par F = {( 0 ) |z € R} (Uazxe des x) et

G = {( 2 ) |z € R} (Uaxe des y) sont des sous-espaces vectoriels, mais pas F'U G puisque

( (1) ) et ( (1) ) sont dans cette réunion, mais pas leur somme ( } ) .
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Exercice 3.6 Soient F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F'U G est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si ' C G ou G C F.

Solution 3.6 Si F C G [resp. G C F/, on a alors FUG = G [resp. F UG = F| et c’est un
sous-espace vectoriel de E.

Réciproquement supposons que F'U G soit un sous-espace vectoriel de E. Si F ¢ G et G € F,
il existe alorsx € F\ G ety € G\ F, donc comme x ety sont dans F UG, il en est de méme
de v+ 1y, mais x +y € F entraine y = (x +y) —x € F, ce qui nest pas et v +y € G entraine
r = (x+4+y)—y € G, ce qui n'est pas, il y a donc une impossibilité et on a nécessairement
FCcGouGCPF

Exercice 3.7 On désigne par F [’espace vectoriel des fonctions de R dans R et par P [resp.
7] le sous-ensemble de F formés de toutes les fonctions paires [resp impaires| de R dans R.
1. Montrer que P et I sont des sous-espaces vectoriels de F.

2. Calculer PNT.

3. Montrer que toute fonction f € F, s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire. Ce résultat se traduit en disant que F est somme directe
des sous-espaces P et I et on note F =P B T.

Solution 3.7

1. La fonction nulle est a la fois paire et impaire donc dans P et dans . Si f,g sont deux
fonctions paires [resp impaires], il en est alors de méme de f + g et de A\f pour tout réel
A. Les ensembles P et I sont donc bien des sous-espaces vectoriels de F.

2. Dire qu’une fonction [ est dans PNZL signifie qu’elle est a la fois paire et impaire et donc
que pour tout réel x, on a :

fa)=f(-2)=—f()
ce qui revient a dire que f (x) =0. On a donc PNZ = {0}.
3. Pour toute fonction f € F, la fonction g [resp. h] définie sur R par :

fx) + f (=) flx) = f(=2)

g(x) = 5 [resp. h(x) = 5 /

est paire [resp. impaire] et f = g+ h. Si (¢', ') est un autre couple dans P x I tel que

f=4g+h, la fonction g — g =h — h est dans P NI donc nulle et g =g', h =h'. Une

telle écriture est donc unique.

Par exemple si f est la fonction exp, les fonctions g et h sont les fonctions hyperboliques
et +e’ " et —e™”

ch et sh définies par ch (z) = S et sh(z) = 5

Définition 3.4 Dans l’espace R™, ou n est un entier naturel non nul, on appelle droite vecto-
rielle tout sous-ensemble de la forme :

D={Xa|XeR}
ot a est un vecteur non nul donné.

On notera D = Ra une telle droite.
On a donc, en notant a = (ag),<p<,, » pour tout & = (xx),cpc, € R":

(xeD)s (INeR | Ve {1,2,--- ,n}, zp = Aay)
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Une telle représentation est appelée représentation paramétrique de la droite D.

Cette définition correspond bien & la notion de droite vectorielle du plan R? ou de I’espace
R3 étudiée en Lycée.

On vérifie facilement quune droite de R™ est un sous-espace vectoriel.

Pour n =1, D = R est la seule droite vectorielle puisque, pour tout a # 0, tout réel x peut

x
s’écrire x = —a = Aa, donc R C Ra C R et R = Ra.
a

Définition 3.5 Dans l’espace R™, oun > 2, on appelle plan vectoriel tout sous-ensemble de la
forme :
P={Xa+ub|(\p) eR?}

ot a et b sont deux vecteurs non colinéaires donnés.

On notera P = Ra & Rb un tel plan.
On a donc, en notant a = (ag);<p<,, €t b= (bg),<p<,, , POUr tout = ()<, € R :

(zeP)e (M) eR| Ve {1,2,-,n}, zx = Aay + uby)

Une telle représentation est appelée représentation paramétrique du plan P.

La encore cette définition correspond bien a la notion de plan vectoriel de I’espace R? étudiée
en Lycée.

On vérifie facilement qu’un plan de R™ est un sous-espace vectoriel.

Une partie finie d’'un espace vectoriel E distincte de {0} n’est pas un sous-espace vectoriel,
mais & partir d’'une partie finie de vecteurs de E, on peut engendrer un sous-espace vectoriel
en s’inspirant des définitions de droites et plans.

Théoréme 3.2 Soient E un espace vectoriel et xq,--- ,x, des éléments de E. L’ensemble F
de toutes les combinaisons linéaires de x1,--- ,x, est un sous-espace vectoriel de E.
n n n
Démonstration. I’ensemble F' contient 0 = > 0 -z et pour x = > M\, ¥y = Y [Tk
k=1 k=1 =1

dans F' et A\, dans R, on a :

n

Aoty =Y (A + p) vy € F
k=1

donc F' est bien un sous-espace vectoriel de F. [ ]

Définition 3.6 Awvec les notations du théoréeme précédent, on dit que F' est le sous-espace vec-

toriel de E engendré par xi,--- ,x, et on le note F' = (x1,--- ,x,), ou F' = Vect {1, -+ ,x,}
n

ou encore F' = > Ruay.
=1

Remarque 3.1 Si tous les xy sont nuls, alors F' = {0} .

Exemple 3.8 Dans l’espace R [x] des fonctions polynomiales, pour tout entier naturel non nul
n, le sous-espace vectoriel engendré par 1,x,--- ,x" est formé de [’ensemble des polynomes de
degré au plus égal a n, on le note R, [x] (le cas n =0 correspond auzx polynémes constants).
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De maniére un peu plus générale, on peut définir le sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
E engendré par une famille X non vide de F (non nécessairement finie) comme 1’ensemble
F = Vect (X)) (ou F' = (X)) de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de X. Un vecteur x

de E est donc dans Vect (X) si, et seulement si, il existe un entier p > 1, des vecteurs zy,-- - , z,
p
dans X et des réels Ay, -+, A, tels que z = Y A\pay.
k=1

Le théoréme qui suit nous donne deux définitions équivalentes de Vect (X).

Théoréme 3.3 Si X est une partie non vide d’un espace vectoriel E, Vect (X) est l'intersection
de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X. C’est aussi le plus petit (pour
Pordre défini par Uinclusion) sous-espace vectoriel de E qui contient X, ¢’est-a-dire que Vect (X)
contient X et est contenu dans tout sous-espace vectoriel de E qui contient X.

On peut aussi définir des sous-espaces vectoriels de R™ en utilisant des équations linéaires
(on verra plus loin, avec la notion de base, que cela est encore possible pour n’importe quel
espace vectoriel).

Théoréme 3.4 Etant donnés un entier naturel non nul n et n réels non tous nuls a1, - - - , Gy,
l’ensemble :
n
F = {x = (xi)lgign e R" | Zakxk = O}
k=1

est un sous-espace vectoriel de R™.
Démonstration. Il suffit de vérifier. [ ]
Remarque 3.2 En fait si tous les ay sont nuls, F' est encore défini et c’est R™ tout entier.

Pour n =1, on a a; # 0 et cet espace F' est réduit a {0}.
Pour n = 2, on a (a1, as) # (0,0) et supposant par exemple que ay # 0, I'équation a;z; +
a

. . 1 L
asxy = 0 équivaut a ro = ——uxq, ce qui signifie que F' est ’ensemble des vecteurs de la forme :
a

2
r =T ai
Caz

ou z7 décrit R, ce qui équivaut encore a dire que I’ est ’ensemble des vecteurs de la forme :

a(5) ()
a2 —a1 —ag

ou A décrit R. En définitive F' est la droite engendrée par < a; ) .
—a

Pour n = 3, on a (a1, as,a3) # (0,0,0) et supposant par exemple que az # 0, 'équation
aq

L. . as
a1T1 + asTe + azrs = 0 équivaut a ro = ——xl — —x9, ce qui signifie que F est ’ensemble des
as as

vecteurs de la forme :
1 0
T =1 0 + Ty 1
_a _az

as as
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ol (1, z) décrit R? ce qui équivaut encore a dire que F est 'ensemble des vecteurs de la
forme :

T as Ts 0 as 0
r=— 0 + — as = 0 + 1 as
4\ —q 3\ —q, —ay —as
as 0
ou (A, p) décrit R?, les vecteurs 0 et as étant non colinéaires puisque az # 0.
- —as
as 0
En définitive F est le plan engendré par 0 et as
—a —das

De maniére générale, on donne la définition suivante.

Définition 3.7 Etant donné un entier naturel non nul n, on appelle hyperplan de R"™ tout
sous-espace vectoriel de la forme :

H = {x = ($i)1gign € R" | Zakxk = O}

k=1
ou les réels ay,- - ,a, ne sont pas tous nuls.
n
On dit aussi que H est I'hyperplan d’équation »_ apxy = 0.
k=1

Dans l'espace R? l'intersection de deux plans vectoriels distincts est une droite.
Plus généralement, on a le résultat suivant.

Théoréme 3.5 Etant donnés deux entiers naturels non nuls n et p, des réels ayq,--- a1y,
©, Qp1,t, Gpp, Uensemble :

F= {x = (%i)1<ijcn €ER" | Za@kxk =0(1<i< p)}

k=1

est un sous-espace vectoriel de R™.

On dit que F est le sous-espace vectoriels de R™ d’équations linéaires :

n
Z a1 kT = 0
k=1

n
> aptr =0
k=1

3.4 Applications linéaires

Pour ce paragraphe, on désigne par F et F' deux espaces vectoriels. On note 0 le vecteur nul
de FE et aussi celui de F. En toute rigueur il faudrait noter Og et Op ces vecteurs nuls, mais en
fonction du contexte on sait en général de quel vecteur nul il s’agit.



Lippiivaviviio uvall Lo ol

Définition 3.8 On dit qu’une application u de E dans F est linéaire (ou que c’est un mor-
phisme d’espaces vectoriels) si pour tous vecteurs x,y de E et tout réel X, on a :

{ u(+y) =u(@)+u(y)
u(Axr) = u (z)

Remarque 3.3 Une application linéaire u de E dans F' transforme Og en Op et l'opposé de x
dans E en lopposé de u (x) dans F. En effet, on a :

w(0)=u(04+0) =u(0)+u(0)

donc u (0) =0 et :
0=u(0)=u(z+(—2)) =u(x)+u(—x)

et donc u(—x) = —u(x).

Exemple 3.9 Pour tout réel A\, l’application u : x — Ax est linéaire de E dans E. On dit que
c’est I’homothétie de rapport . Pour A = 1, cette application est l’application identité et on la
note Idg ou Id.

Exemple 3.10 Pour tout entier j compris entre 1 et n, Uapplication u définie sur R™ par
u(r) = x5, si x = (Ti)<4c, est linéaire de E dans R. On dit que c’est la j-ieme projection
canonique.

Exemple 3.11 Une translation de vecteur non nul x — x + a, définie de E dans E, n’est pas
linéaire.

Exemple 3.12 Etant donné un intervalle réel I, la dérivation f — f' est linéaire de Uespace
vectoriel des fonctions dérivables de I dans R dans [’espace vectoriel des fonctions de I dans
R.

On notera £ (F, F') 'ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F.
Si u et v sont deux applications linéaires de E dans F, u + v est 'application définie sur F
par :
Vee B, (u+v)(z) =u(x)+v(x)

et pour tout réel A\, \u est 'application définie sur F par :
Ve e B, (M) () = du(x).

Il est facile de vérifier que u + v et Au sont aussi des application linéaires de E' dans F. On a
donc ainsi défini une addition interne sur £ (E, F') et une multiplication externe. Le résultat
qui suit se démontre alors facilement.

Théoréme 3.6 L’ensemble L (E, F) de toutes les applications linéaires de E dans F muni de
ces deux opérations est un espace vectoriel réel.

Dans le cas ou F' = E, on note plus simplement £ (F) pour L (E, F).

Les éléments de £ (E) sont aussi appelés endomorphismes de F.

La composition des applications permet aussi de construire des applications linéaires a partir
d’applications linéaires données.
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Théoréme 3.7 Soient E, F,G des espaces vectoriels, u une application linéaire de E dans F
et v une application linéaire de F' dans G. La composée v o u est alors une application linéaire

de E dans G.
Démonstration. Il suffit de vérifier. ]

Théoréme 3.8 Si u est une application linéaire de E dans F, on a alors pour tout entier
naturel non nul n, tous vecteurs xq,--- ,x, de E et tous réels Ay, , A\, :

Démonstration. On procéde par récurrence pour n > 1. Pour n = 1, on a bien u (Ax) =
Au (x) pour tout réel A et tout vecteur x par définition d’une application linéaire.
Pour n = 2, toujours par définition d’une application linéaire, on a pour tous vecteurs x,y et
tous réels A, p :
u Az + py) = u(Ax) + u (py) = A (z) + pu (y) -

Supposant le résultat acquis au rang n > 2, on se donne n+ 1 vecteurs xy,--- ,x,, 11 et n+1
réels A\i, -+, A\, A\prq et on a:
n+1 n
u <Z )\kxk) =u < )\kxk> + u (A1 ZTnt1)
k=1 k=1

= Z et (25) + A1t (2941)
k=1
n+1

Définition 3.9 Soit u une application linéaire de E dans F.
Le noyau de u est [’ensemble :

ker (u) ={z € E|u(x) =0}

et limage de u l’ensemble :

Im (u) ={u(z) |z € E}.

Théoréme 3.9 Le noyau d’une application linéaire u de E& dans F' est un sous-espace vectoriel
de E et son image un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. On a vu que ker (u) contient 0 et pour z,y dans ker (u), A, u dans R, on
a:
u(Az + py) = A (x) + pu (y) =0

ce qui signifie que Az + py € ker (u). Donc ker (u) est bien un sous-espace vectoriel de E.
De maniére analogue, en utilisant la linéarité de u, on montre que Im (u) est un sous-espace
vectoriel de F. [ ]

Théoréme 3.10 Soit u une application linéaire de E dans F.
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1. L’application u est injective si, et seulement si, ker (u) est réduit a {0} .

2. L’application u est surjective si, et seulement si, Im (u) = F.

Démonstration.

1. Supposons u injective. Pour tout = € ker (u), on a u (z) = u (0) et nécessairement x = 0
puisque u est injective. Donc ker (u) = {0} .
Réciproquement, supposons que ker (u) = {0} . Si 2,y dans E sont tels que u (z) = u (y),
on a alors u (z —y) = u(x) —u(y) =0, c’est-a-dire que x — y € ker (u) et donc = = y.
2. Ce résultat est en fait valable pour toute application de E dans F' (la linéarité de u
n’intervient pas ici).

|
Les applications linéaires de £ dans R ont un statut particulier.
Définition 3.10 On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans R.
Exemple 3.13 Etant donné un segment [ = [a,b] non réduit a un point, Uapplication f —

b
/ f (z) dx est une forme linéaire sur ’espace vectoriel des fonctions continues de I dans R.

Exercice 3.8 Montrer qu’une forme linéaire ¢ sur E non identiquement nulle est surjective.

Solution 3.8 Dire que ¢ # 0 signifie qu’il existe un vecteur o € E tel que X\ = ¢ (zg) # 0.
Pour tout réel y, on peut alors écrire :

Y Y
y=7 1P (xo) = ¢ \ %o
soity = ¢ (x) avec x = %xo € E, ce qui signifie que @ est surjective.

Exercice 3.9 On se donne un intervalle réel I non réduit a un point et on désigne par E
I’ensemble de toutes les fonctions dérivables de I dans R et par F [’ensemble de toutes les
fonctions de I dans R.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Déterminer le noyau de Uapplication linéaire u : f +— f' ou [’ est la fonction dérivée de

f
Solution 3.9 Laissée au lecteur.

Exercice 3.10 Soit u une application linéaire de E dans E (i. e. un endomorphisme de E ).
Montrer que :
Im (u) C ker (u) < uou=0.

Solution 3.10 SiIm (u) C ker (u), on a alors u (x) € ker (u) pour tout x € E et u(u(x)) =0,
ce qui signifie que uou = 0.

Réciproquement si uou = 0, pour touty = u (z) € Im (u), on au(y) = u (u(z)) = uou (z) =0,
ce qui signifie que y € ker (u) et Im (u) C ker (u).

Exercice 3.11 On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel que pop = p.

1. Montrer que Im (p) est l’ensemble des vecteurs invariants de p.



Lopjain vLLuUL Lo 1L ULLlo

2. Montrer que Im (p) Nker (p) = {0}.

3. Montrer que tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de
ker (p) et d’un vecteur de Im (p) (on dit que E est somme directe de ker (p) et Im (p), ce
qui se note E = ker (p) ® Im (p) ).

4. Montrer que st p est un projecteur, il en est alors de méme de ¢ = Idg — p et on a
ker (¢) = Im (p) et Im (q) = ker (p) .

Solution 3.11 Laissée au lecteur.

On rappelle que si u est une bijection de E sur F| elle admet alors une application réciproque
notée u~! et définie par :

(yeFetz=u'(y) e @eLety=ul(z)).

1 est aussi 'unique application de F' dans E telle que wou™! = Idp et

Cette application u~
ulou=Idg.
Dans le cas ot u est linéaire, il en est de méme de u~!. En effet si y, 4y’ sont deux éléments

de F ils s’écrivent de maniére unique y = u (z), vy’ = u(2') et on a :

uHy+y) =u (u (@) +u ()
=ult(u@+a))=c+2 =ut(y) +u )

et pour tout réel A :
u () =u Tt Qu(n) =u Tt (u(Ax)) = Az = (y).

Définition 3.11 On appelle isomorphisme de E sur F toute application linéaire bijective de
E sur F.

Dans le cas ot ' = F, un isomorphisme de F sur E est appelé automorphisme de E.
On note GL (F) l'ensemble de tous les automorphismes de E et on dit que GL (E) est le
groupe linéaire de E (I'appellation groupe sera justifiée plus loin).

Exercice 3.12 L’ensemble GL (E) est-il un espace vectoriel ¢

Solution 3.12 Non, sauf dans le cas ot E = {0} .

3.5 La base canonique de R" et expression matricielle des
applications linéaires de R"” dans R™

n

Tout vecteur z = (;),.,.,, de R™ s’écrit > xjei, ol on a noté, pour tout entier k compris
- k=1
entre 1 et n, e, le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la k-iéme qui vaut 1.

L’espace vectoriel R™ est donc engendré par les vecteurs eq, es,- -+ ,¢€,. On dit que le systéme
(1,9, ,€,), que 'on note plus simplement (ey),;,, , est un systéme générateur de R". De
plus par définition du produit cartésien R™ une telle écriture est unique, ce qui se traduit en
disant que le systéme (eg);<,, est un systéme libre.

On dit que (ex.), <4<, est la base canonique de R"™. Nous définirons plus loin la notion de base
d’un espace vectoriel.

Si m est un autre entier naturel non nul, on note (fx),<;<,, la base canonique de R™.
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n
Etant donnée une application linéaire u de £ dans F, on a pour tout vecteur x = > xje;

j=1
de R™ :
n n
u(r) =u ijej = iju (€))
j=1 j=1
et chacun des vecteurs u (e;) , pour j compris entre 1 et n, étant dans R™, il s’écrit :
m
u(e;) = aifi
i=1
On a donc en définitive :
n m m n
w(@) =Y w; ¥ ayfi=Y | D ayz; | fi
j=1 =1 i=1 \j=1
ce qui signifie que les composantes du vecteurs u () sont données par :
n
Yi = Zaij%’ (1<i<m) (3.1)
j=1
Par exemple pour n =m =2, on a :
u(e1) = anrfi + an fo
u(e2) = aiafi + axnfo
et :
u () = y1fr + Y2 fo
avec :
Y1 = 41171 + 1272 (3.2)
Y2 = Q2171 + Q2272

L’application linéaire u est donc uniquement déterminée par les 4 réels a1, ais, as; et ass.
On stocke ces réels dans un tableau a 2 lignes et 2 colonnes :

ai; aig
A=
a1 Q22

an ) est le vecteur u (e1) et la deuxiéme colonne < 2
21 22
u (e2) . Un tel tableau est appelé matrice a 2 lignes et 2 colonnes ou plus simplement matrice
2 x 2.

On traduit les deux égalités de (3.2) en utilisant le produit matriciel :

U1 _ a1 Q12 T
Yo Qo1 Q22 T2

De maniére générale, une application linéaire u de R™ dans R™ est donc uniquement déter-
minée par la matrice A & m lignes et n colonnes :

ou la premiére colonne ) le vecteur

@11 A2 -+ Qin
Q21 Q22 -+ Q2

Am1 Qm2 - Gmn
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ol la colonne numéro j, pour j compris entre 1 et n, est le vecteur :

amj

31 ay; a2 - Qip T
Y2 Q21 Qg2 -+ Q2p T2
Ym m1 Am2 - Qmp Tm
qui s’effectue comme suit :
T
T2 n
Yi = ( Qi1 Q2 Qg ) = g i Tj

j=1
Tm
pour tout ¢ compris entre 1 et m.
Tout cela est compacté en :
y=u(x)ey=Ax
et on dit que A est la matrice de u dans les bases canoniques de R"™ et R™. Si n = m, on dit
simplement que A est la matrice de v € £ (R") dans la base canonique de R".

4 2 -4
Exercice 3.13 Soit u € L (R3) de matrice A = | —6 —4 6 dans la base canonique
-1 -1 1
(e1, e, e3). Déterminer le noyau u.
T
Solution 3.13 L’image du vecteur x = | o est le vecteur :
x3
Y1 4 2 —4 T 4ZL’1 + 2ZL’2 - 4(133
Y2 = —6 —4 6 i) = —6ZE1 - 4ZL’2 + 6[E3
Y3 -1 -1 1 T3 —T] — X2 + X3

Dire que x € R? est dans le noyau de u équivaut o dire que ses composantes sont solutions du
systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues :

4ZL’1 + 21’2 - 41’3 =0
—61’1 — 41’2 + 61L’3 =0
—T1 — To + T3 = 0
L’équation (3) donne xs = 1 + x5 qui reporté dans la premieére donne ro = 0 et x1 = x3.

Réciproquement tout vecteur vérifiant ces conditions est solution du systéme linéaire. Le noyau
de u est donc :

I 1
ker (u) = 0 | =21 0 | =z1(e1+e3)|zeR
T 1

c’est donc la droite vectorielle engendré par le vecteur e; + e3.
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3.6 Matrices réelles

On note M,,, ,, (R) I'ensemble de toutes les matrices & m lignes et n colonnes et a coefficients
réels.

air Q2 -+ Qin
. G21 Qg2 -+ Q2p )
Une matrice , o , dans M, , (R) sera notée A = ((a;;))1<i<m , le pre-
: : o 1<5<n
am1 Am2 - Qmp

mier indice ¢ étant le numéro de ligne et le deuxiéme j, le numéro de colonne.
Pour n = m, on note M,, (R) 'ensemble M,, ,, (R) et dit que c’est ’ensemble des matrices
carrées réelles d’ordre n.

3.6.1 Opérations sur les matrices

Théoréme 3.11 Siu et v sont deux applications linéaires de R™ dans R™ ayant pour matrices
respectives A = ((a; j))1<i<m €t B = ((b;j))1<i<m dans les bases canoniques, alors l'application
1<j<n 1<j<n

linéaire u+v a pour matrice dans ces bases canoniques, la matrice ((a;; + bij))1<i<m . £t pour
1<j<n

tout réel \, la matrice de Mu dans les bases canoniques est la matrice ((Aa;;))1<i<m -
1<j<n

Démonstration. Résulte de :

= Zaijfi + mefz
i=1 =1

et de : " m
(Au) (ej) = Au(ej) = )\Zaijfi = Z)\aijfi (1<j<n)
i=1 i=1

[ |
On définit donc naturellement la somme de deux matrices n X m et le produit d’une telle
matrice par un réel par :

A+ B = ((ai; + bij)h<icm et A = ((Aai;))1<i<m
1<j<n 1<j<n
en utilisant les notations précédentes.
On vérifie alors facilement le résultat suivant.

Théoréme 3.12 L’ensemble M, ,, (R) des matrices réelles a m lignes et n colonnes est un
espace vectoriel.

On note 0 la matrice nulle, ¢’est-a-dire 'élément de M, ,, (R) dont toutes les composantes

sont nulles et pour toute matrice A = ((a;;))1<i<m , on note —A = ((—a; j))1<i<m 'opposé de
) 1<j<n 1<j<n

En explicitant la matrice d’'une composée de deux applications linéaires on définira le produit
de deux matrices.
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On se donne donc une application linéaire v de R” dans R™ et une application linéaire u de
R™ dans R" de matrices respectives B = ((b;;))1<i<m dans M,, ,, (R) et A = ((a;;)) 1<i<r dans
<! 1=

1<j<n <j<m
M, (R).
On note toujours (e),.,,, la base canonique de R™, (fi),<,,, celle de R™ et (gi), <), est
celle de R". o - o
La matrice C' = ((C”>>%§§’“ € M, (R) de uowv € L(R" R") est obtenu en calculant les
>jsn

composantes des vecteurs u o v (e;), pour j compris entre 1 et n, dans la base (gx);<j<, -

On a:
uov(ej) =u(v(ej)) =u <Z bkjfk) = Zbkju (fx)

avec, pour k compris entre 1 et m :

u(fe) = Zaikgi
i=1
ce qui donne :
uov(ej) = Z by (Z aikgz-> = Z (Z aikbkj> Gi
k=1 i=1 i=1 \k=1

et signifie que les coefficients de la matrice C' sont donnés par :

cy= awby (1<i<r, 1<j<n).
k=1

Au vu de ce résultat, on donne la définition suivante.

Définition 3.12 Etant données une matrice A = ((a;;)) 1<i<r € Mym (R) et une matrice
1<5<m
B = ((bij))i<icm € M, (R), le produit AB de A par B est la matrice C' = ((¢;;))1<i<r de
1<j<n 1<j<n
M, (R) définie par :

Cijzzaikbkj (1§2§7’, 1§j§n)
k=1

Et nous venons de montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.13 Siv est une application linéaire de R" dans R™ de matrice B = ((b;;))1<i<m
1Zj<n

dans M, », (R) et u une application linéaire de R™ dans R" de matrice A = ((a;;)) 1<i<r dans
1<5<m

M, (R) dans les bases canoniques, alors la matrice dans les bases canoniques de l'application
linéaire wov de R™ dans R" est la matrice produit C = AB.

Il est important de remarquer que ’on ne peut définir le produit AB que si le nombre de
colonnes de la matrice A est égal au nombre de lignes de la matrice B, ce produit est donc

défini de M, ,,, (R) x M,,,., (R) dans M,.,, (R).

1 -1
Exercice 3.14 Soient A = < _11 ; i) ) etB=1| 0 2 . Calculer AB et BA.
2 3
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7 12

2 0
1 8 1

) et BA = -2

Solution 3.14 On a :AB = (
-1 10

2
2
9

Exercice 3.15 Pour tout réel 0, on désigne par My la matrice réelle :

= ()

Montrer que pour tous réels 6 et 0', on a MgMg = My My = My, o
Solution 3.15 Laissée au lecteur.

Exercice 3.16 On se place dans l'espace Mo (R) des matrices carrées d’ordre 2 ot on note

Iy, = ( (1) (1) ) la matrice identité d’ordre 2.

1. Donner des exemples de matrices A et B telles que AB =0 et BA # 0.
2. Montrer que si AB = I5, alors BA = Is.

Solution 3.16 Laissée au lecteur.

Exercice 3.17 Déterminer dans la base canonique (e1,es) de R* la matrice de l’endomor-
phisme u (sl existe) tel que u(e1) = ae; — ey et uou =u o a est un réel donné.

Solution 3.17 Laissée au lecteur.

Exercice 3.18 Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les réels a et b pour
a+1 a

b b1 ) soit un automorphisme.

que Uendomorphisme u de R? de matrice A = <

Solution 3.18 Laissée au lecteur.

Exercice 3.19 Déterminer, par leur matrice dans la base canonique, tous les endomorphismes
non nuls de R? tels que Im (u) C ker (u). Si u est un tel endomorphisme donner la matrice de
v = Idg + u et montrer que c’est un automorphisme de F.

Solution 3.19 Laissée au lecteur.

L’opération de multiplication des matrices est une opération interne sur 'espace M., (R) des
matrices carrées réelles d’ordre n vérifiant les propriétés suivante :
— elle est associative, c’est-a-dire que pour toutes matrices A, B,C' dans M, (R), on a
A(BC)=(AB)C;
— elle est distributive par rapport a ’addition, c’est-a-dire que pour toutes matrices A, B, C'
dans M, (R),ona A(B+C)=AB+ AC;

— la matrice
10 --- 0
01 0
I, =
00 --- 1

est I’élément neutre pour ce produit, c’est-a-dire que A- I, = I,,- A = A pour toute matrice
A dans M, (R).
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Ces propriétés ajoutées a celle de I'addition des matrices se traduisent en disant que (M., (R), +,.)

est un anneau unitaire.

L’associativité du produit matriciel dans M, (R) permet de définir les puissances successives

d’une matrice A par la relation de récurrence :

Exercice 3.20 Calculer A™ pour tout entier naturel n, ot A =

A0 =,
Vp € N, APt = APA = AAP.

o O =
O = =
— = =

Solution 3.20 On a A° = I3, A' = A et :

1 2 3 1 36
A2=101 2|, A2=|013
001 0 01
1 n a,
En supposant que, pour n > 1, ona A" = | 0 1 n |, ot a, est un entier a déterminer,
0 0 1
on a:
1 n a, 111
A =10 1 n 011
00 1 0 01
1 n+1 n4+a,+1 1 n an
=1 0 1 n + 1 01 n
0 0 0 0 1
avec :

Upi1 = G +1n+ 1.

La suite (ay,),~, est donc définie par la relation de récurrence :

CL1—]_
Vn>1, appr =a, +n+1
ce qui donne :
n(n+1)
2

(vérification par récurrence surn > 1). On a donc, pour tout n >0 :

ap=1+24---+n=

n(n+1)
2
n

1
A"=1 0
0 1

n
1
0
Remarque 3.4 Le produit des matrices dans M,, (R) n’est pas commutatif. Par ezemple pour

1 2 13
A:<34)etB:<24),0na.

5 11 10 14
AB:(H 25)%3142(14 20)‘

On dira que deux matrices A et B dans M,, (R) commutent si AB = BA.
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3.6.2 Matrices inversibles

Définition 3.13 On dit qu’une matrice A dans M,, (R) est inversible s’il existe une matrice

A" dans M, (R) telle que AA" = A’A = I,,. On dit alors que A" est un inverse de A.

Si une matrice A € M,, (R) est inversible son inverse est alors unique. En effet si A” est un
autre inverse de A, on a :

A”:A”In:A”(AA,):(A”A)A/:[nA/:A,,

On note A~! I'inverse de A quand il existe.
On peut aussi remarquer quune matrice inversible A n’est jamais nulle puisque AA™! =

I, #0.

Exercice 3.21 Montrer que si la matrice A € M,, (R) a une colonne [resp. une ligne] nulle,
alors elle n’est pas inversible.

Solution 3.21 En notant Cy,---,C, [resp. Ly, -+, L[ les colonne [resp. lignes| de A, on a
pour toute matrice A’ € M,, (R) :

AA=(A'Cy, - A'CY)

et pour C; =0, la colonne j de A’A est nulle, ce qui interdit l’égalité A’A = 1I,,.
Pour ce qui est des lignes, on écrit que :

LA

AA = :
L,A

cos () — cos (6) ) ot

Exercice 3.22 Montrer que pour tout réel 0, la matrice My = ( sin () cos (6)

versible d’inverse M_y.
Solution 3.22 Laissée au lecteur.

Théoréme 3.14 Si A € M, (R) est inversible, alors A™" est aussi inversible et (A™1)™" = A.
Le produit de deuz matrices inversibles A et B est inversible et (AB)™" = B~1A~1,

Démonstration. Le premier point résulte de la définition et le deuxiéme de :
(AB)(B'A™") =A(BB ')A = AL AT =AA =1,
et :
(B'A™Y)(AB)=B ' (A'A)B=B""'[,B=B"'B=1,.

Par récurrence, on déduit que le produit de p matrices inversibles Ay, ---, A, est inversible
avec (A;- -+ A,) " = AT AL

Exercice 3.23 Soit P € M, (R) inversible. Montrer que A € M, (R) est inversible si, et
seulement si, AP [resp. PA] est inversible.
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Solution 3.23 Le théoreme précédent nous dit que la condition est nécessaire.
Réciproquement si AP [resp. PA] est inversible, alors A = (AP) P~ [resp. A= P~1(PA)] est

tnversible.

Théoréme 3.15 Un endomorphisme u de R™ est bijectif si, et seulement si, sa matrice A dans
la base canonique est inversible et dans ce cas A™' est la matrice de ™! dans la base canonique.

Démonstration. Supposons u bijectif et notons A’ la matrice de ©~! dans la base canonique
de R*. De uou! =utowu = Id, on déduit que AA’ = A’A = I, ce qui signifie que A est
inversible d’inverse A’.

Réciproquement supposons A inversible et désignons par u’ ’endomorphisme de R™ de ma-
trice A™! dans la base canonique. La matrice de u o v [resp. de u' o u| est AA™! = I, [resp.
A7'A = I,], donc uwou' = I [resp. de v’ ou = I,] et u est surjective [resp. injective|. L’endo-
morphisme u est donc bijectif. |

Exercice 3.24 On désigne par (€;),,,, la base canonique de R™ avec n > 2 et pour tout entier
J compris entre 1 et n, par M; la matrice :

M; :((),... ,0,e1,0,- - 70)

la colonne ey étant en position j.
Montrer que pour tout réel \ et tout entier j compris entre 2 et n, la matrice :

est inversible et déterminer son inverse.

Solution 3.24 Soit, pour j et \ fixés, u l'endomorphisme de R™ canoniquement associé a
P; (X). 1l est défini par :
. )\61 + €; st k= j
u(ek)—{ er stk # j

Cet endomorphisme est inversible d’inverse u' défini par :

’ o —)\€1+€j SZ]{?:]
u(6k>_{ek sik#j

donc P; (\) est inversible d’inverse P; (—\).

Les matrices P; (\) sont des matrices de transvection (paragraphe 5.1). On peut vérifier que
la multiplication a gauche par une matrice de transvection P; (\) a pour effet de remplacer la
ligne L; de A par Ly + AL;, les autres lignes étant inchangées et la multiplication & droite par
une matrice de transvection P; (\) a pour effet de remplacer la colonne C; par C; + \CY, les
autres colonnes étant inchangées (théoréme 5.1).

Théoréme 3.16 Une matrice A € M,, (R) est inversible si, et seulement si, l'unique solution
du systéme linéaire Ax =0 est x = 0.

Démonstration. Si A est inversible et z est solution de Az = 0, on a alors A~'Azx = 2 = 0,
donc 0 est 'unique solution de Az = 0.

Pour la réciproque, on procéde par récurrence sur n > 1.

On désigne par (€;),.,-, la base canonique de R"
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Pour n =1, A = (a) est inversible si, et seulement si, a # 0 et le résultat est évident.

Supposons le résultat acquis pour n—1 > 1 et soit A € M,, (R) telle que x = 0 soit I'unique
solution du systéme linéaire Az = 0.

La premiére colonne de A n’est pas nulle puisque c’est C; = Ae; avec e; # 0, il existe donc
un indice j tel que a;; # 0. Montrer que A est inversible équivaut a montrer que a_»lA est
inversible, ce qui nous rameéne a a;; = 1. Si a;; = 0, alors 7 > 2 et il est équivalent de rjnontrer
que la matrice P; (1) A (notations de I'exercice 3.24) est inversible, ce qui nous raméne & a;; = 1
(P; (1) A se déduit de A en ajoutant la ligne j a la ligne 1). Il est encore équivalent de montrer
que AP, (—ay2) est inversible, ce qui raméne a aj;p = 0 et multipliant & droite par P; (—ay;)
pour 2 < j < n, on se rameéne & a;; = 0. En résumé, il suffit de considérer le cas ou :

()
avec 0 € My, 1 (R), c € M,_11(R) et B € M,,_1(R). Si 2/ € R"!\ {0} est solution de
Bx' = 0, alors = = ( 2, ) € R™\ {0} est solution de Az = 0, ce qui contredit I'hypothése
de départ. Donc 2’ = 0 est 'unique solution de Bz’ = 0 et B’ est inversible. En posant

A = ( L0 ) oud € M,_11(R) est a préciser, on a :

d B!
, (1 0N(1 0\ ( 1 o
= () (0 s )= (e )
Lo (10 10\ 1 0
AA_(d B_l)(c B)_(d—i-B_lc In—l)

soit AA" = A’A = I,, en prenant d = —B~'c. La matrice A est donc inversible. [ ]

Corollaire 3.1 Un endomorphisme u de R™ est bijectif si, et seulement si, son noyau est réduit

a {0}.

Démonstration. Si A est la matrice canoniquement associée & u, on a u(r) = Az et
ker (u) = {0} équivaut a dire que 0 est I'unique solution de Az = 0, ce qui équivaut a A
inversible encore équivalent & dire que u est un isomorphisme. [ ]

Corollaire 3.2 Une matrice A € M,, (R) est inversible d’inverse A" € M,, (R) si, et seulement
si, YA =1, [resp. AA' = 1,].

Démonstration. Supposons que A’A = I,,. Si x est solution de Az = 0, on a alors = =
I,z = A" (Ar) = A'0 = 0 et A est inversible avec A™! = (A/A) A~ = A"

Si AA’ = I, la matrice A’ est alors inversible d’inverse 4, donc A = (A’)™" est inversible
d’inverse A’. [ ]

Exercice 3.25 Montrer que si A € M,, (R) a une colonne [resp. une ligne| nulle, alors elle
n’est pas inversible.

Solution 3.25 Si la colonne j [resp. la ligne i] de A est nulle, alors pour toute matrice A’ €
M, (R), la matrice A’A [resp. AA'[ a sa colonne j [resp. sa ligne i] nulle. En conséquence il
ne peut exister de matrice A’ € M,, (R) telle que A’A = 1, [resp. AA" = 1,,/, ce qui signifie que
A n’est pas inversible.
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Montrer qu'une matrice A € M,, (R) est inversible et calculer son inverse revient & montrer
que pour tout vecteur y € R" le systéme linéaire de n équation a n inconnues Ar = y a une
unique solution et & exprimer cette solution x en fonction de y. Nous verrons plus loin comment
I’algorithme de Gauss nous permet d’effectuer une telle résolution.

1

Exercice 3.26 Montrer que la matrice A = ( 3 4

) est inversible et déterminer son inverse.

Solution 3.26 [l s’agit de résoudre, pour y = ( zl ) donné dans R?, le systéme :
2

1+ 2xy =Yy
31 + 4wy = Yo
Multipliant la premiére équation par 3 et retranchant la deuxieme équation au résultat obtenu, on
3 1
a 2x9 = 3Yy1 — Yo, S0t Ty = §y1 — §y2 qui reporté dans la premiére équation donne r1 = —y1+yo.

On a donc :

3 1

Ty = ZY1 — Y2

{ Ty = =2y + Y2
2 2

ce qui signifie que A est inversible et que :

1/ -4 2
_1__
A _2(3 —1)‘

De maniére plus générale, on a le résultat suivant.

Théoréme 3.17 Une matrice A = ( CCL Z

ad —be # 0 et dans ce cas son inverse est donné par :

1 d —b
Al =
ad—bc( —c a )

Démonstration. Pour tous réels a, b, c,d, on a :

(Ccl Z)(_dc _ab)z(ozd—bc)[2

1 _
Si ad — be # 0, cela s’écrit AA" = I, avec A’ = < d ab ) , ce qui signifie que A est

€ My (R) est inversible si, et seulement si,

ad —bc \ —c¢
inversible d’inverse A’. Réciproquement si A est inversible, on a :

(4 ) ar (a2 )) = e

1 d —b
d d—>bc#0 i A#0)et AL = .
onc a ¢ # 0 (puisque A #0) e ad—bc( e ) u
Exercice 3.27 Soit A = ( ; i ) . Pour tout entier n > 1, on désigne par A™ la matrice

. 1 .
A-A---o A, ce produit ayant n termes. On note Iy = ( 0 (1) ) et par convention A° = I,.



AViavvL 1000 L UULIUD 41U 4L

1. Calculer A? et A3.

2. Montrer que pour tout entier n > 1, la matrice A™ est de la forme :

A — ( an + (=1)" an )

an, a, + (—1)"

ou a, est un entier.
3. Calculer A?> — 2A — 31,.
4. Montrer que A est inversible et calculer A1,

5. Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un polynome @, et deux entiers o, et (3,
tels que :

X" =Qn(X) (X?—2X = 3) + 0, X + 3, (3.3)

6. En évaluant (3.3) en —1 et 3 déterminer a,, et (3.

7. En déduire A™ pour tout n > 2.

s (54 s (13 14
A_(4 5)’A_<14 13

2. C’est vrai pour n =1 avec a; = 2 et en supposant le résultat acquis pour n, on a :

A+ ( a, + (—1)" an ) ( 1 2 ) _ ( 3a, +(—1)"  3a, +2(-1)" )

Solution 3.27
1. On a :

an, an, + (—1)" 2 1 3a, +2(-1)"  3a,+(—1)"
~(Bap+2(=D)" + (=)™ 3a, +2(—~1)"
B 3a, +2(—1)" 3a, +2(=1)" + (=1)"*!

puisque :

3. Ona A? —2A — 31, =0.
4. On a :
1/ -1 2
-1 _ =+
AT =3 ( 2 -1 )
par calcul direct ou avec la question précédente :

a1

A
3

(A —21).
5. Pourn =2, ona:
X?=(X?-2X -3)+2X +3
donc Qy =1 et (g, B2) = (2,3). Supposant le résultat acquis pour n > 2, on a :
X" =XQ, (X) (X —2X —3) + a, X + 8, X
= XQn (X) (X*—2X —=3) 4+, ((X*—2X —3) +2X +3) + 3, X
= (a + XQn) (X) (X? —2X = 3) + (20, + 3,) X + 3a,

soit le résultat au rang n + 1.
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6. —1 et 3 sont les racines de X? —2X — 3, donc :

—Qy + 671 - (_1>n
3o, + ﬁn = 3"

et résolvant le systéme :

I
s §< 1y
Bn = 4
7. On a
A=At ol = (3" = (1)) A+ (3" +3(-1)) 1)
(oG ascr | reocmy )
1 23— (-1)") 3 (1) 3 3 (-1)"
L3+ (=1)" 3"—(=1)" a, + (=1)" an,
:§<3"—<—1)” 3"+<—1>”):( an an+<—1>”)
| an:?’n%(_l)netanj%_l)":w‘

3.6.3 Déterminant d’une matrice d’ordre 2

a b

Définition 3.14 Le déterminant d’une matrice A = ( e d ) € My (R) est le réel :

det (A) = ad — bc.

Ce déterminant est aussi noté :

det (A) =

a b
c d|
Le théoréme 3.17 nous dit qu’une matrice A € My (R) est inversible si, et seulement si, son

déterminant est non nul. Nous généraliserons plus loin cette définition du déterminant.
Avec le théoréme qui suit on résume les propriétés fondamentales du déterminant des matrices

d’ordre 2.

Théoréme 3.18 On désigne par A, B des matrices réelles d’ordre 2.
. det (Iy) = 1.
. Pour tout réel \, on a, det (AA) = A\?det (A).
. det (AB) = det (A) det (B).

1
2
3
1
4. Si A est inversible, alors det (A™1) =
5
)

det (A)
. Si l'une des lignes [resp. des colonnes| de A est nulle, alors det (A) = 0.

. St A" est la matrice déduite de A en permutant les deux lignes [resp. les deux colonnes/,
alors det (A") = —det (A).

Démonstration. On note 4 = ¢ b et B = a/ b, .
c d d d



AViavvL 1000 L UULIUD 1LUJ

1. 1l suffit de vérifier.

Ao Ab
2. Ona/\A:()\c )\d)et.

det (M) = Mad — bc = N det (A).

[ ad +bc ab +bd
AB = ( ca' +dcd b +dd )

et :
det (AB) = (aad’ 4 bc’) (cb' + dd") — (ab’ + bd") (ca’ + dc’)

= aad'ch + ad'dd + bc'ct/ + b dd’ — ab/ca’ — ab'dc’ — bd'ca’ — bd'dc’
= ad'dd + bc'cb — ab'dd — bd' cd’

=ad(d'd =Vd)—bc(dd -V

= (ad — bc) (a'd — V') = det (A) det (B) .

4. Dans le cas ot A est inversible, on AA™! = I, et :
det (A) det (A7) = det (AA™") = det (L) =1,

1

ce qui donne det (A1) = dot (A)

5. Résulte de la définition.

, d , d
6. OnaA:(CcL b)[resp.A:<Z b)]et:

det (A") = ¢b — ad = —det (A).

3.6.4 Transposée d’une matrice
Définition 3.15 Si A = ((a;;)) 1<i<n est une matrice a n lignes et m colonnes, la transposée
15j<m

U : . tA ! s 1
de A est la matrice a m lignes et n colonnes 'A = ((aij>>1§i§m ou Qi = aj;.

1<5<n
x1
4 ) L2 : t
La transposée d’un vecteur colonne X = ) est le vecteur ligne ‘X = (x1, 29, -+ ,2,).
Tn
Ly
. Lo
En représentant A = ((aij)) 1<i<n sous forme de lignes A = _ [resp. de colonnes
1<j<m :
Ly,
M= (Cy,Cy, -+ ,Cy)] ou:
ay,j
az,j
L; = (ai1>ai2> te aa'im) [resp. Cj = ]

an7-]
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est la ligne numéro ¢ |resp. la colonne numéro j| de M, on a :
'A= ("L1,' Ly,--- ' L,) [resp. "A = ]

Exemple 3.14 La transposée d’une matrice carrée triangulaire supérieure [resp. inférieure] est
triangulaire inférieure [resp. supérieure].

s s . , . oA - o . .
Définition 3.16 On dit qu’une matrice carrée A = ((ai;)), <, ;<,, est symétrique si elle est égale
a sa transposée, ce qui revient a dire que a;; = aj; pour tous i,j compris entre 1 et n.

Définition 3.17 On dit qu’une matrice carrée A = ((ai;)),<; ;<, €st anti-symétrique si tA =
—A, ce qui revient a dire que a;; = —aj;; pour tous i, j compris entre 1 et n.

Remarque 3.5 Une matrice anti-symétrique a tous ses termes diagonauzx nulles. En effet,
pour tout © compris entre 1 et n, on a; = —a;; et en conséquence, a; = 0.

Théoréme 3.19 Pour toutes matrices A = ((a;;)) 1<i<n €t B = ((bij)) 1<i<n dans M, ,, (R)
1<j<m 1<j<m
et tout réel \, on a :

"(A) = A, "(A+B)= A+ 'B,'(AM) =1 'A

Pour toutes matrices A = ((a;;)) 1<i<p dans My, (R) et B = ((b;;)) 1<i<n dans M,, ., (R) :

1Zj2n 1Zj<m
"(AB)= 'B'A
Si A € M, (R) est inversible, alors 'A est aussi inversible et :
()= ()

Démonstration. On a 'A = ((a};))1<i<m avec a; = aj; et *(*A) = 'A" = ((af})) 1<i<n
ij) ) 1<is ij J ij) ) 159<
155<n 1<j<m
" __ ! t(t —
avec a;; = aj; = ai;. Done *(*A) = A.
Les résultats sur les combinaisons linéaires de matrices sont évidents.
n

Les coefficients de C' = AB sont les ¢;; = > a;xby; et ceux de 'C' les :
k=1

cy=cii= ) ambi =) _bya,
k=1 k=1
et on reconnait 1a les coefficients de ‘B 'A.
Si A € M, (R) est inversible, on a :
I,=",="(4A"") = "(A") A
ce qui signifie que A est inversible avec (fA)" = (A1), ]

Cette notion de matrice transposée nous sera utile lors de 1’étude des formes bilinéaires et
quadratiques.
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3.6.5 Trace d’une matrice carrée

Définition 3.18 La trace d’une matrice carrée A = ((ai;)),<; i<, € Mn (R) est le réel :

(somme des termes diagonauz).
Exemple 3.15 La trace de la matrice identité I, est Tr (I,) = n.

Théoréme 3.20 L’application trace est linéaire de M, (R) dans R (on dit que c’est une forme
linéaire) et pour toutes matrices A, B dans M,, (R), on a Tr (AB) = Tr (BA).

Exercice 3.28 Montrer qu’une matrice et sa transposée ont méme trace.

Exercice 3.29 Calculer Tr ( 'AA) pour A = ((aij)),<; <, € Mn (R).

3.7 Systémes d’équations linéaires

On se donne une matrice A = ((a;j))1<i<m dans M, , (R), un vecteur b = (b;),,.,, dans
1<5<n ==
R™ et on s’intéresse au systéme linéaire Ar = b d’inconnue = = (z;),.,.,, dans R". Un tel

systéme s’écrit :
a;Ty + -+ ATy = b1

Am1T1 + -+ Gpp Ty = bm

Pour b = 0, un tel systéme a au moins x = 0 comme solution. Le systéme Ax = 0 est le
systéme homogéne associé au systéme Ax = b.

En notant, pour j compris entre 1 et n, C; = (a;;), <i<m la colonne numéro j de la matrice
A, résoudre le systéme Ax = b revient a trouver tous les réels xq,--- , z, tels que :

x101+x202+-~-+93n0n:b

Dans le cas ol le nombre d’inconnues n est strictement supérieur au nombre d’équations m,
le systéme homogéne Axr = 0 a une infinité de solutions.

Théoréme 3.21 Pour toute matrice A = ((aij))1<icm € M, (R) avec n > m, le systéme
1<j<n

homogéne Ax = 0 a une infinité de solutions.

Démonstration. On sait déja que x = 0 est solution.

A
On—mm
premiéres lignes celles de A, les suivantes étant nulles. Pour toute matrice B’ € M, (R) la
matrice BB’ a sa derniére ligne nulle et ne peut donc égaler I,,, ce qui signifie que la matrice B

A
o ) = 0 (théoréme 3.16).
On—m,n
Le vecteur = est donc solution non nulle de Az = 0 et la droite dirigée par  nous donne une
infinité de solutions de ce systéme linéaire. [ ]

On désigne par B = ) € M, (R) la matrice carrée d’ordre n ayant pour m

n’est pas inversible. Il existe donc z € R"™ \ {0} tel que Bz =
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Exercice 3.30 Résoudre le systéme linéaire :

20 +y—2=0 (1)
{ r+y+z2=0 (2

Solution 3.28 On élimine linconnue z en additionnant les deux équations, ce qui donne 3x +

3 ‘
2y = 0, soit y = 5% qui reporté dans (1) nous donne z = 5% Une solution de ce systéme
. 2
est donc de la forme X = SU ou u est le vecteur u = | —3 et x un réel. Réciproquement
1

légalité Au = 0 nous dit que tout vecteur X colinéaire a u est solution du systéme.
En définitive [’ensemble des solutions de ce systéme est la droite D = Ru dirigée par u.

Théoréme 3.22 Soit A dans M,, (R). Le systéme Ax = b a une unique solution dans R™ pour
tout vecteur b, si et seulement si, la matrice A est inversible.

Démonstration. Supposons A inversible. Le vecteur A~ est solution de Az = b et si x
est solution de ce systéme, on a alors A~! (Az) = A™'b, soit x = A~'b. Notre systéme a bien
une unique solution.

Réciproquement, supposons que, pour tout b € R™ le systéme Az = b a unique solution. En
désignant par (e;), <j<n la base canonique de R" et, pour tout j compris entre 1 et n, par C; la
solution de Az = e;, la matrice A" = (Cy,---,C,) est telle que :

AA,:(ACD.“ ?Acﬂ) = (617"' aen):In

ce qui signifie que A est inversible d’inverse A'. [ ]
La méthode des pivots de Gauss peut étre utilisée pour résoudre un tel systéme. Nous
décrivons dans un premier temps cette méthode sur un exemple avec ’exercice qui suit.

Exercice 3.31 Résoudre le systéme linéaire :

r+y+z=3 (1)
2r+y+z2=4 (2)
r—y+z=1(3)

Solution 3.29 La premiére étape consiste a éliminer x dans les équations (2) et (3). Pour ce
faire on remplace l'équation (2) par (2) — 2 (1) et I’équation (3) par (3) — (1), ce qui donne le
systéme :

r+y+z2=3 (1)

—y—z=-2(2)

—2y=-2 (3)

La deuziéme étape consiste a éliminer y dans ['équation (3) en remplagant celte équation par
(3) —2(2), ce qui donne :

r+y+z=3 (1)

—y—z=-2(2)

22 =2 (3)

Le systeme obtenue est alors un systéme triangulaire et il se résout en remontant les équations,
ce qui donne :

z=1

y=2—z=1

r=3—-y—z=1
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3.8 Sommes et sommes directes de sous-espaces vectoriels

On se donne pour ce paragraphe un espace vectoriel réel E.

Définition 3.19 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que E est somme
des espaces F' et G si lapplication :

v FxG — FE
(r,y) — 24y

est surjective et on note alors E = F 4+ G.

Si cette application est bijective, on dit que E est somme directe des espaces F' et G et on note
E=Fa&d.

Dire que E = F + G signifie donc que l'on peut écrire tout vecteur x € E sous la forme
r=y+z,ouy € FetzeGetdire que F = F @ (G signifie donc que 'on peut écrire de
maniére unique tout vecteur x € F sous la forme x =y + z, oty € F et z € G.

Théoréme 3.23 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On a E = F ® G si, et
seulement si, E=F +G et FNG = {0}.

Démonstration. Supposons que £ = F @& G, ona alors E = F+Gettoutx € FNG
sécrit x = x + 0 = 0+ x avec (z,0) et (0,x) dans F' x G, ce qui impose z = 0 puisque ¢ est
bijective.

Réciproquement supposons que F = F+G et FNG = {0} . Six € Es'écrit © = y+2z = y'+ 72/,
avec ¥,y dans F et z,2/ dans G,onaalorsy—y =2 —z€ FNG,doncy—y' =z—2'" =0
et (y,z) = (v, 7). La somme est donc directe. [

Définition 3.20 On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires,

si B =F®G. On dit aussi que F est un supplémentaire de G ou que G est un supplémentaire
de F' dans E.

Remarque 3.6 E est l'unique supplémentaire de {0}, mais un sous-espace vectoriel F' de FE
distinct de {0} et de E admet une infinité de supplémentaires. 1l suffit de considérer deux droites
de R? dirigées par deuz vecteurs non colinéaires pour s’en convaincre.

On peut définir la somme ou la somme directe de p sous-espaces de E comme suit.

Définition 3.21 Soient p > 2 un entier et Fy,--- , F, des sous-espaces vectoriels de E. On dit
que E est somme des espaces Fi,--- | F, si l'application :

© F1X"'XFP — E
(T, ,xp) = 1+ + T

p
est surjective et on note alors E = Fy + --- + F, ou de maniére plus compacte E = Fy.

k=1
Si cette application est bijective, on dit que E est somme directe des espaces Fy,--- | F, et on

p
note E=F &--- & F, ou E = Fy.
k=1
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En fait la somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G peut se définir par :
F+G={y+z|yeFetzecG}.

Il est facile de vérifier que F' + G est un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace n’est en
général pas égal a E.

On peut aussi définir F' + G comme le sous-espace vectoriel de E engendré par la réunion
F UG (qui en général n’est pas un espace vectoriel).

Théoréme 3.24 Si F,G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors la somme F + G est le
sous-espace vectoriel de E engendré par F'UG.

P

Démonstration. Dire que z € Vect (F'UG) équivaut a dire qu’il s’écrit = > A\gzy ol
k=1

les x;, sont des éléments de F'U G et les A\j, des réels. En séparant les x; qui sont dans F' deux

ceux qui sont dans GG, cette somme peut s’écrire x =y + z avec y € F' et z € G, ce qui signifie
que r € FF+G.
Réciproquement x € F + G sécrit © = y + z avec (y,z) € F x G et il est bien dans
Vect (FUG). u
De maniére un peu plus générale, on a le résultat suivant.

P
Théoréme 3.25 Si Fy,--- , F, sont des sous-espaces vectoriels de E, alors la somme ) Fy
k=1

p
est le sous-espace vectoriel de E engendré par |J F.
k=1

Exercice 3.32 Montrer que si @ est une forme linéaire non nulle sur E, il existe alors un
vecteur non nul a dans E tel que :

E = ker (¢) @ Ra.

Solution 3.30 La forme linéaire ¢ étant non nulle, on peut trouver un vecteur a dans E tel
que ¢ (a) # 0. Ce vecteur a est nécessairement non nul. Pour tout vecteur x dans E, le vecteur
) p (r)
v (a) v (a)
E = ker (¢) + Ra. Si x est dans ker () NRa on a alors x = Aa et A\p(a) = ¢ (z) = 0 avec
@ (a) # 0 ce qui entraine A =0 et = 0. On a donc ker (p) NRa = {0} et E = ker (¢) & Ra.

a est dans le noyau de ¢ et en écrivant que x = h + a on déduit que
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Espaces vectoriels réels de dimension finie

4.1 Systémes libres, systémes générateurs et bases

Nous avons déja rencontré et utilisé la base canonique de R™. Nous allons donner une défi-
nition précise de cette notion dans le cadre des espaces vectoriels réels, ce qui nous ménera a
la notion de dimension.

On se donne un espace vectoriel réel E.

Définition 4.1 Soit B = (e;),,,, une famille (ou un systeme) de n vecteurs de E, ol n est
un entier naturel non nul. On dit que B est :

— une famille libre, ou que les vecteurs ey, --- ,e, sont linéairement indépendants, si pour
n
toute famille (X\;),,., Uégalité > N\ie; = 0 est réalisée si, et seulement si, tous les \; sont
- i=1
nuls ;
— une famille liée, si ce n’est pas une famille libre (i. e. il existe des réels Ai,- -, A\, non
n
tous nuls tels que > N\ie; =0);
i=1
— une famille génératrice si pour tout vecteur x € E, il existe des réels A1, -+, \, tels que
n
Tr = Z )\iei 5
i=1

— une base de E si elle est libre et génératrice.

Remarque 4.1 Dire que B = (ei)lgz’gn est une famille génératrice de E équivaut a dire que
E = vect (B) (I’espace vectoriel engendré par B).

Avec le théoréme qui suit, on résume quelques propriétés des familles libres ou liées.

Théoréme 4.1 Soit B = (e;),,<, une famille de n vecteurs de E, ot n est un entier naturel
non nul.

1. Sin =1, dire que B est libre [resp. liée] signifie que e; # 0 [resp. ey = 0].
Si B est libre, alors tous les vecteurs e; sont non nuls.

Si U'un des e; est nul, alors B est liée.

Si B contient une famille lice, elle est elle méme lice.

Si B est contenue dans une partie libre, elle est elle méme libre.

Si B est lie, l'un des vecteurs e; est combinaison linéaire des autres.

NS T oot

Si B est une base de E, alors tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique comme
combinaison linéaire des vecteurs ey,--- ,e,.

109
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Démonstration. Résultent des définitions. ]

L’utilisation des déterminants, définis pour l'instant dans le seul cas des matrices d’ordre
2, nous donne un moyen élémentaire de vérifier que deux vecteurs de R? sont linéairement
indépendants.

Théoréme 4.2 Les vecteurs x = ( il ) ety = ( ??jl ) sont linéairement indépendants si, et
2 2

seulement si :
X1

U1
0.
Ty Y2 7&

Démonstration. Il revient au méme de montrer que x et y sont liés si, et seulement si,
L1 Y| _ 0.
T2 Y2
Supposons le systéme (z,y) lié. On a alors y = Az ou x = Ay pour un réel \ et, par exemple
dans le premier cas :

A
S = 1 1 = A (51311'2 - .131.732) = 0.
T2 Y2 Ty ATy
Réciproquement, on suppose que il _o.
T2 Y2
Siz=0ouy=0,lesystéme (x,y) est alors lié.
Si z et y sont non nuls, en supposant que y» est non nul, ’égalité il zl ' =T1Ys— 1172 =0
2 Y2

entraine (c’est méme équivalent) :

Y2 ) - 2 ) = 0
T2 Y2 0
avec (y2, —2) # (0,0), ce qui signifie que z et y sont liés. Si yo = 0, on a alors y; # 0 et on
écrit que 1’égalité x1ys — xoy; = 0 entraine :

a(5) ()= (o)
avec (a1, —y1) % (0,0) . n

n
Si B = (€;),<;<, est une base de E, alors tout vecteur z € E s’écrit x = ) \;e; et les réels
- i=1
A; qui sont uniquement déterminés sont appelés les composantes ou coordonnées de z dans la
base B. Réciproquement une telle famille B vérifiant cette propriété est une base de E.

La base canonique de R"™ est bien une base au sens de la définition qu’on a donné.

Exemple 4.1 Dans l’espace R,, [z] des fonctions polynomiales de degré au plus égal a n, la
famille de polynomes (1,x,--- ,x™) est une base puisque tout polynome dans R,, [x] s’écrit sous
la forme P = Y apa®, les réels ay, étant uniquement déterminés. On dit que cette base est la

k=0
base canonique de R, [x].

Le résultat de 'exercice qui suit est a retenir.
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Exercice 4.1 Soient n un entier naturel et B = (Py, P1,---, P,) une famille de polynémes
dans R, [z] telle que Py, soit de degré k, pour tout k compris entre O et n (Py est constant non
nul). On dit qu’une telle famille de polynomes est échelonnée en degrés. Montrer que B est une

base de R, [x].

Solution 4.1 Notons, pour k compris entre 0 et n :

k
& .
Pk (ZE) = ak,0 + Qg 1T + -+ Akl = E a;w-x]
Jj=0

ot le coefficient ay , est non nul.

Nous allons montrer le résultat par récurrence sur n > 0.

Pourn = 0, Ry [x] est 'espace des fonctions (ou polynémes) constantes sur R et Py est non nul
dans cet espace, donc libre, et en écrivant tout polynéme constant sous la forme :

P(Z’):(I:iPO:)\Po,
Py

on voit que Py engendre Ry [x]. Donc (Py) est une base de Ry [x].

Supposons le résultat acquis au rang n > 0 et soit B = (Py, P1,-++, Pyy1) une famille de
polynomes échelonnée en degrés dans R, 1 [z]. La famille (Py, Py, - - , P,) est alors échelonnée
en degrés dans R, [z] et U'hypothése de récurrence nous dit qu’elle forme une base de R, [z].
On se donne un polynome P dans R, [z]. Si P est de degré inférieur ou égal a n, il est
dans R, [x] et s’écrit comme combinaison linéaire de Py, Py, -+ , P,, sinon il est de la forme
P(z) = Q(z) + app12™t avec Q dans R, [z] et any1 # 0. En écrivant que :

n

1 Opyly g
n+l _ n+1,j
"= —— Py (x) — E e

Ap4+1,n+1 =0 Q41,0041

ap, o o

on déduit que P (z) = R (z) + —~2—P,.1 () avec R dans R, [z], donc combinaison linéaire
a'n+1,n+1

de Py, Py,---, P, et P est combinaison linéaire de Py, Py,--- , P,y1. Le systéme B est donc gé-

nérateur de R, 1 [z].

n+1 n
Si on a Uégalité Y, \jP; = 0, alors \yy1Ppi1 = — > \jP; est dans R, [x] et A\, est néces-
j=0 7=0

sairement nul puisque P,y qui est de degré n+ 1 n’est pas dans R, [x]. On a alors Y \;jP; et
=0
tous les \; sont nuls puisque (P, Py, -+, P,) une base de R, [x]. Le systéme B est donc libre

et c’est une base de R, 1 [z].
Exercice 4.2 Montrer que la famille B = (Lo, L1, Lo) de polynomes de Ry [x] définie par :

Lo (z) = (z = 1) (x = 2)
Ly (z) =2z (x —2)
Ly(z) =z (x—1)

forme une base de Ry [x]. En déduire que pour tout polynéme P dans Ry [z] on a :

2 P(0)+4P (1) + P (2)
/OP(t)dt: s

(formule des trois niveauz).
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Solution 4.2 Supposons que A\gFPy+ 1 P+ 2P, = 0. Prenant les valeurs successives x = 0,1, 2,
on déduit que \g = \i = Xy = 0. Le systéeme B est donc libre. Etant donné P = ax® + bx + c,
on cherche des réels Ao, A1, \o tels que :

ar® + bx 4+ ¢ = NPy + M P+ X\ Ps.
La encore les valeurs x = 0, 1,2 nous donne :

2)\020
—>\1:a+b+c
2 o =4a+2b+c

ce qui détermine de maniére unique les réels Ao, A1, Ao. Le systéme B est donc générateur et
c’est une base de Ry [x].
Tout polynome P dans Ry [z] s’écrit donc de maniére unique P = APy + M Py + Ao Ps avec

P P(2
Ao = &, A =—P(1) et \y = # On a alors :

/OQP(t)dt:@/jLo(t)dt—P(l)/:Ll(t)dtJr#/:b(t)dt

P(0)+4P(1)+ P (2)
3

On se limitera dans ce chapitre aux familles libres ou génératrices qui sont finies. Mais en
réalité, on est rapidement amené & considérer des familles qui peuvent étre infinies. On donne
donc les définitions suivantes (qui ne seront pas utilisées au niveau élémentaire ou se situe ce
cours).

Définition 4.2 Soit B = (e;),.; une famille de vecteurs de E, ou I est un ensemble non vide
quelconque (fini ou infini) d’indices. On dit que B est :

— une famille libre, ou que les vecteurs e;, pour v € I sont linéairement indépendants, si

toute sous-famille finie de B est libre, ce qui signifie que pour tout sous-ensemble non vide

et fini J de I, une combinaison linéaire ) \jej, ow les \; pour j € J sont des réels, est
jeJ
nulle si, et seulement si, tous ces \; sont nuls;
— une famille liée, si ce n’est pas une famille libre (i. e. il existe une partie fini J de I et des

réels \; ou j décrit J qui sont non tous nuls tels que)  Aje; =0);
jeJ
— une famille génératrice si [’espace vectoriel engendré par B est l’espace E tout entier, ce
qui signifie que pour tout vecteur x € E, il existe une partie finie J de I et des réels \j ou

g décrit J tels que x = Y \je; ;
j€J
— une base de E si elle est libre et génératrice.

Exercice 4.3 On désigne par E [’espace vectoriel des applications de R dans R et pour tout
entier k > 1 par fi la fonction définie sur R par :

Ve € R, fi(x)=sin(kz).

Montrer que la famille (f1, fa, f3) est libre dans E.
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Solution 4.3 Soient A1, A\g, \3 des réels tels que :
Ve € R, A;sin (z) + Agsin (22) + Agsin (3z) = 0.
En dériwvant deux fois, on a :
Ve € R, Aysin (z) + 4Xgsin (22) + 93 sin (3z) = 0.
et retranchant ces deux équations, on a :

Vo € R, 3\gsin (22) + 8A3sin (3z) = 0.

Prenant v = g dans cette troisiéme équation on obtient \3 = 0 et la premiére donne \;y = A3 =
0. Il reste donc Aysin (2z) = 0 et Ay = 0. La famille (f1, fo, f3) est donc libre dans E.

Un peu plus généralement, on a le résultat suivant.

Exercice 4.4 On désigne par E ’espace vectoriel des applications de R dans R. Montrer, pour
tous réels 0 < a1 < ag < -+ < an, la famille :

L={fa rvr——sin(aqz) |1 <k<n}

est libre dans E (ce qui peut se traduire en disant que la famille de fonctions {f, : x — sin (az) | a € RT*}
est libre dans E ).

Solution 4.4 On procéde par récurrence sur n > 1.

Pour n =1, la fonction f, : x — sin (ax) n’est pas la fonction nulle, donc (f,) est libre dans
E.

Supposons le résultat acquis au rangn —1 > 1 et soient 0 < aq < ag < -+ < Gy, A\, A2, "+, Ap
des réels tels que :

Vr € R, Z Mg sin (agz) = 0.

k=1

En dérivant deux fois, on a :

Vo € R, Z A\paz sin (apw) = 0.

k=1

1l en résulte que :
n—1

Vr € R, Z A (a — ap) sin (agz) = 0.
k=1

et l’hypothese de récurrence nous dit que Ay, (ai — a2) = 0 pour tout k compris entre 1 et n — 1,

ce qui équivaut a dire que A\ = 0 pour tout k compris entre 1 et n — 1 puisque a2 # a? pour
k # 0. Il reste alors A\yfa, = 0 dans E et A\, = 0. On a donc ainsi montré que la famille
(far)1<p<n est libre dans E.
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4.2 Espaces vectoriels de dimension finie
Le théoreme qui suit est essentiel pour définir la notion de dimension finie.

Théoréme 4.3 Si un espace vectoriel E admet une famille génératrice B formée de n > 1
éléments, alors toute famille libre dans E a au plus n éléments (ce qui équivaut a dire qu’un
systéme de plus de n + 1 vecteurs est lié).

Démonstration. On procéde par récurrence sur n.

Soit B = (€;),<;<,, une famille génératrice de E.

Si n = 1, alors pour tout couple (z,y) de vecteurs non nuls de £ on peut trouver deux réels
non nuls A et u tels que © = Aey et y = pe; et on a la combinaison linéaire nulle pz — Ay = 0
avec 1 et —\ non nuls, ce qui signifie que le systéme (z,y) est lié. Il ne peut donc exister de
famille libre & 2 éléments dans E et a fortiori il ne peut en exister a plus de 2 éléments.

Supposons le résultat acquis au rang n — 1 > 1, c’est-a-dire que dans tout espace vectoriel
F admettant un systéme générateur de n — 1 vecteurs une famille de plus de n vecteurs est
liée. Supposons que E soit un espace vectoriel admettant une famille génératrice & n éléments.
Supposons qu’il existe une famille libre ayant m > n + 1 éléments. On peut extraire de cette
famille une famille libre a n 4+ 1 éléments puisque toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Soit £ = (fi);<j<ny1 une telle famille. Comme B = (e;),,.,, est génératrice, il existe des réels
a;; tels que :

Ji=aner + -+ ape,

fn-‘rl = Gn41,1€1 +-+ Ap4+1,n€n

Si tous les a;,, sont nuls alors les f; sont dans I'espace vectoriel F' engendré par les n—1 vecteurs
e1,- - ,en_1 et en conséquence liés (hypothése de récurrence), en contradiction avec £ libre. Il
existe donc un indice ¢ compris entre 1 et n + 1 tel que a;, # 0 et en changeant au besoin la
numérotation des éléments de £ on peut supposer que ¢ = n + 1. Les n vecteurs :

g1 = an—l—lmfl — Q1n frt1

gn = a'n-i-l,nfl - a'nnfn-i-l

sont dans l'espace vectoriel F' engendré par les n — 1 vecteurs e, -+ e, 1 (on a annulé les
composantes en e,1) et en conséquence liés (hypothése de récurrence), c’est-a-dire qu’il existe
des réels A1, -+, A\, non tous nuls tels que :

Mgt 4 Angn =0

ce qui entraine :

an—i—lm ()\lfl +---+ )\nfn) - ()\la'ln + - )\nann) fn—i—l == 0

les réels ay41,A1, -+, @10 An D'étant pas tous nuls. Ce qui nous dit encore que les f; sont liés
et est en contradiction avec L libre. Il est donc impossible de trouver un tel systéme £ libre. m

Définition 4.3 On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il est réduit a {0} ou
sl est différent de {0} et admet une base formée d’un nombre fini de vecteurs. Dans le cas
contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.
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On déduit alors du théoréme précédent le suivant.

Théoréme 4.4 Si E un espace vectoriel non réduit a {0} et de dimension finie, alors toutes
les bases ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. Si B = (¢;), ., et B’ = (€}),<;<,, sont deux bases de l'espace vectoriel F,

ce sont alors deux familles génératrices et libres et le théoréme précédent nous dit que n’ < n
et n <n', soit n=n'. n
On peut alors donner la définition suivante.

Définition 4.4 Si E est un espace vectoriel non réduit o {0} et de dimension finie, alors sa
dimension est le nombre de l'une quelconque de ses bases. On note dim (E) cette dimension.

Par convention, on dira que l'espace vectoriel {0} est de dimension 0.

Un espace vectoriel E est donc de dimension 0 si, et seulement si, il est réduit a {0} .

Dans le cas général on peut montrer, mais cela dépasse le niveau de ce cours d’introduction,
que tout espace vectoriel admet une base (finie ou infinie).

On appelle droite tout espace vectoriel de dimension 1 et plan tout espace vectoriel de
dimension 2.

Exemple 4.2 Bien entendu 'espace R™ est de dimension n.

Exemple 4.3 L’ensemble C des nombres complexes est un espace vectoriel réel de dimension
2.

Exemple 4.4 Pour tout entier naturel n, l’espace R,, [x] des fonctions polynomiales de degré
au plus égal a n est de dimension n + 1.

Exemple 4.5 Pour tous entiers naturels non nuls n et m, lespace M, ,, (R) des matrices
réelles a m lignes et n colonnes est un espace vectoriel de dimension m - n. En particulier
Iespace M, (R) des matrices carrées d’ordre n est de dimension n?.

La base canonique de M, ,, (R) est (E; j)i<i<m ot E;; est la matrice dont tous les coefficients
1<5<n

sont nuls sauf celui en position (i, 7).

Exemple 4.6 L’espace des fonctions définies sur un intervalle réel I et & valeurs réelles est de
dimension infinie (I’exercice 4.4 nous montre qu’on peut trouver des familles libres ayant une
infinité d’éléments). Il admet des bases, mais il n’est pas possible d’en expliciter une.

Exercice 4.5 Montrer que la dimension de [’espace des matrices carrées A d’ordre n qui sont

. . +1 . .
symétriques (i. e. telles que *A = A) est égale a % et que la dimension de [’espace des
matrices carrées A d’ordre n qui sont anti-symétriques (i. e. telles que 'A = —A) est égale a
n(n—1)
5 .

Solution 4.5 Laissée au lecteur.
Remarque 4.2 Si B = (e;),,., est une base E, on a alors E = vect (B).

Le théoréeme qui suit explique 'importance de l'espace vectoriel R™ étudié en début de
chapitre.
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Théoréme 4.5 Un espace vectoriel réel de dimension n est isomorphe a R™.

Démonstration. C’est le choix d’une base B = (e;),,.,, de E qui nous permet de définir
un isomorphisme de E sur R". En effet 'unicité de ’écriture de tout vecteur x de E sous la

n
forme x = > Apey se traduit en disant que 'application :

k=1
E — R"
r=3 Mer = (ndg )
k=1
est bijective et il est facile de vérifier que cette application est linéaire. [ ]

Théoréme 4.6 Soit ' un espace vectoriel de dimension n > 1.

1. Une famille libre dans E a au plus n élément et c’est une base si, et seulement si, elle a
exactement n éléments.

2. Une famille génératrice dans E a au moins n élément et c’est une base si, et seulement
si, elle a exactement n éléments.

Démonstration. Le cas n = 1 est laissé au lecteur et on suppose que n > 2.

1. Le théoréme 4.3 nous dit qu’'une famille libre dans E a au plus n élément et si c’est
une base, elle a obligatoirement n éléments. Il reste & montrer qu’une famille libre de n
éléments est une base. Pour ce faire il suffit de montrer qu’elle est génératrice. Notons
B = (€;),<;<, une telle famille libre. Pour tout vecteur x € E la famille BU {x} est liée
puisque formée de n 4 1 éléments, il existe donc des réels A\, A1, - -+ , A, non tous nuls tels
que A\x + Y  Aie; = 0. Si A =0, on aalors > \e; =0 et tous les A\; sont nuls puisque B

=1 i=1
n

Ai -
est libre, ce qui n’est pas possible. On a donc A # 0 et x = — Xei' On a donc ainsi
i=1

montré que B est génératrice et que c’est une base.

2. Le théoréme 4.3 nous dit qu'une famille génératrice dans E a au moins n élément et si ¢’est
une base, elle a obligatoirement n éléments. Il reste & montrer qu’'une famille génératrice
de n éléments est une base. Pour ce faire il suffit de montrer qu’elle est libre. Notons
B = (€;),<;<, une telle famille génératrice. Si cette famille est liée, I'un des e;, disons e,
est combinaison linéaire des autres et la famille (e;),.;., , est génératrice, ce qui est en

contradiction avec le théoréme 4.3. La famille B est donc génératrice et c¢’est une base de
E.

|

On retient de ces résultats que pour montrer qu'une famille finie B de vecteurs est une base
de E, on peut procéder comme suit :

— si on ne connait pas la dimension de E, on montre que B est génératrice et libre;

— si on sait que E est de dimension n, on vérifie que BB a exactement n éléments et on montre

que B est libre ou qu’elle est génératrice (il est inutile de montrer les deux points).

On a défini un espace vectoriel de dimension finie comme un espace vectoriel admettant
une base finie. Le théoréme qui suit nous dit qu’on peut aussi définir un espace vectoriel de
dimension finie comme un espace vectoriel admettant une famille génératrice finie.

Théoréme 4.7 Soit E un espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. De cette
famille on peut extraire une base et E est de dimension finie.
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Démonstration. Soit G = (u;),,, une famille génératrice de E. Si cette famille est libre,
elle constitue alors une base de E et E est de dimension p. Sinon, cette famille est liée et I'un de
ses éléments, disons u, est combinaison linéaire des autres (en changeant la numérotation des
éléments de G on peut toujours se ramener & ce cas de figure), ce qui implique que la famille
g = (w), <i<p_1 €St encore génératrice. Si cette famille est libre, c¢’est alors une base et E est
de dimension finie, sinon on recommence. En un nombre fini de telles opérations on construit
ainsi une base de E formée de n < p éléments. ]

Théoréme 4.8 (base incompléte) Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Toute
famille libre a p éléments dans E (nécessairement 1 < p < n) peut se compléter en une base.

Démonstration. Soient B = (¢;),,, une base de E et £ = (u;),,, une famille libre dans
E. On sait déja que p < n. Si p =n, L est alors une base.

Supposons que p < n. Il existe alors un vecteur e dans B tel que £ = LU{e;} soit libre. En
effet si un tel systéme est lié pour tout entier k£ compris entre 1 et n, il existe alors, pour chaque

p
entier k, des réels Ay, ---, Ay, A\pp1 non tous nuls tels que > \u; + Appep = 0. Si Ay = 0,
i=1

p
on a alors > Au; = 0 et tous les \; sont nuls puisque £ est libre. On a donc A\,4q # 0 et
i=1
p .
e = — )\—Zul En conséquence, tous les vecteurs de la base B sont combinaisons linéaires
i=1 Ap+1
des éléments de L et L est alors générateur de F, ce qui est impossible pour p < n. Le systéme

L' est donc libre. Si p + 1 = n, c’est une base et sinon on recommence. On arrive ainsi a
compléter £ en une base de FE au bout d’un nombre fini d’opérations. [ ]
Les deux corollaires qui suivent sont des résultats importants a retenir.

Corollaire 4.1 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout sous-espace vectoriel F' de E
est de dimension finie m < mn et m =n si, et seulement si, F = E.

Démonstration. Si /' = {0}, il est alors de dimension 0 < n et n = 0 équivaut a F' = E.

On suppose que F' # {0} (donc n > 1).

Montrons tout d’abord que F' est de dimension finie. Comme n + 1 vecteurs de F' sont
nécessairement liés, on peut définir 'entier m comme le plus grand entier pour lequel on peut
trouver m vecteurs de F' linéairement indépendants. On a m > 1 puisque F' # {0} et m < n
d’apreés le théoréme 4.3. Soient donc (f;),.,,, une famille libre dans F. Pour tout vecteur x € F,
la famille (fi,- -, fm, @) est liée et x est combinaison linéaire des f; puisque (f;),<;<,, est libre.
La famille (f;),-;<,, est donc une base de F et cet espace est de dimension finie m < n.

Si m = n, une base de F est aussi une base de F et F' = E. La réciproque est évidente. m

Corollaire 4.2 Tout sous-espace-vectoriel F' d’un espace vectoriel E de dimension finie admet
des supplémentaires et pour tout supplémentaire G de F' dans E, on :

dim (F) = dim (F) + dim (G) . (4.1)

Démonstration. On suppose que F' est un sous-espace vectoriel strict de E, c’est-a-dire
que FF# {0} et F# E.Onaalors 1 <p=dim(F) <n-—1.

Une base £ = (u;), <, de F' se compléte en une base B = (u;),,,, et on vérifie facilement
que le sous-espace vectoriel G de E engendré par L = (ui)p +1<i<n €St un supplémentaire de F.
Pour cet espace G, on a dim (G) =n —p = dim (£) + dim (F).

Réciproquement si £ = F'® G, on vérifie facilement que la réunion d’une base de F' et d’une
base de G nous fourni une base de E, ce qui implique que dim (E£) = dim (F) + dim (G). =
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De maniére plus générale, on peut montrer que si £ est un espace vectoriel de dimension
finie ou non, alors tout sous-espace vectoriel de E admet une supplémentaire dans F.
L’égalité (4.1) pour E = F & G peut se généraliser.

Théoréme 4.9 Soit E un espace vectoriel de dimension n. St E est somme directe de p > 2

p
sous espaces stricts Fy,--- | F,, soit E = @ Fy, alors en désignant, pour tout k compris entre
k=1
p
1 et p, par By une base de Fy., la famille B = | By, est une base de E et :
k=1

dim (E) =) dim (Fy).

Démonstration. On vient de voir que le résultat est vrai pour p = 2 et une récurrence nous
montre qu’il est vrai pour tout p > 2. [ ]

Dans le cas de la somme, non nécessairement directe, de deux sous-espaces d’un espace de
dimension finie, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.10 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous espaces
vectoriels de E. On a :

dim (F + G) +dim (FNG) = dim (F) + dim (G) .

Démonstration. Comme F' N G est un sous-espace de G, il admet un supplémentaire H
dans G :
G=(FNG)®H

Ce sous-espace H de G est aussi un sous-espace de F' 4+ G.

En fait H est un supplémentaire de F' dans F + G.

En effet, on a FF+ H C F + G puisque H C G et tout © € F 4+ G s’écrit = y + z avec
yeEFetze G=(FNG)@® H,donc z =z + 29 avec 21 € FNG C F et 2z € H, ce qui donne
r=(y+z)+2€F+H Onadonc F+G C F+ H et 'égalité¢ F+G =F + H.

Si maintenant « est dans F'N H, il est dans FNG puisque H C G, donc dans (FNG)NH =
{0}.Onadonc FNH={0}et F+G=F®H.

Il en résulte que :

dim (F + G) = dim (F) + dim (H)
= dim (F) + dim (G) — dim (FFNG).
]

Ce résultat a pour conséquence le résultat suivant trés utile pour montrer qu'un espace est
somme directe de deux sous-espaces.

Théoréme 4.11 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous espaces
vectoriels de E. On a :

(E=F®G)< E=F+G et dim(F) = dim (F) + dim (Q)
< FNG={0} et dim(F) = dim (F) + dim (G)
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Démonstration. On sait déja que si F = F & G, alors B = F+ G, FNG = {0} et
dim (F) = dim (F) + dim (G) .

Supposons que E = F + G et dim (E) = dim (F) + dim (G) . Le théoréme précédent nous
dit alors que dim (FNG) =0, soit que FNG ={0} etona F=F & G.

De méme si FNG = {0} et dim (F) = dim (F') +dim (G) , on a alors F'+ G = F & G et cet
espace a méme dimension que F, donc F = F ¢ G. [ ]

Les propriétés des applications linéaires injectives, surjectives ou bijectives décrites par le
théoréme qui suit sont importantes.

Théoréme 4.12 Soient E, F' deuz espaces vectoriels de dimension finie et u une application
linéaire de E dans F.

1. Siu est injective, elle transforme alors tout systeme libre de E en un systeme libre de F
et dim (E) < dim (F) .

2. Si u est surjective, elle transforme alors tout systeme générateur de E en un systéme
générateur de F' et dim (F) < dim (F).

3. Si u est bijective, elle transforme alors toute base de E en une base de F' et dim (E) =
dim (F') (deux espaces vectoriels de dimension finie isomorphes ont la méme dimension,).

4. Sidim (E) = dim (F), alors :
u bijective < wu injective < u surjective.

Démonstration.

p
1. Soit £ = (7;),;c, un systeme libre dans E. Si ) Aju (z;) = 0, on a alors du fait de la
== i=1

p p
linéarité de u, u (Z )\ixi) = 0, ce qui signifie que > A\;z; est dans le noyau de u, donc
i=1 '

nul puisque u est injective, ce qui équivaut a la nmllgté1 de tous les coefficients \; puisque
L est libre. La famille u (£) est donc libre.

Prenant pour £ une base de E, elle est formée de n = dim (£ éléments et u (L) est libre
a n éléments dans F, donc n < m = dim (F).

2. Soit £ = (z;), <i<p Un systéme générateur de E. Comme u est surjective tout vecteur y de

p p

F sécrit y = u (z) avec x dans F qui s’écrit x = > Ay, ce qui donne y = Y \u (z;) .
i=1 =1

Le systéme u (L) est donc générateur de F.

Prenant pour £ une base de F, elle est formée de n éléments et u (L) est générateur de
I a n éléments, donc n > m.

3. et 4.Résultent des deux points précédents.
[ |
Le théoréme 4.5 et le point 3. du théoréme précédent nous disent que deux espaces vectoriels

de dimension finie ont méme dimension si, et seulement si, ils sont isomorphes.
En vue de généraliser le théoréme 4.11, on utilisera le résultat suivant.

Lemme 4.1 Si Fy,--- | F, sont des espaces vectoriels de dimension finie, il en est de méme de
lespace produit ' = Fy x --- x F, et on a :

dim (F) =) dim (Fy).
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Démonstration. Pour p = 1, il n’y a rien & montrer.

En procédant par récurrence sur p > 2, il suffit de montrer le résultat pour p = 2.

Pour ce faire, on vérifie que si By = (e;),-,,, est une base de Fy et By = (fi),<;-,, une base
de F,, alors la famille : o o

B={(cs0)| 1<i<n}U{(0.f;)|1<j<m)

est une base de F' = F x Fy. En effet tout vecteur z = (x,y) dans F' s’écrit :

z = (Z i€, ZMjfj) = Z)\z’ (€i>0) + Zﬂj (0> fj)
i=1 j=1 i=1 J=1

donc B engendre F' et 1'égalité :

n m

D Ailen0)+ Y (0, £) =0

i=1 j=1

est équivalente a :
<Z AﬁuZﬂjfj) = (0,0)
i=1 j=1

n m
soit & Y Ae; =0et > p;f; =0 qui impose \; = 0 pour tout ¢ compris entre 1 et n et p; =0

i=1 j=1
pour tout j compris entre 1 et m. La famille B est donc libre et c¢’est une base de F. L’espace
F est donc de dimension finie égale au nombre d’éléments de B, soit & n + m. |
Théoréme 4.13 Si Fy,--- , F, sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel I de di-
n p p
mension finie, on a alors E = € Fy, si, et seulement si, E = Y Fy et dim (E) = > dim (F) .
k=1 k=1 k=1
Démonstration. On sait déja que la condition est nécessaire.
p
Dire que E = ) F}, équivaut a dire que 'application linéaire :
k=1
¢ F=FXx---xF, — E
(1, ,xp) .2 e R o

est surjective et si de plus dim (F') = dim (F), cette application est en fait une bijection ce qui
n

signifie que E = @ Fj. [
k=1

Exercice 4.6 Montrer que l’ensemble des matrices carrées d’ordre n de trace nulle est un sous-
espace vectoriel de M,, (R) et calculer sa dimension.

4.3 Rang d’un systéme de vecteurs ou d’une application

linéaire
On désigne par E un espace vectoriel réel de dimension finie.
On rappelle que le sous-espace vectoriel F' = Vect{zy,---,x,} de E engendré par des
vecteurs x1,---,x, de E est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces vecteurs,
soit :

p
F:{JI: Akxk|()\1,)\2,---,>\p)€RP}.
k=1
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Définition 4.5 Le rang de la famille {xy,--- ,x,} de vecteurs de E est la dimension de [’espace
vectoriel engendré par ces vecteurs. On le note rg (xq,- -+, xp).
Théoréme 4.14 Le rang d’une famille {z1,--- ,x,} de p vecteurs de E est au maximum égal

a p et ce rang vaut p si, et seulement si, cette famille est libre.

Démonstration. Si le systeme £ = {z,---,2,} est libre, il constitue une base de F' =
Vect (L) et rg (£) = dim (F') = p. Réciproquement si le rang vaut p, la famille £ est génératrice
de F' avec p éléments, c’est donc une base de F' et en conséquence une famille libre. [ ]

Remarque 4.3 Si E est de dimension n, le rang d’une famille de vecteurs de E est au plus
égal a n. Si ce rang vaut n, on a alors Vect{xy, - ,x,} = E et {x1,---,x,} est un systéme
générateur de E. Dans le cas ot p = n, c’est une base.

Définition 4.6 Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et u une application
linéaire de E dans F. Le rang de u est la dimension de Im (u). On le note rg (u) .

En désignant par B = <€i)1gz’§n une base de F/, I'image de u est le sous-espace vectoriel de
F engendré par {u(e1), -+ ,u(e,)} et :
rg(u) =1g(u(er), -, ulen)).

Remarque 4.4 Comme Im (u) est un sous-espace vectoriel de F, on a rg(u) < dim (F) et
comme rg (u) =rg(u(er), - ,u(e,)), on a aussi rg(u) < dim (E). Donc :

rg (u) < min (dim (£) , dim (F))
Plus précisément, on a les résultats suivants.

Théoréme 4.15 Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie et u une application
linéaire de E dans F. On a rg(u) = dim (F) si, et seulement si, u est surjective.

Démonstration. Dire que u est surjective équivaut a dire que Im (u) = F, ce qui est encore
équivalent a rg (u) = dim (Im (u)) = dim (F') puisque Im (u) est un sous-espace vectoriel de F.
u

Théoréme 4.16 (du rang) Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie et u une
application linéaire de E dans F. On a :

dim (£) = dim (ker (u)) + rg (u) .
Démonstration. Soit H un supplémentaire de ker (u) dans E et v la restriction de u a H,
c’est-a-dire 'application v définie sur H par :
Vee H, v(z)=u(x).
Le noyau de cette application est :
ker (v) = H Nker (u) = {0}

ce qui signifie que v est injective de H dans F' et réalise une bijection de H dans Im (v).

En écrivant tout vecteur y de Im (u) sous la forme y = u (x) avec € E qui s’écrit © = x1+x9
ouxy € ker (u) et zo € Hyonay =u(z)+u(zy) =v(x2), c’est-a-dire que y est dans Im (v).
On a donc Im (u) C Im (v) et comme Im (v) C Im (u), on a en fait Im (v) = Im (u) et v réalise
un isomorphisme de H sur Im (u) . Il en résulte que :

rg (u) = dim (Im (u)) = dim (H) = dim (E) — dim (ker (u)) .
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Remarque 4.5 En montrant le théoreme du rang, on a en fait montré que Im (u) est isomorphe
a un supplémentaire de ker (u) dans E.

Corollaire 4.3 Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et u une application
linéaire de £ dans F. On a :

1. rg (u) < min (dim (EF),dim (F)) ;

2. rg(u) = dim (E) si, et seulement si, u est injective.

Démonstration.

1. De la formule du rang, on déduit que rg (u) < dim (E) et rg (u) < dim (F") par définition.

2. Sirg(u) =dim (£), la formule du rang nous dit que dim (ker (u)) = 0, soit que ker (u) =
{0} et w est injective. Réciproquement si u est injective, on a ker (u) = {0} et rg(u) =
dim (E).

Exercice 4.7 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et uw € L (E).

1. Montrer que :
Im (u) = Im (u?) < ker (u) = ker (u?)

ol u? = uou.
2. Montrer que :
Im (u) = Im (uv*) < E = ker (u) @ Im (u) < ker (u) = ker (u?)

Solution 4.6

1. On a toujours :
Im (u?) C Im (u), ker (u) C ker (u?)

donc :
Im (u) = Im (u?) < rg (u) = rg (v?)

et :
ker (u) = ker (u*) < dim (ker (u)) = dim (ker (u?))

D’autre part, le théoreme du rang nous dit que :
dim (E) = dim (ker (u)) + rg (u) = dim (ker (v*)) + rg (u?)
ce qui permet de déduire que :
Im (u) = Im (u*) < ker (u) = ker (u?)
2. 1l suffit de montrer que :
Im (u) = Im (u*) < E = ker (u) & Im (u)

Si Im (u) = Im (u?), alors pour tout x dans E, il existe y dans E tel que u (z) = u? (y),
donc v —u(y) € ker (u) et © = (x —u(y)) + u(y) € ker (u) +Im (u). On a donc E =
ker (u) + Im (u) et avec le théoréme du rang, on déduit que E = ker (u) & Im (u) .

Si E = ker (u) @ Im (u) alors tout = € ker (u?) s’écrit x = x1 + u (x3) avec u(x) =0 et
0 = u? (z) = v (z3) entraine que u? (z2) € ker (u) NIm (u) = {0}, donc u (z2) € ker (u)N
Im (u) = {0} et x = 21 € ker (u). On a donc ker (u?) C ker (u) et ker (u) = ker (u?), ce
qui équivaut a Tm (u) = Im (u?).
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4.4 Expression matricielle des applications linéaires

Nous avons déja introduit les matrices en utilisant les bases canoniques de R™ et R™. En
fait tout peut étre repris dans le cadre des espaces vectoriels de dimension fini en utilisant des
bases de ces espaces, les démonstrations étant identiques a celles du paragraphe 3.5.

On se donne un espace vectoriel £ de dimension n, une base B = (ey), <, de E, un espace
vectoriel F' de dimension m, une base B’ = (fi),<;<,, de F et une application linéaire u de F
dans F. o

Pour tout entier j compris entre 1 et n, il existe des réels a;; tels que :

u(ej) = Z%’fz‘

n
et pour tout vecteur x = ) xje; dans E, on a :
J=1

=303 =3 (Sin ) 5
J=1 =1 i=1 \j=1
c’est-a-dire que les composantes dans la base B’ de u (x) sont les :
yi =Y agw; (1<i<m)
j=1
Définition 4.7 Awvec les notations qui précédent, on dit que la matrice :

A = ((aij)1<i<m

155<n

est la matrice de u dans les base B et B'.
Dans le cas ou E = F et B= B, on dira simplement que A est la matrice de u dans la base B.

Pour tout j compris entre 1 et n, la colonne numéro j de la matrice A est le vecteur :

formé des composantes de u (e;) dans la base B'.
L’égalité y = u (x) se traduit alors par le produit matriciel :

U1 @11 Az - Qip T
Yo Q21 Q22 ~---  Qop T2

Y = . = . , . . =AX
Ym Am1 Am2 - Amn Tm

ot les x;, pour j compris entre 1 et n sont les composantes de x dans la base B et les y;, pour
i compris entre 1 et m celles de u (z) dans la base B'.
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Exercice 4.8 Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par R, [x] Iespace vectoriel des
fonctions polynomiales a coefficients réels et de degré au plus égal an. Pourn > 1, on considéere
Uapplication :

u R,[z] — R,[z]
P —  xP’

ot on a noté, pour toute fonction polynomiale P € R, [z], P le polynome dérivé de P.

1.

S G Lo

Montrer que u est une application linéaire de E dans E.

Donner la matrice de u dans la base canonique B = (1,x,22,--- 2" de E.
L’application u est-elle injective ¢

L’application u est-elle surjective ¢

Calculer le noyau, l'image et le rang de wu.

Soit F' le sous-espace-vectoriel de E engendré par (z,z%, -+, 2™). Montrer que ’applica-

tion u est bijective de F' sur F.

Solution 4.7

1.

Pour Pe E, ona P' € R, [z] et xP' € R, [z] = E, donc u va bien de E dans E.
Pour P,Q dans E et A\, dans R, on a :

u(AP +pQ) = & (AP + pQ)" = A (xP') + p (2Q")
=M (P) + pu (Q)
donc u est linéaire.

On a (1) =0 et pour k entier compris entre 1 et n :
u (2%) = kat.

La matrice de uw dans B est donc :

000 - 0 0
010 - 0 0
00 2 - 0 0
A= ) .
000 - n-120
0oo0o0 - 0 n

On awu(l) =0 avec 1 # 0, donc u non injective.
Pour tout polynéme P € E, on a u(P)(0) =0 car u(P) = xP’, donc 1 n’est pas dans
[tTmage de u et u est non surjective.

On a P € ker (u) si, et seulement si, zP" = 0, ce qui équivaut encore a P' = 0, soit P
constant. Donc ker (u) est la droite dirigée par le polynome constant 1.
En utilisant le théoréeme du rang, on déduit que

rg (u) = dim (E) — 1 = n.

L’image de u est contenu dans l’espace xR,,_1 [x] des polynomes de R,, [x] multiples de x.
Réciproquement tout polynome dans xR,y [z] s’écrit Q) avec Q € R,_ [x] et désignant
par P € R, [z] une primitive de Q, on a Q) = xP' = u(P). Donc Im (u) = zR,,_ [z].
On retrouve le rang de u :

rg (u) = dim (zR,,_; [z]) = dim (R,,_4 [z]) = n.
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6. On remarque que F' = xR,y [x] = Im (u). Donc la restriction v de u a F est un endo-
morphisme de F. Son noyau est :

ker (v) = F' Nker (u) = {0}
il en résulte que u est un isomorphisme.
Comme dans le cas de R™ et R™, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.17 Siu et v sont deux applications linéaires de E dans F' de matrices respectives
A = ((aij))1<i<m et B = ((b;j))1<i<m dans les bases B et B' alors, pour tous réels A, pu, Uapplica-
1<j<n 1<5<n

tion linéaire \u+pv a pour matrice dans ces bases la matrice \NA+puB = ((Aa;; + pbij))1<i<m -
1<j<n

Ce résultat peut se traduire en disant que I’application qui associe a toute application linéaire
u € L (F, F) sa matrice A € M,,,, (R) dans les bases B et B’ est linéaire. Plus précisément, on
a le résultat suivant.

Théoréme 4.18 Etant données une base B = (ex)1<p<n de E et une base B' = (fy) <1<, de F,
Uapplication ¢ qui associe & toute application linéaire u € L (E, F) sa matrice A € M, ,, (R)
dans les bases B et B' est un isomorphisme de L (E, F') sur M, (R).

Démonstration. On vient de voir que ¢ est linéaire et cette application est bijective du
fait qu'une application linéaire u € L (E, F') est uniquement déterminée par sa matrice dans
les bases B et B'. [ |

En particulier, pour toute matrice A € M,,,, (R) il existe une unique application linéaire
u € L (R™ R™) ayant pour matrice A dans les bases canoniques de R™ et R™. On dira que u
est I'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

Pour ce qui est de la matrice d'une composée d’applications linéaires nous avons le résultat
suivant ot G est un espace vectoriel de dimension 7 et B” = (g),,, une base de G.

Théoréme 4.19 Siv est une application linéaire de E dans F' de matrice B € M, , (R) dans
les bases B et B' et u une application linéaire de F' dans G de matrice A € M, ,,, (R) dans les
bases B’ et B”, alors la matrice dans les bases B et B" de lapplication linéaire uov de E dans

G est la matrice produit C = AB € M,,, (R).
On en déduit le résultat suivant, o B et B’ sont deux bases de E.

Théoréme 4.20 Un endomorphisme u de E est bijectif si, et seulement si, sa matrice A dans
les bases B et B' est inversible et dans ce cas A™' est la matrice de u™' dans les bases B’ et B.

En regardant une matrice comme un ensemble de vecteurs colonnes, on peut donner la
définition suivante.

Définition 4.8 Soit A = ((a;;))1<i<m une matrice dans M., (R). En désignant, pour tout j
1<j<n
compris entre 1 et n, par Cj = (a;;),.,., le vecteur de R™ représentant la colonne numéro j de

A, le rang de A est le rang de la famille (Cy,Cs, -+ - ,C,,) de vecteurs de R™.

Théoréme 4.21 Le rang d’une matrice A € M, ., (R) est égal au rang de lapplication linéaire
u € L (R™,R™) canoniquement associé a la matrice A.
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Démonstration. En désignant par B = (ex),<;<, une base de R" et par B' = (fi);<p<pn
une base de R™, pour tout j compris entre 1 et n, la colonne numéro j de A est C; = u (e;) et :

rg(A) :l“g<01,02,"' 70”) :rg(u(el)vu(62>7'“ 7u(en)):rg(u)'
|

Théoréme 4.22 Siu € L (E, F) a pour matrice A € M., (R) dans les bases B et B' (toujours
avec les notations du début de ce paragraphe), alors le rang de u est égal au rang de A.

Démonstration. On utilise la formule du rang.
Dire que x = ) z;e; est dans le noyau de u équivaut a dire que u () = 0, ce qui se traduit
j=1

par AX =0, ou X = (z;), <j<n €St le vecteur de R™ formé des composantes de x dans la base
B. En désignant par v 'application linéaire canoniquement associée a A, on a v (X) = AX = 0,
c’est-a~dire que X est dans le noyau de v. Réciproquement si X € ker (v), on a AX = 0, ce qui
équivaut & u (x) = 0, soit x € ker (u) . L’application = — X réalise donc un isomorphisme de
ker (u) sur ker (v) et dim (ker (u)) = dim (ker (v)) , ce qui équivaut a rg (u) = rg (v) en utilisant
le théoréme du rang. Et donc rg (u) =rg(v) =rg(A). n

4.5 Formules de changement de base

On se donne un espace vectoriel £ de dimension n et deux base de E, By = (ex),<<, €t
_ / . . =M=0
By = (e;), <k<n - Une question naturelle est de savoir comment passer des composantes d’un
vecteur de E d’'une base a l'autre.
n

I<j<n et X' = (QE;)

n
_ o, — o — (1
Pour tout vecteur z = >~ zje; = lxjej dans E, on note X = (x;) I<j<n
]:

Jj=1
les vecteurs de R™ respectivement formés des composantes de x dans les bases B; et Bs.
Comme, pour j compris entre 1 et n le vecteur € est dans F, il s’écrit

n
, JR—
€ = Dijé€i
i=1
ot les p;; sont des réels uniquement déterminés. On a alors :
n n n n
_ _ SN A /
Tr = Tie; = xre; = x; Pijeéi
i=1 j=1 j=1 i=1
n n
_ /
= DijT; | €
i=1 \j=1
et avec I'unicité de I’écriture de = dans la base By, on déduit que :
n
T = g pijx; (1 <i<n)
=1

ce qui peut se traduire par 1’égalité matricielle :

X =PX'
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ol P est la matrice :

P11 P12 - Pin
p_ 2?21 D22 : p?n
Pn1 Pn2 *°° DPnn

ayant pour colonne j le vecteur de R formé des composantes de ¢/ dans la bases B;.
On peut retenir cette formule sous la forme :

Xp, = Pp,—.5,XpB,
avec des notations évidentes.

Définition 4.9 Avec les notations qui précédent, on dit que P est la matrice de passage de la
base By a la base Bs.

Théoréme 4.23 Avec les notations qui précédent, la matrice de passage P de By a By est
inversible et son inverse est la matrice de passage de By a By.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la matrice P de By a B; est la matrice dans les
bases By et By de l'identité de E. En effet, pour tout j compris entre 1 et n on a :

Idg (e;) =, = Zpijei.
i—1

Cette matrice est donc inversible et son inverse est la matrice dans les bases B; et By de
(]dE)_l = Idg c’est-a-dire la matrice de passage de By a B;. []
On a donc :
(Pg,—5,)"" = Py,

Le calcul de I'inverse de la matrice de passage P de B; a B, peut se calculer en résolvant le
systéme linéaire aux inconnues e; :

e;» = Zpijei (1<i<n)
i=1
Exercice 4.9 On désigne par By = (ey, es,e3) la base canonique de R3.
1. Montrer que By = (€} = €1 — e, €, = 2e5 + e3,€5 = €1 + e3) est une base de R3.
2. Calculer linverse de la matrice de passage P de By a Bs.
Solution 4.8
1. L’égalité \ie} + Xaely, + Asel = 0 équivaut a :

AM+A3=0
A +2X=0
)\2+)\3:0

En additionnant les deux premiéres équations, on a A3 + 2 o = 0 qui reporté dans la
troisieme donne Ao = 0. Les équations 2 et 3 donnent alors Ay = A3 = 0. La famille By
est donc libre dans R? et c’est une base puisqu’elle a trois éléments.
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2. La matrice de passage de By a By est la matrice :

1 01
P=1-120
0 11

Avec :
el =e —eg
ey = 2e9 + €3
6% =€+ €3
on déduit que :
e1 =2e) +e)—ef
ey =€) +eh) — el

e3 = —2¢| — ey + 2¢},
ce qui signifie que :
2 1 =2
Pl=(1 1 -1
-1 -1 2

On est maintenant en mesure d’exprimer la matrice d’'un endomorphisme u de E dans la
base B, en fonction de sa matrice dans la base B;.

Théoréme 4.24 Siu est un endomorphisme de E de matrice A = ((ai;)),<; ;<, dans la base

By et de matrice A’ = ((agj))1<ij<n dans la base By, on a alors A’ = P7YAP, o P est la
matrice de passage de By a By.
Démonstration. PA’ est la matrice de Idg ou = u dans les bases By et B; et AP est aussi
la matrice de u o Idy = u dans les bases By et By. On a donc PA" = AP, ce qui équivaut a
A= P 1AP. [ |
Cette formule de changement de base peut se retenir sous la forme :

Ap, = P, A, P, -8,

Dans le cas oul la matrice A’ de u dans la base By a une forme plus simple que celle de A, on
peut 'utiliser pour calculer les puissances de u ou de A. L’idée étant que 'égalité A’ = P~1AP
entraine pour tout entier naturel p, on a (A')" = P71APP ou encore A? = P (A’ P~ La
vérification étant immédiate par récurrence sur p > 0 (toujours avec la convention A° = 1,,).

Si par exemple, la matrice A" est diagonale, c’est-a-dire de la forme :

AN O -0

A/: 0 >\2 :

N (|

0 -~ 0 M\,

on a alors, pour tout p > 0 :

X0 0

ay=| 0 M

N ()
o -~ 0 A

Pour p > 1, I'endomorphisme u? est défini par la formule de récurrence u? = u?~! o u avec

u® = Idp. Si A est la matrice de v dans la base B;, alors celle de AP dans cette méme base est
AP,
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Exercice 4.10 On désigne par By et By les bases de R? de lexercice 4.9 et par u l'endomor-

4 2 -4
phisme de (R?) de matrice A= | —6 —4 6 dans la base canonique B;.
-1 -1 1

1. Déterminer la matrice de u dans la base Bs.

2. Calculer, pour tout p € N, la matrice de u? dans la base canonique de R3.

Solution 4.9

1. La matrice de u dans la base By est :

2 1 =2 4 2 —4 1 01

A =P AP = 1 1 =1 -6 —4 6 -1 20
-1 -1 2 -1 -1 1 0 1 1

2 0 0

=10 -1 0

0 0 0

2. La matrice de uP dans la base By est :

2p 0 0
(AP =1 0 (=) 0
0 0 0
et dans la base By c’est :
1 01 2p 0 0 2 1 =2
A =PAYPI=]| -1 2 0 0 (=1)? 0 1 1 -1
0 11 0 0 0 -1 -1 2
2p+1 P _2p+1
— | 2(=1)P —2vt1 2(=1)P —2¢ 2w+l _2(—1)P
(=1)” (=1)° (—)r
-5 3 3
Exercice 4.11 Soit u € L (R3) de matrice A= | —8 6 4 | dans la base canonique By =
-1 1 3

(ela €2, 63) .
1. Déterminer les images par u des vecteurs €] = ej + ea, €, = eg — €3, €5 = €1 + 2e9 + €.
2. Montrer que By = (¢}, e}, €4) est une base de R? et donner la matrice de u dans cette base.

3. Calculer, pour tout p € N, la matrice de u? dans la base canonique de R3.

Solution 4.10 Laissée au lecteur.
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Opérations élémentaires et déterminants

On se donne un entier n > 1 et M,, (R) désigne l'espace vectoriel des matrices réelles carrées
d’ordre n.

Pour i, j entiers compris entre 1 et n, on note E;; la matrice dont tous les coefficients sont
nuls sauf celui d’indice (i, 7) (ligne i et colonne j) qui vaut 1.

On rappelle que la famille (£j;),, ;,, est une base de M,, (R) qui est donc de dimension n?.

Pour toute matrice A = ((a;;)),<; j<, € My (R), on note pour tout entier ¢ compris entre 1
et n:

L; = (az’h 075 P ,am)

sa ligne numeéro i (c’est une matrice a une ligne et n colonnes) et pour tout entier j compris
entre 1 et n :

sa colonne numéro j (c’est une matrice & n lignes et une colonne).

On écrira :
Ly

A= : 0uA=(C’1 C’n).
L,

Définition 5.1 On dit qu'une matrice A = ((aij)),; j<, € Man (R) est triangulaire inférieure
[resp. supérieure] si a;; =0 pour 1 <i < j <mn [resp. pour1 < j<i<n].

Une matrice triangulaire inférieure est donc de la forme :

ail 0 . 0
Qg1 azy :
A=
0
Gp1 Ap2 *°°  Qpp

et une matrice triangulaire supérieure de la forme :

11 Az - Qip
0 ax - a2

A= )
0 0 apn

131
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Définition 5.2 Une matrice diagonale est une matrice triangulaire inférieure et supérieure.

Une matrice diagonale est donc de la forme :

ay 0 - 0
A 0 ax :
. S

0 0 apn

5.1 Opérations élémentaires. Matrices de dilatation et de
transvection

On suppose que n > 2.
On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les lignes de A toute matrice

de la forme :
Ly

Li—l

Li-‘rl

Ly,
avec 1 < i < met A € R* cest-a-dire que la matrice A; (\) est déduite de la matrice A en
multipliant sa ligne numéro ¢ par A ou de la forme :

1 <i#j<neteR, cest-a-dire que la matrice A;; (\) est déduite de la matrice A en
ajoutant a la ligne numéro ¢ la ligne numéro j multipliée par .

On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les colonnes de A toute
matrice de la forme :

AN =(Ci - G MG Cip - Co ),

avec 1 < j < net A € R* c'est-a-dire que la matrice A ()\) est déduite de la matrice A en
multipliant sa colonne numéro j par A ou de la forme :

AyN)=(Cr - Cioy C+AC; Ci -+ Cr)

1 <i#j<net\e&R, cest-a-dire que la matrice A; (\) est déduite de la matrice A en
ajoutant a la colonne numéro j la colonne numéro ¢ multipliée par .
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Définition 5.3 On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme :
Ti; () = I, + \Ej;,
avec 1 <i1#£ j<netXeR.
Une matrice de transvection T;; (A) est donc une matrice triangulaire dont tous les termes

diagonaux valent 1 et de termes hors de la diagonale tous nuls sauf celui d’indice (4, 7) (i. e. en
ligne 7 et colonne j) qui vaut A.

Définition 5.4 On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme :
DiN)=1,+(A—1)Ey,
avec 1 <i<n et e R

Une matrice de dilatation D; (\) est donc diagonale de termes diagonaux tous égaux a 1 sauf
le numéro 7 qui vaut A.

Théoréme 5.1 Avec les notations qui précédent on a :

Ai () =Di (M) A, Ai; (A) =T (M) A,
A5 (A) = AD; (A), Aj; (A) = AT;; (A) .
C’est-a-dire que :
1. la multiplication & gauche par une matrice de dilatation D; (\) a pour effet de multiplier
la ligne © par X ;
2. la multiplication a droite par une matrice de dilatation D; (X) a pour effet de multiplier
la colonne 5 par \;
3. la multiplication a gauche par une matrice de transvection T;; (N) a pour effet de remplacer
la ligne L; par L; + \L; ;
4. la multiplication a droite par une matrice de transvection T;; () a pour effet de remplacer
la colonne C; par C; + \C;.

Démonstration. Le coefficient d’indice (p,¢) du produit de matrices D; (\) A est obtenu
en faisant le produit de la ligne p de D, (\) par la colonne ¢ de A, ce qui donne en notant o, ,

ce coefficient : . _
o apesil<p#i<n, 1<qg<n,
pa Aajgsip=1i, 1 <qg<n.

On a donc bien A4; (A) = D; (A) A.
Les autres égalités se montrent de facon analogue. [ ]
Ce résultat justifie la définition suivante.

Définition 5.5 On appelle matrice élémentaire une matrice de dilatation ou de transvection.
Lemme 5.1 Une matrice élémentaire est inversible avec :
Ty () =T (=0,

pour une matrice de transvection et :

D;(\) ' =D, G) ,

pour une matrice de dilatation.
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Démonstration. Pour A,y réels et ¢ # j compris entre 1 et n, la matrice Tj; (A) Tj; (i) se
déduit de Tj; (1) en ajoutant a sa ligne ¢ sa ligne j multipliée par A, ce qui donne la matrice
Tij (A + ).

Prenant p1 = —\, on a T;; (\) T;; (—\) = Ty = I,,, ce qui signifie que T;; (\) est inversible
d’inverse Tj; (—A) .

Le deuxiéme résultat est évident. ]

Avec l'exercice qui suit, on vérifie que toute matrice inversible d’ordre 2 est produit de
matrices élémentaires. Ce résultat est en fait vrai pour les matrices inversibles d’ordre n > 2.

a

Exercice 5.1 Soit A = < . ) une matrice inversible.

d
1. On suppose que ¢ # 0.

(a) Déterminer un réel \y tel que :

1 b
A1:T12()\1)A: ( dl )
1

8]

(b) Déterminer un réel Ay tel que :

Ay =Ty (M) Ay = ( o )
(c) Déterminer un réel Az tel que :

A=At 00 = (g o)

(d) En déduire qu’il existe des matrices de transvection Py, Py, Q1 el une matrice de

dilatation D telles que :
A=PPDO

2. Donner un résultat analogue dans le cas ou ¢ = 0.

Solution 5.1
1.

(a) Pour tout réel A1, on a :

o 1 )\1 a b o a+c)\1 b+d)\1
maooa= (4 ) (00 )= (" )

a
et prenant \1 tel que a + chy =1, soit \y = ——, on a :
c

. d — det (A) )

T12 ()\1)142 < 15
c d
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(b) Pour tout réel \a, on a :

o 1 O 1 b1 o 1 bl
T21()\2)A1—<)\2 1)(0 d)_<c—|—)\2 d—l—bl)\g)

et prenant Ay = —c, on a :

d — det (A)
1 by I —
Ty (A2) Ay = ( 0 d—cb ) B ( 0 detC(A) )

(c) Pour tout réel A3, on a :

1 b 1 A 1 by + A\
AQTH(A?’):(O dZ)(O 13):<0 2d23)

et prenant \3 = —by, on a :

AsTis (Ng) = ( (1) ;2 ) - ( é detO(A> )

(d) On a donc en définitive :
To1 (N2) Tha (A1) AThp (A3) = D (det (A))
et utilisant le fait que les matrices de transvections sont inversibles, on déduit que :
A =Ty (=A1) T2 (=X2) D (det (A)) Th2 (—As3)

1- det (A) —d
a,)\gz—cet)\gzi.

ou )\1:
C

2. Sic=0, on a nécessairement a # 0 puisque A est inversible et :

T21(1)A:<1 ?)(3 Z):(Z bid)

ce qui nous ramene au cas précédent et donne :
T21 (1) A - P1P2DQ1

soit :
A - T21 (—1) P1P2DQ1.

De maniére plus générale, on a le résultat suivant.

Théoréme 5.2 Une matrice A € M,, (R) (ot n > 2) est inversible si, et seulement si, elle
est produit de matrices élémentaires. Précisément si A € M,, (R) est inversible, il existe alors
des matrices de transvection Py, -+, P. et Q1,- - , Qs et une matrice de dilatation D,, (\) telles
que :

A:PlPan()\)Qle



LIV bl aLlvilo UiviuiULiildali Lo LU Uvvuld iiiiiialivo

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 2.

Le cas n = 2 a été traité avec l'exercice précédent.

On le suppose vrai pour toutes les matrices inversibles d’ordre n — 1 > 2 et on se donne une
matrice inversible A d’ordre n.

On se raméne tout d’abord par opération élémentaire au cas ou as; # 0. Si ag; = 0, comme
A est inversible, sa colonne 1 n’est pas nulle (cette colonne est Ae; ot e est le premier vecteur
de base canonique et x = 0 est I'unique solution de Az = 0), il existe donc un indice i €
{1,3,---,n} tel que a;; # 0 et la matrice Ty; (1) A (déduite de A en ajoutant la ligne i a la
ligne 2) est telle que son coefficient d’indice (2, 1) est non nul.

Une fois ramené & as; # 0, on se raméne a a;; = 1 en remplagant la premiére ligne L, par
Ly + AL (multiplication a gauche par Tj2 (A)) ot le scalaire A est choisi tel que a1 + Aag; = 1.

Ensuite, pour tout i € {2,3,--- ,n}, en remplagant la ligne L; par L; —a; Ly (multiplication
a gauche par Tj; (—a;1)), on annule le coefficient d’indice (i, 1).
On peut donc trouver des matrices de transvection Py, --- , P, telles que :
I o -+ oy
0 99 “en (e
P -PA= "
0 Qpa - Qpp
De maniére analogue, en multipliant & droite par des matrices de transvection, Q1,- -+ , Q,,, on
obtient :
1 0 - 0 10 --- 0

0 622 ﬁ2n 0
Pe-o - PLAQy Q= | . . | . . B

On peut alors conclure en appliquant I’hypothése de récurrence a la matrice B qui est d’ordre

n— 1 et inversible. En effet, si B n’est pas inversible, il existe 2’ # 0 dans R"~! tel que Bz’ = 0,
0

donc x = ( o ) € R™ est non nul solution de Py, --- PLAQ: - - - Q,,x = 0 qui équivaut & Ay = 0

avec Yy = Q1 ---Qmx # 0 puisque les matrices P; et (); sont inversibles, en contradiction avec

A inversible. |
Nous verrons plus loin (paragraphe 5) que, comme dans le cas n = 2, le réel A qui intervient

dans le théoréme précédent est uniquement déterminé par la matrice A, c¢’est son déterminant.
Pour n = 1, le résultat est encore vrai avec A = (a) = D (a).

5.2 Déterminants des matrices carrées

: : : : b
Nous avons déja défini le déterminant d’une matrice réelle d’ordre deux, A = ( CCL d ) par :

det (A) = ‘ = ad — be

b
d

a
C

(définition 3.14).
Une matrice d’ordre 1 étant tout simplement un réel, son déterminant est lui méme.
Le déterminant d'une matrice carrée A = ((a;)),, ;<, d’ordre n > 3 peut se définir par

récurrence comme suit :
n

det (A) = Z (—1)i+1 a; 1 det (A;1)

i=1
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ot A;; est, pour 7 compris entre 1 et n, la matrice d’ordre n — 1 déduite de A en supprimant
la premiére colonne et la ligne numéro i.

Dans cette expression, on dit qu’on développe le déterminant suivant la premiére colonne.

On note :
apnn iz -0 Qin
a a e a9,
det (A) — ?1 22 2
Qp1 Ap2 " Qpp
Les lignes d’une matrice A € M,, (R) étant notées Ly, Lo, -+ , L,, on écrira aussi :
Ly
Ly
det (A) = det
Ly,
1 2 3
Exemple 5.1 Pourn=3etA=| 4 5 6 on a:
789
5 6 2 3 2 3
det (A) = 8 9 4‘8 9‘+7‘5 6‘—0

Exercice 5.2 Soient aq, as, ag des réels. Calculer le déterminant de la matrice :

1 1 1

Vi, a0,a3) = | o g ag

2 2 9
ay Q@ O3

Une telle matrice est dite de Vandermonde.

Solution 5.2 On a :

g « 1 1 1 1
det (V (o, 00,03)) = | 5 "5 |—a1| 5 5 |+a]
2 2 2
= asaj — g3 — oy (0 — a3) + ozl (a3 — g

)
= apas (a3 — ) — oy (a3 — ag) (a3 + ag) + af (a3 — ay)
= (a3 — a2) (203 — aq (3 + a2) + af)

= (a3 — ag) (a2 (a3 —a1) — o (3 — )

)

= (a3 — ) (3 — ) (g — ¢y

Exercice 5.3 Calculer le déterminant de la matrice :

> 4 2 1
2 3 1 =2
A= -5 =7 =3 9

1 -2 -1 4

Solution 5.3 On a det (A) = 38.
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Théoréme 5.3 Si A; (\) est la matrice déduite de A € M, (R) en multipliant sa ligne i par
un réel A, on a alors det (A; (\)) = Adet (A), soit :

Ly Ly
Ly Liy
Liq Liyy

L, L,

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 1.
Pour n =1 c’est clair et pour n = 2, on a :

‘)\a)\b‘ a b

Ac A

c d

‘ = A (ad — bc) = Adet (A).

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n — 1 > 2. Soient A d’ordre n et
A" = A; (N\) déduite de A en multipliant sa ligne ¢ par A. On a alors :
det (A') = (=1)" Aazydet (Ain) + > (—1) ag det (Ay)
i
la matrice Aj ;, pour k # 4, étant déduite de Ay en multipliant sa ligne i par A. On a donc
det (A};) = Adet (Ag1) pour k # i et det (A’) = Xdet (A). [

Corollaire 5.1 Si A € M,, (R) a une ligne nulle, alors det (A) = 0.

Démonstration. Supposons que la ligne i de A soit nulle. En désignant par A’ = A; (\) la
matrice déduite de A en multipliant sa ligne ¢ par A = 0, on a A’ = A et det (A4) = det (A') =
Odet (A) = 0. n

Corollaire 5.2 Pour tout A € M,, (R) et tout réel A, on a det (AA) = A" det (A4).

Démonstration. En utilisant n fois le théoréme précédent, on a :

ALy Ly
)\Lg )\L2

det (AA) = det , = Adet _
AL, AL,

Ly

L

— = \det | 7

Ly,

Théoréme 5.4 Le déterminant d’une matrice triangulaire est égale au produit de ses termes
diagonauz, soit :

det (A) = ﬁaii
i=1
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Démonstration. Considérons tout d’abord le cas des matrices triangulaires inférieures.
On proceéde par récurrence sur n > 1.
Pour n =1 c’est clair et pour n =2, on a :

g'zad—o'c:ad.

a
C

Supposons le résultat acquis pour les matrices triangulaires inférieures d’ordre n — 1 > 2 et
soit A triangulaire inférieure d’ordre n. La matrice Ay est triangulaire inférieure de diagonale
99, * + + Apy €6 pour ¢ compris entre 2 et n, la matrice A;; est telle que sa premiére ligne est nulle,
elle est donc de déterminant nul et :

det (A) =4ai; det Al 1 Ha”

Pour le cas des matrices triangulaires supérieures, le cas n = 1 est encore évident et le cas
n = 2 se vérifie par le calcul. Supposant le résultat acquis au rang n—1 > 2, pour A triangulaire
supérieure d’ordre n, La matrice Ay est triangulaire supérieure de diagonale aso, - - - a,, et pour
1 compris entre 2 et n, les coefficients a;; sont nuls de sorte que :

det (A) =4ai; det Al 1 Ha”

Exemple 5.2 Si A = I, est la matrice identité, on a alors det (I,,) = 1.

Exemple 5.3 Si A= D, (\) est une matrice de dilatation, on a alors det (D; (X)) = A.
Exemple 5.4 Si A=T;; (\) est une matrice de transvection, on a alors det (T;; (\)) = 1.
Théoréme 5.5 Soient A, A’; A” des matrices de lignes respectives L;, L;, L (pour i compris
entre 1 et n) telles que L; = L, = L pouri # k et L} = Ly + L) ou k est un indice compris

entre 1 etn. On a :

det (A") = det (A) + det (A")

soit :
L, Ly Ly
Lk—l Lk—l Lk—l
det | Lp+ L), | =det Ly + det L
Liq Ly Ly
L, L, L,

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 1.

Pour n =1 c’est clair et pour n = 2, il suffit de calculer.

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n — 1 > 2. Soient A, A’, A” d’ordre n
vérifiant les conditions du théoréme. On a alors :

det (A") = (1) (a1 + aly) det (Ay ) + Z 1), det (A7)
ik
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avec Aj, = Ap1 = A, et pour i # k, les matrices A, A}, A}, vérifiant les hypothéses du
théoréme au rang n — 1 (avec des notations évidentes), donc :

det (A”) = (=1)"" (ag1 det (Ay,1) + af,y det (A} ;)

+> (=) agadet (Ain) + Y (—1)"af, det (4 )
ik 7k
= det (A) + det (A").

|
Les théorémes 5.3 et 5.5 se traduisent en disant que le déterminant est linéaire par rapport
a chaque ligne.

Théoréme 5.6 Si A’ est la matrice déduite de A € M,, (R) en permutant deux lignes, on a
alors det (A") = —det (A), soit :

det : = —det

ot les pointillés indiquent les lignes inchangées.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n > 2.

Pour n = 2, il suffit de calculer.

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n — 1 > 2.

La permutation de deux lignes se faisant avec un nombre impair de permutations de deux
lignes successives (par exemple la permutation (2, 4) se fait par les trois permutations (2, 3,4) —
(3,2,4) — (3,4,2) — (4,3,2)), il suffit de considérer le cas ot j = i + 1 (montrer ce point
rigoureusement). On se donne donc A d’ordre n et A’ est déduite de A € M,, (R) en permutant
les lignes i et i 4+ 1. Pour k # i et k # i+ 1, on a ajy; = ag, et det (A} ;) = —det (Ay,1) par

hypothése de récurrence, et avec a;; = a(it1),1, a/(i—i—l),l = a1, A} = Agiy),1 A,(i+1)71 = A;1, on
déduit que :
det (A) = (=1)"aginadet (Agina) + (—1)" agy det (A1)
— 3 (=) ag det (Agy) = — det (A).
kot i
[ |

Le résultat précédent se traduit en disant que le déterminant est une forme alternée sur les
lignes.

Corollaire 5.3 Si la matrice A € M,, (R) a deux lignes identiques, alors det (A) = 0.

Démonstration. Si L; = L; avec i # j, alors matrice A" déduite de A en permutant ces
deux lignes est égale a A et det (A) = —det (A), donc det (A) = 0. n

Corollaire 5.4 On ne change pas la valeur d’un déterminant si on ajoute a une ligne une
combinaison linéaire des autres lignes.
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Démonstration. Il suffit de montrer le résultat quand on ajoute a la ligne L; la ligne L;
multipliée par un réel A o1 i # j. Dans ce cas, on a :

L;+ AL, L; L; L,
det : = det : + Adet : = det :
Lj Lj Lj Lj
ou les pointillés indiquent les lignes inchangées. [ ]

En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice A, on peut se ramener
a une matrice triangulaire supérieure de méme déterminant que celui de A.

Exercice 5.4 Calculer le déterminant de la matrice :

5 4 2 1
2 3 1 =2
A= -5 =7 =3 9
1 -2 -1 4

de Uexercice 5.3 en effectuant des opérations élémentaires.

2 1
Solution 5.4 Les opérations Lo — Lo — ng, Ly — L3+ Ly, Ly — Ly — ng donnent :

5 4 2 1
71 12 ok
o - - = 5 5 5
det (A) = 5.9 5 =5 =3 -1 10
0 -3 -1 10 Uo7 19
o 4T = :
5 5 5
701 —12 701 —12
11 1
=5-=-| -3 -1 10 |==| =3 -1 10
55

14 -7 19 5l 14 -7 19

3 14
Puis les opérations Ly — Ly + ?Ll, Ly — Lg+ 7L1 = L3+ 2L, donnent :

7T 1 =12
1 4 34 1 2 -2 17
0 -5 =5
=2-19=38

Exercice 5.5 Développer le déterminant de la matrice suivante sous la forme d’un produit de
facteurs linéaires en x :

r+2 2x+3 3x+4
Ax)=| 20+3 3z+4 4dz+5
3r+5 bxr+8 10x+17
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Solution 5.5 Les opérations Ly — L3 — Ly, Ly — Ly — Ly (dans lordre indiqué) donnent :

r+2 2x+3 3xr+4
det(A(z))=|2z+1 xz+1 x+1
r+2 2x+4 6x+12

r+2 2x+3 3x+4
=(x+1)(x+2) 1 1 1
1 2 6

puis Ly — L3 — Lo donne :

r+2 204+3 3x+4
det(A(z))=(z+1)(x+2)] 1 1 1
0 1 5

:(x+1)(a:+2)((x+2)“ é‘_ 2 + 3 3:55+4D

1
—(w+ 1) (@42 A e+ 2) — (T +11))
= (@ +1)(z+2)(3x+3) = -3+ 1) (z +2)

Exercice 5.6 Soient o, 3 deuz réels et A (o, 3) = ((a;5))
par :

. , e
I<ij<n la matrice d’ordre n > 3 définie

. ai; = [3,
VZE{1,2,-.-,7L}7 {aij:ozsije{l,Q,'-',n}—{i}.
Calculer A (o, ) = det (A («, ) .
Solution 5.6 La matrice A (o, 3) est de la forme :

6 a a . e a
a /6 a DR a
« a [ «
« a o f
St a =0, la matrice est diagonale et :
A(0,5) = pg".

On suppose que a # 0.
En ajoutant les lignes 2 a n a la premiére ligne on a :

1 1 1 1
a B a - «a
A, B)=(B+(n—1)a) ' :
a -+ a B «a
a -+ a a f

Puis en retranchant la premiere ligne multipliée par o aux lignes 2 a n on obtient :

1 1 1 .- 1
0 B—a 0 - 0

Ala,B)=B+n—-Da)| + . o :
0O -~ 0 B-a O
O -~ 0 0 fB-o

=(B+(n-1a)B-a)".
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Exercice 5.7 En admettant que 1700, 1020, 1122 et 1309 sont tous divisibles par 17, montrer
sans le calculer que le déterminant :

— s
W= O3
N NN O
O N OO

est divisible par 17.

Solution 5.7 On ne change pas la valeur de ce déterminant si on remplace la colonne 4 par
Cy + 1005 + 102Cy + 103C,, ce qui donne :

1 7 0 1700 1 7 0 100
10 2 1020 102 60
D=1119 11227171 1 2 ¢ |T17¢
13 0 1309 130 77

avec q entier puisque tous les coefficients du déterminant sont entiers.
Les théorémes 5.3, 5.5 et le corollaire 5.1 se traduisent aussi par le résultat suivant.

Corollaire 5.5 Pour toute matrice A € M,, (R), toute matrice de dilatation D; ()\) et toute
matrice de transvection T;; (N), on a :

{ det (D; (\) A) = det (D; (\)) det (A) = Adet (A)
det (T3; (\) A) = det (T3; (\)) det (A) = det (A)

En utilisant le théoréme 5.2, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.7 Pour toute matrice inversible A et toute matrice B dans M,, (R), on adet (AB) =
det (A) det (B) .

Démonstration. La matrice A étant inversible s’écrit A = P---P,D,, (A\) Q1 ---Qs, o
les matrices P; et (); sont des matrices de transvection et la matrice D,, (\) une matrice de
dilatation (théoréme 5.2). Une utilisation répétée du corollaire précédent nous donne :

det (A) =det (D, (X)) = A
et pour toute matrice B :
det (AB) = det (D,, (\)) det (B) = det (A) det (B) .

[ |
Le résultat précédent est en fait valable pour toutes matrices A et B. Le cas ou la matrice
A n’est pas inversible se traite en utilisant le résultat suivant.

Théoréme 5.8 Une matrice A € M,, (R) est inversible si, et seulement si, son déterminant

est non nul et dans ce cas, on a det (A7) = det (A)"
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Démonstration. Si A est inversible d’inverse A~!, on AA~! = I, et le théoréme précédent
nous dit que det (A) det (A™!) = det (I,,) = 1, donc det (A) # 0 et det (A™!) =

det (A)

La réciproque se démontre par récurrence sur n > 1.

Pour n = 1, le résultat est évident car det (a) = a pour tout réel a.

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n — 1 > 1 et soit A d’ordre n telle
que det (A) # 0. La premiére colonne de A est nécessairement non nulle (définition du déter-
minant) et on peut reprendre la démonstration du théoréme 5.2 pour trouver des matrices de
transvection Py, - - -, P telles que :

1 app -+ g

0 agp -+ ooy 1 «
BeoBA=1 o :<0 B)

0 (0700 Opn

ol « est un vecteur ligne & n — 1 composantes et B une matrice carrée d’ordre n — 1.
Comme les matrices P, sont inversibles, on a :

det (A) = det (Py--- PLA) = det (B)
et det (B) # 0. La matrice B est donc inversible, ce qui implique que A est aussi inversible. En

. x
effet si Ax =0, en notant z = ( x} ) avec 71 € Ret 2/ € R" !, on a:

1 +oaxr' =0
Bx' =0

ce qui entraine ' = 0 et 1 = 0, soit x = 0. La matrice A est donc inversible. [ ]
Théoréme 5.9 Pour toutes matrices A et B dans M, (R), on a :
det (AB) = det (BA) = det (A) det (B) .

Démonstration. Il reste a traiter le cas ol la matrice A n’est pas inversible. Dans ce cas
la matrice AB ne peut étre inversible (sinon, en notant C' l'inverse de AB, on a (AB)C = I,
soit A(BC) = I,, et A est inversible) et on a :

0 =det (AB) =det (A)det (B) =0-det (B).

L’égalité det (BA) = det (B) det (A) donne det (AB) = det (BA) . n

On peut remarquer que det (AB) = det (BA) alors qu’en général AB # BA.

La multiplication a droite par une matrice élémentaire se traduisant par une action particu-
liére sur les colonnes, on déduit de ce théoréme et du théoréme 5.1 les propriétés suivantes du
déterminant.

Corollaire 5.6 Si A’ (\) est la matrice déduite de A € M, (R) en multipliant sa colonne j
par un réel X, on a alors det (A} (X)) = Adet (A).
Si A e M, (R) a une colonne nulle, alors det (A) = 0.

Pour l'instant, le déterminant d’'une matrice se calcule en utilisant la premiére colonne de
cette derniére. En réalité, on peut aussi utiliser la premiére ligne et nous en déduirons que cette
premiére ligne ou colonne peut étre remplacée par n’importe quelle autre. Précisément, on a
les résultats suivants.
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Théoréme 5.10 Pour toute matrice A dans M,, (R), on a det ( *A) = det (A) .

Démonstration. Comme d’habitude c’est trivial pour n = 1. On suppose donc que n > 2.
Si A n’est pas inversible, il en est de méme de sa transposée (en effet si *A est inversible, il

en est de méme de A = *('A) — théoréme 3.19 —) et on a alors det ( *A) = det (4) = 0.
Si A est inversible, elle s’écrit :

A:PIPTDn()\)Qle
ot les P;, (); sont des matrices de transvection et A = det (A), ce qui donne :
PA=1'Q,--- 'Q,'D,(\) 'P--- 'P

les transposées de matrices élémentaires étant des matrices élémentaires de méme type avec
‘D, (\) = D, (\), ce qui donne :

det ( *A) = det (D, (A)) = X = det (4).

De ce résultat, on déduit le développement du déterminant suivant la premiére ligne (pour
n>2):

n
det (A) = det (*A) =3 (—1)" ay; det (Ay)
j=1
ou Aj; ; est la matrice carrée d’ordre n — 1 déduite de A en supprimant la ligne 1 et la colonne
J-
On en déduit alors les propriétés suivantes relatives aux colonnes, ces propriétés étant ana-
logues & celles obtenues pour les lignes.

Corollaire 5.7 Si A’ est la matrice déduite de A € M,, (R) en permutant deuz colonnes, on a
alors det (A") = —det (A).

Soient A, A, A" des matrices de lignes respectives Cj, C}, C (pour j compris entre 1 et n) telles
que Cj = C = CJ pour j #k et C} = Cp + Cy, ot k est un indice compris entre 1 et n. On a :

det (A") = det (A) + det (A").

On ne change pas la valeur d’un déterminant si on ajoute & une ligne une combinaison linéaire
des autres lignes.

Ce corollaire se traduit en disant que le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne
et que c’est une forme alternée sur les colonnes.

En général, pour calculer un déterminant, on essayera d’effectuer des opérations élémentaires
sur les lignes ou les colonnes dans le but de faire apparaitre un maximum de coefficients nuls,
ce qui facilitera le calcul du déterminant de la matrice obtenue.

De tout ce qui précéde, on déduit les différentes formes de développement d’un déterminant
suivant une ligne ou une colonne (pour n > 2).

Théoréme 5.11 Pour toute matrice A € M,, (R), on a :

det (A) = z”: (=1)"* a;;det (A;) (1<j<n)

=1
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(développement suivant la colonne j) et

det (A) = Zn: (=1)"* a;; det (A;;) (1 <i<n)

j=1

(développement suivant la ligne i) ou A;; est la matrice carrée d’ordre n — 1 déduite de A en
supprimant la ligne i et la colonne j.

Démonstration. Pour j = 1, c’est la définition premiére du déterminant et pour ¢ = 1 c’est
une conséquence immédiate de det ( ‘A) = det (A).
Fixons la colonne j > 2 et notons (e;),,.,, la base canonique de R™.

n
La colonne C; s’écrit C; = ) a;je; et en utilisant la linéarité du déterminant par rapport a
i=1

la j-iéme colonne, on a :
n

det (A) = Z a; det (B ;)

i=1

ou B;; est la matrice déduite de A en remplacant C; par e;. En permutant la colonne j avec la

colonne j — 1, puis j — 1 avec j — 2, ---, 2 avec 1 et ensuite la ligne i avec la ligne i — 1,7 —1
avec i — 2, -+, 2 avec 1 (on fait rien pour ¢ = 1) on aboutit a :
I an - a5 arj+1 -0 Qin
0 an -+ agj—1  Qj1 ccc Gop
_ i+j
det (Bz',j) = (—1) 0 @11 -+ G1j-1 G141 0 Qimip
0 aiy11 - QGigy1j-1 Git1j+1 ° Qipin
0 Gnp,1 e Ap j—1 Qp j+1 e Qpon

= (—1)" det (4;))

et on a le résultat annoncé.
On proceéde de maniére analogue pour la deuxiéme formule. [ ]
Avec les notations du théoréme, on dit que det (A, ;) est le mineur d’indice (i, j) de la matrice
Aet que (—1)"7 det (4; ;) est le cofacteur d’indice (4,5) de A.

Exercice 5.8 Soient n > 2 un entier et aq, g, - -+, des réels.
1. Calculer le déterminant A (aq, -+, ap,) de la matrice :
1 1 1
v (ozl,- ,Oén) _ an 052 Qp
ayt a?_l ant

Une telle matrice est dite de Vandermonde.

2. A quelle condition une telle matrice est-elle inversible ?

Solution 5.8 Pourn = 2, on a A (ay, ) = as — oy et pour n = 3, on a fait le calcul avec
l’exercice 5.2.
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1. Le calcul de A (o, -+, o) se fait par récurrence sur n > 2.
En retranchant, pour i = n,n —1,---,2 a la ligne © la ligne i — 1 multipliée par oy, on
obtient :
1 1 e 1
0 g — e oy — o
A (ala ' ) an) - ’ ' '
0 af ?(ag—ay) -+ o 2(an, — )
Qg — (X1 a3 — (X1 a, — A9
o (g — ) az(ag—ay) - ap(a, —aq)
ay (e —o) oy P(las—a) - ap (o — o)
soit :
1 ... 1
n Qo ap
A (o, ,0) = (H (o — 041)) .
k=2 n'—2 n—2
Qo ay
= (H (o — Oé1)> A (ag, , Q)
k=2

et par récurrence :

det (4,) = H (o — 1) H (aj — )

k=2 2<i<j<n
n

= H (aj — )

1<i<j<n

2. Cette matrice est inversible si, et seulement si, les «; sont deuzr a deux distincts.

Exercice 5.9 Calculer le déterminant de la matrice :

1 1 --- 1
22 ... 9n
An - .
n n? n"
Solution 5.9 On a :
1 1 1
1 2 ... 9n-l
det (A,) =n!| . . . _ =nlA(1,2,--- ,n)
1 n - npvt

n

=nl J] G-i=n]]G-1=]]

1<j<i<n i=2 i=2
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Exercice 5.10 Soit

ay C1 0 0
b2 a9 Co

: bn—l p—-1 Cp—1
o --- 0 b, a,
une matrice tridiagonale d’ordre n > 3 a coefficients réels.
Pour tout entier k compris entre 1 et n, on désigne par Dy, le déterminant de la matrice d’ordre
k formée des k premiéres lignes et k premieres colonnes de A, (les Dy sont les déterminants
extraits principaux de Ay).
1. Exprimer, pour tout k compris entre 3 et n, Dy en fonction de Dy_1et Dy_.

2. Calculer le déterminant de :

2 1 0 0
22 5 1
Av=1| o0 0
(n—17° 2n—1 1
0 0 n?  2n+1

Solution 5.10

1. En développant Dy suivant la derniere ligne on a :

a; ¢ 0 e 0 a; ¢ 0 e 0
by as . : by ay . . :
Dy=ay| o0 . . . 0 bl 0 . . g3 0
: bp—2 Qr—2 Cp—2 © T by ag—2 O
0 -+ 0 bp1 ap 0 -+ 0 bp1

= apDy—1 — bpcy—1Dg_».
Ce qui donne, avec les valeurs initiales D1 = a; et Dy = ajas — bycy, un algorithme de
calcul de D,,.
2. Ona :
D,=2n+1)D,1 —n’D,_,

avec les valeurs wnitiales Dy = 2, Dy = 6. En calculant D3 et Dy on conjecture que
D, = (n+1)! Ce qui se montre par récurrence sur n > 2. C’est vrai pour n = 2 et le
supposant acquis jusqu’au rangmn —1 > 2, on a :

D,=02n+1)n! —n*(n—-1!=(n+1)!

5.3 Déterminant d’une famille de vecteurs

Etant donnée une famille (z;), <j<n de n vecteurs de R", on définit le déterminant de cette
famille comme le déterminant de la matrice A dont les colonnes sont formées de ces vecteurs.
En notant, pour j compris entre 1 et n, x; = (2;;),.,.,, (vecteur colonne), on a donc :

det (z1, -, z,) = det ((2y))

1<ij<n *
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Du théoréme 5.8 on déduit le résultat suivant bien utile pour vérifier qu’'un systéme de n
vecteurs dans R"™ est libre et donc forme une base.

Théoréme 5.12 Une famille (xj)l<j<n de n vecteurs de R"™ est libre si, et seulement si, son
déterminant est non nul. o

Démonstration. En utilisant les notations qui précédent, on note P = ((z4)),; <, -
Dire que le systeme (z;), <j<n €St libre équivaut a dire que I'unique solution A\ €dans R"™ du
n
systéme linéaire ) \;x; est A = 0, ce systéme s’écrivant aussi PA = 0, cela revient a dire que

j=1
la matrice P est inversible, ce qui est encore équivalent a det (P) # 0. |

5.4 Déterminant d’'un endomorphisme

On désigne par E un espace vectoriel réel de dimension n > 1.

Si By et By sont deux bases de F, u un endomorphisme de E, A; la matrice de u dans la
base B, et A, sa matrice dans la base By, on sait alors que Ay = P~'AP ou P est la matrice
de passage de By a Bs. Il en résulte alors que :

det (A5) = det (P7'AP) = det (P") det (A;) det (P)

1
= et () et (Ar) det (P) = det (A1),

C’est-a-dire que ces déterminants ne dépendent pas du choix d’une base.
On peut alors donner la définition suivante.

Définition 5.6 Le déterminant d’un endomorphisme u de E est le déterminant de la matrice
de u dans une base de E.

Du théoréme 4.19, on déduit le résultat suivant.
Théoréme 5.13 Si u,v sont deux endomorphismes de E, alors :
det (uow) = det (vou) = det (u)det (v) .
Et du théoreme 4.20, on déduit le résultat suivant.

Théoréme 5.14 Un endomorphisme u de E est inversible si, et seulement si, son déterminant
est mon nul.



