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Exercice 1.
1. Sidu(d) = )\e_)“sl{(;zo} dé alors (IN¢)i>0 est un processus de Poisson et les variables aléatoires

Ny, t > 0, suivent des lois de Poisson de parametres At (cf. exercice 6, feuille de TD 2). Ainsi,
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En particulier, 1'égalité (5) ci-dessous est bien vérifiée.
2. Il est clair que N; + 1 est une variable aléatoire entiere strictement positive. Si n € N*, alors
{Ni+1=n}={Ny=n—-1} ={T,,_1 <t <T,} . (1)

Puisque T;, = Yp_, Ay est F2-mesurable, T),_; est F2 -mesurable et 72 ; C F2, on en
déduit que {N; +1 =n} € F2. Donc N; + 1 est un temps d’arrét pour la filtration (F5),ene.

3. D’apres (1) on a Ty, <t < Twn,41. Onrappellesi T, = > 1 | Ay ¥V n € N* ol (Ag)pen+ est une
suite de variables aléatoires positives, intégrables, indépendantes et identiquement distribuées
et si N; +1 > 1 est un temps d’arrét presque stirement fini de (F5

2),.c, alors

E[TN,+1] = E[A1] E[N¢ + 1] (identité de Wald). (2)

Notons que cela est vrai méme si Ny + 1 n’est pas intégrable (pourvu que Ag > 0 V k € N¥).

Dans notre probleme, Ny + 1 < oo p.s. car 'événement A = Npen{T, < t} = {d> 1o Ar < t}

est de probabilité nulle (en effet, A C B = {w € Q;limy_, Ag(w) = 0} donc P(A) < P(B). De

plus, B = Njen+ Ukgenr N>k 1A% < 1/j}. Puisque m > 0, il existe j € N* tel que p([0,1/5]) < 1

et donc P(B) = lim;j o0 limg, o0 [ 55, £([0,1/5]) = 0). 11 découle de ce que précede :
E[N] +1 = BTN, +1] > 1 V>0 = liminfM > 1 .
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(3)

4. Soit a > 0 et Al(f) = min{A1, a} pour tout k& € N*. En reprenant les arguments employés dans

)

les questions 2 et 3, on montre que Nt(a + 1 est un temps d’arrét p.s. fini pour (}'nA(a))neN* =

(F2)en+ et que T](Va()a) < t. 11 s’ensuit que
t

T =7 LAY <i4a
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car A;a) < a pour tout k € N*. De plus, (A;ﬂa)) keN+ est une suite de variables aléatoires positives,
intégrables et i.i.d. et 'on peut appliquer a nouveau l'identité de Wald. Cela donne
(a) _ (a) _ (a)
Equ@+ﬁ__muEpm +1] < t4+a , m=E[A"].
Mais Agl) < Ay, et donc TV(LG) < T, pour tout k et tout n € N*. Par conséquent, Nt(a) > N; pour
tout ¢ > 0. On en conclut que
E[N¢] 1

EN]+1 ENY|+1 ¢
(V] + < Ny T < ra Vit>0 = limsup —— < — . (4)
t t tmy t—00 t Mg




5. Aga) (w) = min{A;(w),a} est positif, croit avec a et tend vers A;(w) quand a — oo pour presque
tout w € Q (car Aj(w) < 00). En vertu du théoreme de la convergence monotone, m, = E[Aga)]
converge vers m = E[A;] quand a — oo (notons que cela reste vrai si m = o). En prenant

cette limite dans (4), on obtient lim sup E[N;]/t < 1/m. En combinant ce résultat avec celui de
t—o00

la question 3, il vient
lim 2V L (5)
t—oo m
Il s’agit du théoréme élémentaire des processus de renouvellement.
Sim =0 alors Ay, =0 et T, = 0 p.s. pour tout k et tout n € N*, donc N; = oo p.s. pour tout
t>0.
Si m = oo, on ne peut plus appliquer l'identité de Wald dans la question 3 car A; n’est pas
intégrable. Cependant, comme Aga) est intégrable pour tout a > 0 le résultat de la question 4
s’applique toujours. De plus m, — oco quand a — oo. En faisant tendre a — oo dans (4) et en

se rappelant que E[N;] > 0, on obtient directement (5) avec 1/m = 0.

Exercice 2.

1. On pose C = sup, ey E[|M,]] < 0o. Soit n € N fixé. Pour tout m € N, X, ,,, = max{M,4,,0}
est Fnrm-mesurable (c’est la composée d’une fonction borélienne et de la variable aléatoire
My tm, qui est F4p-mesurable car (M, )nen est une (F, )pen-martingale). Comme 0 < X, ,, <
| My iml, on a

sup E[| X m|] < sup E[|Mpim|] < C. (6)
meN meN

Il en découle que la suite (X, ) men est bornée dans L'. En particulier, les variables aléatoires

Xpnm sont intégrables. Puisque x € R — x4 = max{z,0} est convexe, l'inégalité de Jensen

donne

E[Xn,m-i-l’fn—f—m] = E[(Mn-i-m-i—l)-i-’fn—l—m] > E[Mn-i-m-i—l’fn—f—m]-i- = (Mn-i-m)—i— = Xn,m (7)

(on a utilisé le fait que (M, )nen est une (F,),en-martingale dans la seconde égalité). Ceci
montre que (Xp m)meN est une (Fp4m)men-sous-martingale bornée dans L'

2. Soit (n,m) € N2. En utilisant (7), F, C Frim et Xpm > 0, il vient

La suite (E[X,, | Fn])men est donc positive et croissante. Par conséquent, elle converge presque
sirement vers une variable aléatoire

Y, = lim E[X,,|F,] € [0,00] .
m—0o0
En vertu du théoréme de la convergence monotone et de (6),

ElY,] = lim E[E[X,|F]] = lim E[X,,,,] <C.

m—00 m—00

Ainsi, Y, est intégrable et supE[|Y,|] < C < .
neN
3. Nous venons de voir que la suite (Y, )nen est bornée dans L'. Pour tout n € N, Y,, est donc
intégrable. Comme Y, est la limite simple des variables aléatoires F,-mesurables E[X, ,,,|F],
Y, est également F,-mesurable. Il est clair que Y,, > 0 car E[X,, ,,|F,] > 0 pour tout m € N.
D’apres la question 2 et le théoreme de la convergence monotone sur les espérances condition-
nelles, on a

E[YnJrl{]:n] = E[ n%gnooE[Xn+1,m|fn+1] {]:n] = mlE}lOOE[E[XnJrI,m|fn+1] {]:n]
= lim E[Xpi1m|F] = lim E[Xppm |[F] =Y pes.

car Xpi1,m = (Mpt14m)+ = Xnm+1. On en conclut que (Y,)nen est une (Fp,)pen-martingale
positive bornée dans L'.



4. Posons Z, =Y, — M, pour tout n € N. Comme (Z,)nen est la différence de deux (Fy,)nen-
martingales, c’est aussi une (F,)nen-martingale. De plus E[|Z,|] < E[|Y,|] + E[|M,]] < 2C,
donc (Z,)nen est bornée dans L. 1l reste & montrer que Z, est positive. Par l'inégalité
de Jensen, Y,, = limmﬂooE[(Mner)jL‘fn] > limmﬁooE[Mnij‘fnLL. Mais (M, )nen est une
(Fn)nen-martingale, de sorte que E[(M,1m)|Fn] = M, pour tout m € N. Il s’ensuit que
Y, > (M,)+, dou

Zn > (Mp)y — My, >0 p.s.. (8)

Ceci prouve que (Z,)nen est une (F,)pen-martingale positive et bornée dans L1, et il en est de
méme pour (Y, )nen d’apres la question 3.



