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Devoir a la maison (a rendre le lundi 20 avril).

Dans ce qui suit, (2, F,P) est un espace probabilisé et G est une sous-tribu de F.

Exercice 1. Variance conditionnelle.

Soit X une variable aléatoire de carré intégrable sur (2, F,[P). On appelle variance conditionnelle
de X sachant G la variable aléatoire

var(X|G) = E[(X — E[X|G])*|G] .
1. Montrer que var(X|G) = E[X?|G] — E[X|G]? presque stirement.

2. Montrer que
var(X) = E(var(X|G)) + var(E[X|G])
(var(X) = var(X]{Q,0}) désigne la variance usuelle).
3. En déduire que
var(E[X|G]) < var(X) .
Que peut-on dire de X si cette inégalité est une égalité ?

Indication : on pourra utiliser un résultat de 'exercice 10 de la feuille de TD 1.

Exercice 2. Inégalité de Tchebychev.
Soit @ > 0 et X une variable aléatoire de carré intégrable sur (2, F,P). Montrer que

E[X?|d]

PlIX] 2 alg]) < = ps

ot 'on a noté P[|X| > a|G] = E[l{x|>q}|9]-

Exercice 3. Espérance conditionnelle nulle d’une variable aléatoire positive.

Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans [0, cc]. Montrer que pour presque tout
w € Q,

1. EX|Glw) =0 = X(w)=0

2. X(w) =00 = E[X|G](w) = 0.

Exercice 4. Temps d’arrét (1).
Soit (X, )nen un processus stochastique a temps discret a valeurs dans R, défini sur son espace
probabilisé canonique (2 = RY, B, P). Soit (FX),en la filtration naturelle de (X,,),en. Pour toute

n
variable aléatoire 7 sur (RN, By, P) & valeurs dans N, on définit 6, : RY — RY par (cf. cours)

0, : (xn)neN = (xn—l—r((ﬂﬁi)ieN))"EN :

Montrer que, si S et T sont deux temps d’arrét de (F.X),en, alors les variables aléatoires suivantes

n
sont également des temps d’arrét de la méme filtration :

1. min{S, T}, max{S, T}, et
2. T+ So HT.



Exercice 5. Temps d’arrét (2).

On consideére 'espace probabilisé (2, F,P) avec 2 = N* et F = P(N*) (tribu de toutes les parties
de N*). Soit (Fy,)nen+ la filtration de (€, F) définie pour tout n € N* par

Fn = U({1}7{2}7'-' 7{n})

(tribu engendrée par les n singletons {1},{2},...,{n} de N*). Montrer que la variable aléatoire
T :N* — NU{oo} est un temps d’arrét de (F,)nen+ si et seulement si il existe k € N* U {oo} tel que
pour tout w € N*,

Tw)=k stw>ket Tw) >w st w<k.

Indication (=) : montrer que parmi toutes les parties {T'=n} C N* avec n € N*, au plus une seule
est une partie infinie.

Exercice 6. Probleme.

Soit m € N*. On dit qu’une fonction f : {0,1}" — N est croissante si et seulement si pour tout
(T1,..,2n) et (y1,...,yn) € {0,1}7,

<y Vi=1,....n = f(z1,...,2) < f(y1,---,Yn) -

1. Soient (Xfp), e ,X,Sp)) et (X£q), e ,X,Sq)) des n-uplets de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli (a valeurs dans {0,1}) de parametres p = IP’[XZ@) =1]etg= P[Xi(q) =1],
respectivement. Montrer que, pour toute fonction croissante f : {0,1}" — R,

p<q = E[fx{,... XP) <EF(X?,..., x0). (1)
Indication : considérer un n-uplet (Y1,...,Y,,) de variables aléatoires indépendantes de méme

loi de Bernoulli de parametre p/q, tel que (Yi,...,Y,) et (qu), .. ,Xy(Lq)) sont indépendants.

Définir )Nfi(p) = YiXi(q) pour i = 1,...,n, et montrer que les )Nfi(p) sont indépendantes, ont méme
loi de Bernoulli de parametre p et satisfont a I'inégalité (1).

2. On suppose n = 1. Soient f et g deux fonctions croissantes {0,1} — R et X une variable
aléatoire de loi de Bernoulli de parametre p, p € [0,1]. Montrer que cov(f(X),g(X)) > 0.

Indication : considérer une nouvelle variable aléatoire X indépendante de X et de méme loi que

X et prouver que E[(f(X) — f(X))(9(X) — g(X)] > 0.

3. Plus généralement, soit n € N* un entier quelconque. Soient f et g deux fonctions croissantes
{0,1}" — R et (Xy,...,X,,) un n-uplet de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de parametre p. Montrer par récurrence que

cov(f(X),9(X)) =0, (2)

Indication : conditionner par rapport a (Xi,..., X,,—1) puis utiliser I'hypotheése de récurrence.



