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Dans ce qui suit, (2, F,P) est un espace probabilisé et E est ’espérance associée a la probabilité P.

Exercice 1.
Soit Y une variable aléatoire positive et intégrable sur (2, F,P) vérifiant E[Y] = 1. On pose

QA) =E[Y1ls] , AecrF.

1. Montrer que Q définit une mesure de probabilité sur (2, F) qui est absolument continue par
rapport a P (c’est-a-dire qui vérifie P(A) = 0 = Q(A) = 0 pour tout A € F).

2. On note Eg I'espérance associée a la probabilité Q. Montrer que si X est une variable aléatoire
réelle P-presque stirement bornée sur (2, F), alors Eg[X] = E[XY].

3. Plus généralement, montrer que si G est une sous-tribu de F et X une variable aléatoire réelle
P-presque siirement bornée sur (€2, F), alors

Eg[X|G] = % Q-presque surement

ou Eg[X|G] désigne l'espérance conditionnelle de X sachant G relative a la probabilité Q.

Exercice 2.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles sur (2, F,P) telle que pour tout n € N,
(Xo,...,X,) est un vecteur aléatoire gaussien. On note (F.X),en la filtration naturelle du processus
(Xn)nen. Montrer que les trois affirmations suivantes sont équivalentes.

(1) (Xy)nen est une (F.X),en-martingale.
(2) 1l existe un réel u et une suite (0,)nen de nombres réels tels que
EX, ) =p , cov(Xp, Xn)=o0> pour tout (n,m) € N2,

min{n,m}

(3) 1l existe une suite (V,,)nen de variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes telle que

n
X, = Z Vi + E[Xy] pour tout n € N.
k=0

Exercice 3.

Soient (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2, F,P) a valeurs dans R et
(FX)nen la filtration naturelle de (X,,)nen. Soient A et B deux boréliens de R. On suppose que les
probabilités p = P[X,, € A] et ¢ = P[X,, € B] ne dépendent pas de n (pour tout n € N) et que l'on a
p>0et g>0. On pose :

T =inf{neN"; X,_1 € A, X, € B}.

1. Montrer que T est un temps d’arrét pour la filtration (FX),en.

2. Montrer que P[T" > 2m] < (1 — pg)™ pour tout m € N. En déduire que T est intégrable.



. Montrer que la suite (M, )nen définie ci-dessous est une (F.X

- Jnen-martingale :

1 1 1<
MOZ_l{XoeA} s Mn:_1{Xn€A}+_21{Xj_1€A,XjEB}_n s nGN*.
p p e =

. Exprimer My + T en fonction de p, g et de la fonction indicatrice 1¢x,.c4}. Discuter les deux cas
particuliers ou A et B sont disjoints et ou B C A.
. Montrer que lim E[M (73] = E[Mr].

n—oo

Indication : il suffit de prouver que la martingale (Mmin{T7n})n€N est uniformément intégrable.
Utiliser pour cela la question 2 et la majoration |M,| < (n+¢)/(pq) pour tout n € N (& montrer).

. En déduire les valeurs de E[Mry| puis de E[T] en fonction de p et ¢ dans le cas ou A et B sont
disjoints puis dans le cas B C A.



