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Exercice 1.

L’espace R? est muni de son produit scalaire canonique, noté (- | -). On note | - | la norme
associée. Soit f : R? — R? une application localement lipschitzienne vérifiant, pour un
a>0:

(1) Vo,y R (f(y) = f2) |y —x) = aly — 2]
Le but de I'exercice est de montrer que f est un homéomorphisme de R? sur lui-méme.
1) Montrer que f est injective.
Si f(y) = f(z), par la relation (1), on obtient y = x.
2) On montre ici que 0 est dans I'image de f.
a) Soit = et y deux solutions de 1'équation différentielle 2/ = — f(z) sur 'intervalle [0, T,
pour un 7" > 0. Montrer que

vt e [0,T], |y(t) —=(t)] < y(0) — 2(0)] e
En effet, on a
d

E(|y—$|2)

2y — o' |y — x),
= 2(f(y) - f(@) |y —x)
< —20é|y - I|2a
d’ou ly(t) —z(t)]* < |y(0) — z(0)|*e™2*, pour tout t € [0, T].
b) Dans la suite, x désigne la solution maximale du probleme de Cauchy
7’ = _f(l')a
z(0) = 0.
On note |T_, T | son intervalle de définition (avec T, T €]0,+occ[). En appliquant a) a z
et a t— x(t+ h) avec |h| assez petit, montrer que

vte [0, T4, [2'()] < |2'(0)] ™.

On fize T €]0,Ty[. La fonction y : t — x(t + h) est définie (et vérifie y' = —f(y)) sur
|T- — h, T\ — h[, qui contient [0,T] pour |h| assez petit. On obtient ['inégalité voulue sur
[0,T] en divisant celle de la question précédente par h # 0 et en faisant tendre h vers 0.
Comme T est quelconque dans 10, T[, on a finalement l'inégalité sur [0, Ty|.

¢) Montrer que = est bornée sur [0,7, [, et que T = +oo0.
On a, pour tout t € [0, T :

t
z(t) = —/ (')t
0
t , 00 , ,0
done o) < WO [ etar <o) [T erar = EOL
0 0

Avec le critére d’explosion en dimension finie, cette borne implique que Ty = +00.
d) Montrer que x(t) admet une limite £ € R lorsque ¢ tend vers +o0, et que f(¢) = 0.

o0
Comme |2'| est intégrable sur [0, +ool, x' aussi, et donc z(t) tend vers { = — 2 (¢)dt

lorsque t tend vers +oo. Par continuité de f (localement lipschitzienne) et parola relation
' = f(x), on voit que 2'(t) tend vers f({) lorsque t tend vers +o0o. Mais le résultat de b)
implique alors que f(¢) = 0.

3) Montrer que f est surjective.



Pour tout z € R%, la fonction f — z vérifie les mémes hypothéses que f. On peut donc lui
appliquer ce qui précéde, et trouver £, € R tel que f((.) = .
4) Montrer que I'application réciproque de f vérifie

v,y e RY N y) — @) <oy —a,

et conclure.
On sait déja que f est continue et bijective. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (1) implique

Vo,y €RY alr —yl* < |f(2) - f(y)l |z — .

Distinguant les cas x =y et x # y, on en déduit :
Vo,y € R alr —y| < |f(z) — f(y)].

Lorsque x,y € R%, en appliquant cela non pas a x et y, mais a f~1(x) et f~(y), on obtient
I’inégalité voulue, qui exprime la continuité de f='.
Exercice 2.
On étudie ici le probleme de Cauchy associé a I’équation
(1) o+ Ou = —u? (t,z € R).

Toutes les fonctiAons sont & valeurs dans C. On note F la transformation de Fourier sur
L*(R), et aussi f = Ff.
1) a) Donner la définition de l'espace de Sobolev H*(R) et de sa norme || - |

s, pour s > 0.

HR) = {f € L*(R) [ £ — (L+[EP)2f(&) € LPR)}, |1 fllms = 1L+ |- )/ fl o

b) Soit s > 1/2. Montrer que que si f € H*(R), alors f € L'(R), et montrer que H*(R)
s’injecte continument dans L>*(R).
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/R FOAE < 11+ |- P) /2] 2] f]

Hsy

qui est fini dés que s > 1/2. Par ailleurs, la formule d’inversion de Fourier f = (2%)_1?f
implique que f est continue et bornée, avec

1Al < @) I il < @) Q@+ |- 1P Nl e

donc H*(R) s’injecte bien continument dans L= (R).
c) On rappelle que pour tous f,g € L*(R) et £ € R, }\g(f) f *xg)(& / f g(&—mn)dn,

et on rappelle I'inégalité de Young suivante :

Vo € L'(R), Yy € L*(R), [loxllre < llellnl|9llza-
En admettant l'inégalité de Peetre (voir question 5),

Vs> 0,¥¢n € R, (14 [¢f) <47((L+ ") + A+ 1€ = nl*)),
montrer que pour tout s > 1/2 il existe une constante Cs > 0 telle que :
Vfge€ H(R), fgeH*R) et |fgllas < Csllfllallglla-.

Sis>1/2 et f,g € HS(R), on a en particulier f,g € LQ(]R), et on nous rappelle que la
fonction (continue) fg s’exprime comme la convolution f *g. Alors,



1.f9gl g(§ —n)dn df

e = /1+\€|

zféhéu+mmﬂvmm¢—nnmr&

2
+4S/ /f(n)(l + 1€ — 77|2)5/2§](§ =) dn‘ d¢  (inégalité de Peetre)
R |JR

LI+ PY2F) % all7e + 401+ (L + |- )9)113
£l llg ”L1 + 4 f 13 llgll  (inégalité de Young)
CEN A1 gl Zre
grace a l'inégalité obtenue au b).
Pour ce qui suit, on se donne s > 0 et u € H*(R).
2) Pour tout t € R, on pose V (t)u := F~! (f — e“ggﬁ(f)).
a) Montrer que pour tout t € R, V(t)u € H*(R) et ||V (t)u|lgs = ||u| -
Comme €€ est de module 1, € — ¢"€°TU(€) € LA(R), et V(t)u est bien défini dans L*(R).
De plus,

IN

VANVANI

IV @ullre = 10+ P)PFVOwllee = 10+ |- P)*2allze = .

b) Montrer que t — V(t)u est une application continue de R dans H*(R).

Sit,h eR,
o= [l e

Lorsque h tend vers 0, la quantité sous l'intégrale tend vers 0 ; de plus, elle est majorée par
41+ €125 |a(€)|?, fonction (de £) intégrable. Par convergence dominée, lorsque h tend vers
0, lintégrale tend vers 0.

c) Montrer que, si s > 3, t — V(t)u est une application de classe C' de R dans H*73(R),

d
et que pour tout t € R, T (V(u) (t) = =02 (V(t)u).
Lorsque s > 3, on a bien 02(V (t)u) € H*3(R). Avect € R, h € R*,
1 2

F(V(t+ M =V(t) + 9;(V(tu)

2371
[a+ien) I 2
[avienr) o) de.

Pour montrer que lorsque h tend vers 0, cette intégrale tend vers 0, on utilise a nouveau la
convergence dominée, la domination provenant de

h
i€? / (e — 1) dk
0

3) On suppose que s > 3. Montrer que si, pour un 7" > 0, v € C([0,7T], H*(R)) N
C([0,T], H*3(R)) est une solution forte de (1) (chaque terme de I’équation étant bien
défini, a chaque instant ¢t € [0,7], comme une fonction, modulo un ensemble de mesure
nulle), avec u(0) = u, alors elle vérifie

IV (t+ h)u — V(t)u) e _ el (e 2de.

Hs—3

IS _ ot e ) 2de —

e 1 — jped

h
6 —1—ihg*| = — g [ 1 1]k = 2ef < 2|1+ €,
0

(2) vVt e [0,T], u(t)=V(t)u— /tV(t — ) (u(t')?) dt’



(on pourra montrer que la dérivée en temps de v : t +— V(—t)u(t) vaut =V (—t)(u(t)?)).
Vérifions que pour tout t € [0,T], avec h # 0 tel que t + h € [0,T], la quantité A =
F(V(=t = h)u(t + h) — V(=t)u(t)) + V(=t)(u(t)?) tend vers 0 lorsque h tend vers 0. On
évalue la norme || - ||gs-s de A, qui est égale a celle de V (t)A. On décompose alors
1
V(t)A =V (=h)(=

h(u(t +h) —u(t))+ %(V(—h)u(t) —u(t)) +u(t)?.

Dans le deuzieme terme, on reconnait le tauz d’accroissement utilisé en 2)c) ; il converge
dans H*73(R) vers 2u(t). Le premier terme, lui, converge vers Opu(t) :

IV (=h)( (ult + ) — u(t))) — Ouu(t)
< V(R (ult + 1)~ u() = Bou(t) s + |V (~h)Bu(t) — Beu(t) -

= II%(U(t +h) —u(t)) = Spu(t) || ms—s + [V(=h)u(t) = du(t)| mo-s.

Le premier terme tend vers 0 car uw € C*([0,T], H3(R)) ; le deuziéme, par 2)b). Finale-
ment, la norme || - ||gs—s de A tend, lorsque h tend vers 0, vers

10ut) + O7ult) + u(t)?|

Hs—3

Hs—3 — O

d
En intégrant la relation E(V(—)U) = V(—')(U?’); on a

vt € [0,T], V(—t)u(t) :g+/0tV(—t’)(u(t’)3) dt’,

et on conclut en appliquant V (t).

4) Lorsque s > 1/2 et T' > 0, on dit que u € C([0,T], H*(R)) est solution intégrale de (1)

avec donnée initiale u si elle vérifie (2). Montrer 'unicité d’une telle solution (si u; et s

sont deux telles solutions, on pourra noter qu'’il existe R > 0 tel que pour tout t € [T, 7],
t

s (1) mS@WAWMI

avec une constante Cy liée a celle, Cs, donnée en 1) c)).

Si uy,uy € C([-T,T], H*(R)) sont des solutions intégrales de (1), par leur continuité en
temps et par compacité de [0,T], il existe R > 0 tel que pour tout t € [=T,T), ||uy(t)| ms +
|ua(t)||ms < R. Si de plus elles ont la méme donnée initiale, leur différence v := us — wy

vérifie, pour tout t € [0,T] :
< [y - Pl
et par 1)c),

HS—H/ t—t Ug(t) —U1 dt
2 (t)? = ua () [lr= = [I(u2(t') = ua(#)) (u2(t)* + w2 ()ua (') + wa (t'))|

car (en omettant t')

Hs dt,,

e + lua()|lgs < R, et que v := uy — uy vérifie |[v(t)]

Sdt

[o()

e < CIR?[o(t')]

Hs»

ie)-

5+ wous + il e < Jupll e + uowallas + uill s < Collluzllzs + lualle [Juall = + s |

s dt’, et le lemme de Gronwall conclut.

t

Ainsi, [o(®)lne < 22 [ olt)
0

5) Soit s > 1/2. Montrer (par exemple, par une méthode de point fixe) qu’il existe T' > 0

et u € C([0,7T], H*(R)), solution intégrale de (1) avec donnée initiale .

On va montr’er qu’il existe une solution de (2), sous forme d’un point fivze de T : u +—

(t— V(t)u + fo (t —t")(u(t')?)dt'), dans la boule B de C([0,T], H*(R)) (muni de ||ul| :=



SUPsepo,r) [|w(t)|lms, c’est un espace de Banach) centrée a lorigine, fermée et de rayon
2\|u|gs, lorsque T > 0 est assez petit.
La boule B est invariante par T, car siu € B, ||[Tul|| < ||ullzs + C?*Tul|3s : on choisit
T < (Cllullmr) .
L’application T est contractante sur B, car siu,v € B, ||[Tv—"Tul|| < (2C,||ullgs)*T||v—u],
et on choisit T < (2C]|u)|zs) 2.
6) On suppose que s > 3, et que u € C([0,T], H*(R)) N C'([0,T], H*"3(R)) est une solution
forte de (1).

a) De quelle équation la conjuguée @ est-elle solution (forte) 7 Montrer que si u est a
valeurs réelles, alors u aussi.
La conjuguée u est solution de la méme équation que u :

vt e [0,T], Owu(t)+ du(t) = —u°,

la conjugaison complexe commutant avec la dérivation “classique” (en temps) et avec la
dérivation faible (en espace). Lorsque u est a valeurs réelles, u et u sont donc solutions
intégrales (par 3)) pour la méme équation, avec la méme donnée initiale. Par 'unicité du
4), elles coincident.

b) On suppose que u est a valeurs réelles. Montrer que ¢t — ||u(t)||z2 est une fonction
décroissante.
On procéde par estimation d’énergie : t — ||u(t)||2, est une application de classe C*, dont
la dérivée vaut

2(u | Qu(t)) 2 = —2(u | u(t))2 — Q/RU(t,ZE)ZldJ}.

Le premier terme du membre de droite est nul (utilisant Parseval, on voit qu’il est égal a
son opposé). Donc la dérivée de |lu(t)||3. est négative. ..

7) Démontrer I'inégalité de Peetre donnée a la question 1 (on pourra commencer par noter
que pour tous a,b,s > 0, (a + b)* < 2%(a® + b°), par exemple grace au fait que a + b <
2max(a,b)).

Sia,b,s >0, on aa+b<2max(a,b), donc (a+ b)* < 2°max(a,b)® < 2°(a® +0°). Alors,
sié&meR (oué,neRy deN*):

T+ EP =1+ [E=nP+nP+2E—n)-n < 1+2(E =0 +n)?) <20+ |E=n) + (1 +]|n)?),
et on applique ce qui précéde avec a =1+ 1&—n|?, b=1+ |n|* : ainsi,
(L+[€1")" < 2°((L+ g —nl*) + (L4 [0]%)" < 4 (A + € = nl*)* + (1 + "))



