Exercice {environ 7 points)

1. {Question de cours) Soit 5 : [a.b] — C un lacet continu et ¢! par morceaux. et
I' = 5{[a.b]). Rappeler la définition de l'indice d"un lacet par rapport & un point
2 € C\T (noté Ind, (z)}. son interprétation géométrique et les propriétés de la
fonction Ind,.

| S}

. Montrer que si pour tout ¢ € [a.b]. |7{¢) — 1} < L. alors Ind. (0] = 0.

3. On suppose que 0 € T'. Soit 4 : [a. b] — C un lacet continu. ¢! par morceaux. ne
passant pas par 0. Exprimer Ind; ;- (0) & I'aide de Ind;(0) et Ind, (0). En déduire
que si pour tout t € [a.b]. [0(¢) — 4 ()] < [4(t)] alors Inds(0) = Ind. (0).

4. Soit (1elsepp.y) une famille de chemins de [a.b] dans C. On suppose que pour
tout s € [0.1] et t € [a.B]. 75(t) 2 0. et que Vapplication H : (s.t) — ns(t) est
continue. Montrer que Ind, (0} ne dépend pas de s € [0.1]. Indication : montrer
que = = inf{|7:(#)| - (s.¢) € [0.1] x [a.b]} est strictement positif. et utiliser la
cuestion précédente.

Probléme (environ 13 points)

On se donne un ouvert conrnexe borné D et un ouvert 2 de C et tels que D < (0.

1. Soient /i une fonction C!, holomorphe sur Q. u = Reh et m = inf {u(z):z e D).
Montrer que la borne inférieure m est atteinte en un point de 8D.

N3

. Soient f. g deux fonctions C!. holomorphes sur Q. telles que | f — g| < |f} sur &D.
AMontrer que si f posséde un zéro dans D. alors g aussi. Indication : on raisonnera
par contraposition. supposant que g n'a pas de zéro dans IJ et en montrant que
Re(f/g) > 1/2 sur OD.

3. Soit f une fonction holomorphe sur . On suppose que f posséde un zéro dans 1.
mais nen a pas sur &0, et on note p = inf{|f{z)] : = € ID}. Montrer que f(D)
conkient D(0. p}. Indication : étant donné ¢ € D{0. p). on appliquera le résultat
précédent & la fonction g = f — (.

4. Dans cette question. on suppose que € contient D{0.1}. et on considére une

fonction holomorphe f sur Q. telle que f(0) =0 et f/(0) 7 0. On note X = | f/(0)]

et M =sup{|f{z)|:z< D(0.1)}.

{a) (Question de cours) Justifier l'existence d'une suite {a,)pan de coefficients

telle que pour tout = € D(0.1}.

+x

flz)= Zan:”.

=0

et exprimer ces coefficients & 1'aide des dérivées successives de f.
{b} AMontrer que pour tout n € N. |a,] < Af.
Montrer que pour tout » €]0.1{ et z € C{0.7). |f(z)] = Ar — Alr2 /(1 — 7).

(d) Montrer que f(D(0.1)) contient D{0.A%/(6A)}. Indication : appliquer le
résultat des questions précédentes a r = A\/(3A7).

—
3
——

5. Sait D(a.r) un disque fermé inclus dans Q et g une fonction holomorphe sur 2. En
se ramenant & la situation précédente. montrer que si ¢'(a) 5 0. alors g(D(a.r))
contient un disque de centre g{a} et de rayon qu'on exprimera en fonction de 7.
de A = |g'(a)| et de AT = sup{|g{=) — g(a)| : = € D(a.r)}.
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Exercice 1 (Questions de cours)

1. Enoncer les théorémes de Liouville et de d’Alembert. Déduire le théoréme de d’Alembert
du théoréme de Liouville.

2. Enoncer le théordme de représentation conforme de Riemann.

Exercice 2 Soit (1/2)
_exp(l/z
f(z} . 1 — "

Déterminer les singularités de f, leur nature et les résidus correspondants.

Exercice 3

1. Soit ¢ un réel fixé. Déterminer les singularités de la fonction de la variable complexe z :
eftz

)= —————.

F(z) (22 +1)2

Calculer les résidus de f aux points singuliers.

2. Lorsque t > 0, calculer par la méthode des résidus

+o0 eitm

3. Soit G(z) = 23 [T ?%r)g dz, D={zeC; Rez > 0}.

—e

(a) Expliquer pourquoi G est holomorphe sur D,
(b) Montrer que F(t) = G(t) pour tout t € R%.
(c) En déduire la valeur de G(z) pour z € D.

Exercice 4
Soient, f et g deux fonctions holomorphes ne s’annulant pas dans un ouvert connexe UJ
contenant le disque unité fermé. On suppose que |f(z)| = |g(z)]| pour |z| = 1. Montrer qu’il
existe A € C avec |\ =1 tel que f = Ag sur U. La conclusion est-elle encore vraie si I'on ne
suppose plus que f et g ne s’annulent pas 7
TS VP



Exercice 5
Soit f : D(0,1) ~» C une fonction holomorphe et 7 € (0,1). On suppose qu'il existe zy €
D(0,7) tel que f{zn) = 0. En écrivant la formule de Cauchy pour 0 et zg et en majorant

|F(0)] = £ (=0) — f(0}|, montrer que

[ £(0)]
=2 T+ o

ol M(T) = Su'p|zl=r If(z)l

Exercice 6 Soit w un nombre complexe tel que |w| < 1.

1. Montrer que la fonction f définie sur C par f(2) = ze™® — w a un zéro unique dans le
disque unité. On désigne désormais par h{w) cet unigue zéro de f.

2. Montrer que si v désigne le cercle unité orienté positivement, on & :

(1) hlw)= L/M dz.

2m ze % —w

3. En déduire que

o0 -
n'n.l

h{w) :Z oy w™.

Tzl

4. Montrer que pour @ € C, on a

oo —_
eah(‘w) =14 Z Q(Dt + TL)H lw'n,.

nl
n=1

On utilisera une intégrale analogue & {1).

5. Etudier les variations de la fonction z +— ze™" pour z réel positif ou nul. Montrer que la
série de fonctions de la variable réelle ©

b n—1
Sla)=1+> alatn)™ -{;JL) z"e™™®
n=1 ’

converge normalement pour z > 0. Montrer que S(z) = ¢* powr 0 < z < 1 et que S{z) =
e™ pour z > 1, ol 2’ est la solution appartenant & [0, 1] de Péquation : z'e™® = ze™2.



