Géométrie différentielle 11 avril 2017

DS 1

1. Soit U ={0.1[xR C R* et f: U — R3 définie par

I

flu.vy = (r.y.2) = (ucos(v), usin(v). v).

a) Faire une esquisse donnant l'allure de T = (U, f).

b) Montrer que la paramétrisation T = (U. f) est régulitre.

¢) Calculer 'aire de la surface . comprise entre les plans d'équations
z = 0 et z = 27 (Indication : on powra utiliser le fait que
cosh® — sinh? = 1.) .

d) Calculer. en fonction de p = (w.v) la courbure de Gauss A la
courbure moyenne H et les couwrbures principales ky et ks de .

e) Soit ¥, un vecteur unitaire de T,%. avec p = f(u,v). Montrer
quil existe 8 €] — w, #| tel que

. 17} in(#) &
Vp = cos(é’}a—z(u,r) + fin—_(/_ﬂuiga—i(u ).

et donner les valeurs de & pour lesquelles 1, engendre une direction
principale de courbure.

Soit ¥ = (U, f} une surface régulidre avec f de classe C2. On dit

quun point p = f{u,v) est un ombilic si les courbures principales

k1(p) et ko(p) satisfont &y = ko, de sorte que la courbure de Gauss

K{p) = k¥ et la courbure moyenne est k1{p). On suppose maintenant

que tous les points de ¥ sont des ombilics.

a) Démontrer que 'application de Weingarten est diagonale dans
toutes les bases du plan tangent.

b) Démontrer qu’il existe une fonction A de classe C! telle que n, =
Afu et ny = Af,.. oll n est le vecteur normal & ¥,

c) Dériver les équations n, = Afy, et ny = Af,. En déduire que X est
colstante.

d} Montrer que n = —kf + v olt k € R est une constante et v € R®
est un vecteur constant.

e) Supposons k # 0. Montrer que ¥ est contenue dans une sphére.

) Que se passe-t-il si k=07

Démontrer que l'application de Weingarten est indépendante de la
paramétrisation choisie.
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Les exercices ainsi que le probléme sont indépendants. Vous pouver les traiter
dans l'ordre que vous souhnitez.

Aucun document ni outil éléctronique autorisés.

Problame 1. Soit

iR RS
3 3

(w,v) — (- %+uv2,v—%—+vu2,u2—~vz)

1. Montrer que f n’est pas injective.

2. Montrer qu'il existe U un voisinage de (0,0), telle que (f,U) est une surface
paramétrée lisse régulitre et telle que fly est injective. On pose S = f(U).

3. Montrer que la matrice de la premiére forme fondamentale de S dans la base
(fi, 1) est une homothétie qu'on déterminera.

4. Soit D un disque fermée centrée en (0, 0), de rayon 4, contenu dans U. Calculer
Vaire de f(D).

5. (Cours) Montrer que

Wk, k) € (R%)?, (dN (u, v)(k), df (u, v)(h)) + (N (u,v), & F(w, w) (R)(R)) = O

ol N est le vecteur normal unitaire associé a (f,U).

6. Montrer que la matrice de la seconde forme fondamentale de S dans la base
(fl, Ji) est une matrice constante qu'on déterminera. Indication : la question
précédente permet de simplifier les caleuls.

7. Calculer les courbures principales %y et ko, ainsi que la courbure de Gauss K, en
fonction des coordonnées (u, ).

8. Une ligne de courbure est une courbe C' v : I C R — § telle que pour tout
t € I, 4'(t) est direction propre de la seconde forme fondamentale. Quelles sont
les lignes de courbures?

Probleme 2. Soit S une surface lisse compacte de R* (S est une sous-variété de
dimension 2. En particulier, S est localement une surface paramétrée régulitre). On
veut démontrer qu’il existe au moins un point m de courbure de Gauss strictement
positive.
1. Soit 0 € R*\ S. Montrer qu’il existe un point m € S, tel que § : § — R,
§(m) = || Om||? posséde un maximum en m.



. Montrer que Om” = TnS.

3. Soit X un vecteur unitaire de 7,5, et m-+ P le plan affine orthogonal & m + 75,5,
passant par m et tel que X € P. Montrer que O € m + P.

nJ

4. Montrer qu'il existe un intervalle non vide I C R, ainsi qu'une courbe lisse
v+ 1 — S, paramétrée par arc, telle que {(0) = m et ¥(0) = X. On pourra
utiliser une paramétrisation locale de 5.

5. Soit (f, U) une paramétrisation locale de S, telle que f(0,0) = m. En n’utilisant
du cours que la définition de la seconde forme fondamentale I7,,,, montrer que

ITu(X, X) = (N(0,0),4"(0)),

ol N(0,0) le vecteur unitaire normal & § en m associé & (f, U).

6. Effectuer le développement de Taylor & l'ordre 2 de v en 0, et en déduire le
développement de Taylor & 'ordre 2 de 6(7(s)) en fonction de ||Om||, 15,.(X, X)
et s.

7. En déduire que 'application X € T,,9 +— IL,(X,X) est de signe constant.
Conclure.

Probléme 3. Dans ce probléme, on pourra utiliser le fait suivant admis : il existe
une application lisse x : R — Rtelleque Vo € R, 0 < x(z) < 1, x(z) =1si || < 1/4
et x(z) =0si |z| > 1/2. On notera parfois (0, 0) =0€eR%

1. Soit g, : D((0,0},3/4) — R deux applications lisses. Montrer qu’il existe 1) :
D(0,3/4) — R, une application lisse telle que

Ypo1/y = 9ip/e
YpE3/NDEL/2) = MDO3/\DE,1/2)

> o
¥ 2 min(0, min ) =gl

2. Montrer (par exemple s’inspirant d'un exemple du cours) qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour tout € > 0 il existe g, : D(0,3/4) — R, telle que le
graphe de g ait une courbure de Gauss strictement négative en (0,0), et telle
que || gellos < Ce.

3. Montrer que V'intersection de la sphére unité S? de R® avec {(z, y, z) € B3, (2,9) €
D((0,0),3/4}, z > 0} est un graphe u—dessus de D((0,0),3/4).

4. En déduire qu’il e*ﬂste une surface compacte lisse de R?, formée de la réunion dis-

jointe S2N{{z,y, 2), z < v/7/4} et d’un graphe au-dessus de D(0,3/4) possédant
au moins un point de courbure de Gauss strictement négative.



