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Exercice 1. Soit F' : R x R? — R? une fonction localement lipschitzienne par rapport & sa
deuziéme variable. On considere le probléme de Cauchy

[

#0) Sy

1. Donner la définition de solution mazimale et solution globale de (PC).
2. Soient 1R — R et §: R — R deuz fonctions continues. Démontrer gue si
|F(t, 2)| < aft)jz] + B{t) pour tous z € R, teR,
alors la solution de (PC) est globale.
Exercice 2. On considére le systéme
) { o = —z?(y® ~ 1)
Y =y (z* - 1)

(1) Trowver les points d’équilibre du systéme (=) et étudier la stabilité de chaque équilibre pour
le systéme linéarisé correspondant. Pouvez-vous en déduire la stabilité de ces équilibres pour
le systéme (%)%

{2) Donner la définition d'un point d’équilibre stable et démontrer que le point d'équilibre (0,0)
n'est pas stable pour le systéme (x).

Dans ce gui suit on suppose que zg > 0 et yp > 0.
(3) Démontrer qu’il existe une solution mazimale (z,y) :]a, b~ R? du probléme de Cauchy

o' =—2*(y? - 1)
(=) Q¥ =9*(a* - 1)
:L‘(O) = Zo, 'Q(O) = Yo,
et que pour tout t €la, bl on ¢ z(t) > 0 et y(t} > 0.

(4) Soient § =|0,1{x]0, 1[ et (zo,y0) € S. Démontrer que la solution de (%) sort de S en femps
fini, ¢’est-d-dire il existe t > 0 tel que (z(f),y(t)) € S.

1 1
(5) Vérifier que H(z,y) = 4 — -+ y -+ —, est une intégrale premiére pour (*). Démontrer que
z

la solution de (=%) est globale.

(6) Soit (zo,y0) € S. Fn admettant que la trajectoire {(x(t),y(2)) : ¢t > 0} retourne dans S,
démontrer que la solution est périodique.






Exercice 3. Soit « > 0 un paraméire réel. On considére le probléme de Cauchy

r_x{z— 1){z? ~ %)
= 1204 ’

z(0) = e

(a) Démontrer que pour tout o > O 4l existe une unigque solution marimale z, A, Bo[— R
strictement positive sur JAq, Bal.

{b) Soit o €]0,1].

- Démontrer que la solution mazimale est globale.

- Démontrer que la limite lim x,(t) emiste et la calculer.
teb oo
(c) Soit o > 1.

- Démontrer que A, = —o0.

1

Démontrer que z,(2a) < 2a.

Démontrer que B, = +00.

- Démontrer que la limite ; lim x,(t) emiste et la calculer.
—r-oo

- Démontrer que la limite tlim Zo(t) existe et la calculer.
——00
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Exercice 1. Soit L > 0.

1.

Donner la définition de Uespace de Sobolev H(0, L).

2. Démontrer que si u € HY(0,L) et u(0) = 0, alors

3.

L 1/2
lleell peogo,zy < L (/D 182 d:c) .
Démontrer que siv € HY(0,L) et u(0) = 0, alors

L 72 L
/ u?(z) dz < —/ |Ou|? de.
0 2 Jo

Exercice 2. Soit a € C®(R) une fonction telle que 1 < a{z) < 2 pour tout x € [0,1].

1.
2.

Donner lo définition de Uespace HZ(0,1).

Démontrer que Uapplication

{-,a : H3{0,1) x H}(0,1) — R,

{u,v)q = /1 a(z)ou{z)ov(z) dx,
0

est un produit scalaire et que HE(0,1), muni de ce produit scalaire, est un espace de Hilbert.

. Démontrer que pour tout f € L2(0,1) il eziste une unigue fonction u € H(0,1), solution

faible de éguation

(1) {—Bm(a(m)azu(m)) = f(z) pour tout =z €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

. Démontrer que si ¢ € H3(0,1), alors ¢/a € H}(0,1).
. Donner la définition de H?(0,1).

Démontrer que u € H*(0,1) N H}(0,1) et que
Ogatt = — (—Bﬂazu + i) sur 10,11
a a

En déduire que u est solution forte de (1).



Exercice 3. Soit u : [0,+00[x[0,1] ~» R une fonction C2 telle que

Bpult, z) = Spault, ) —u(t,2)  pour tout ¢ €l0,+oof, 2 €)0,1],
u(t,0) = u(f,1) =0 pour tout t€J0,4oo0l.

1
(1) Démontrer que la fonction t — / u?(z,t) dr est décroissante.
0

1.
(2) Démontrer que la fonction t — / |Ozu|* (2, ) dx est décroissante.
0

1
; . 2 _ ; —
(3) Démontrer que t_l}l_l&}/é |Ozu|*(z,t)dz =0 et t—I)l-t-moo__u(x’t) =0.

(4) Démontrer que si u{0,z) > 0 pour tout z € [0,1], alors u > 0 sur [0, +00[x][0,1].
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Baréme approzimatif : ezercice I sur 7 points ; exercice 2 sur 6 points ; evercice 3 sur 10
poinis.

Exercice 1.

Dans cet exercice, on considere le mouvement d’un pendule pesant rigide, sans frottement :
aprés normalisation, I’angle # entre le bras du pendule et la direction donnée par la pesanteur
vérifie 8 4 sin = 0. Notant z pour cet angle, et y pour la vitesse angulaire, on obtient :

T =y,
(1) { b

y = —sinz.
Avec z,y € R donnés, on assortira ce systéme différentiel de la condition initiale
(2) (0} =z, y(0)=y.

1) Justifier que le probléme de Cauchy (1)-(2) admet une unique solution maximale (z,y) €
CY] — T, T [,R?), avec T_, T, €]0,cc]. C'est cette solution maximale que ’on considérera,
dans la suite.

2) Montrer que la fonction ¢ = E(2) = y(£)2/2 — cos(z(t)) est constante sur | — T, T.[.

En déduire que y est bornée, puis que T_ =T, = co
t

(pour cela, on pourra noter que pour tout ¢ €] — T, Ty[, on a z(t) = z + f y(t')dt’).
0

3) Donner tous les équilibres associés & (1). Pour chacun de ces équilibres, donner le systéme
linéarisé associé. Pour ce systéme linéarisé, ’équilibre (0, 0) est-il stable ? asymptotiquement
stable 7 instable 7 Pouvez-vous en déduire si 'équilibre considéré est lui-méme stable ou
instable pour (1) ?
4} On s’intéresse spécifiquement & Péquilibre (0,0) pour (1).

a) Montrer que pour tout £ > 0, il existe 7 > 0 tel que, si 2* +y* < r?, alors pour tout
t € R, |z(¢)] < e (on pourra noter que cosz(t) > —E(t) = —E(0)).

b) Montrer que ’équilibre (0, 0) est stable.

Exercice 2. Dans cet exercice, toutes les fonctions sont & valeurs réelles.
Soit F € CHR,R) telle que |F'(y)| < 1 pour tout ¥ € R. On souhaite résoudre le probléme

— &%= F(u) sur]0,1],
@) { w(0) = u(1) =0,

ot, pour tout v :)0, 1[— R, on note F'(v) pour Fov: Vz €]0,1], F(v)(z) = F(v(z)).

1) Rappeler la définition de l'espace de Sobolev H'(]0, 1[) {et de la norme associée).

On rappelle que Hj(]0, 1) est I'adhérence dans A (]0, 1[) de Pensemble C°(]0, 1[), et qu’une
norme sur H3(]0, 1[) est donnée par ||v]| 7y = [|8zv[|z2- On a en fait :

Yo € Hy(10,1), 18lize 2 v2]lv]l 2.



2) Montrer que pour tout f € L*(]0,1[), il existe un unique u; € H2(]0,1[) solution faible
de —~&2uy = f, ce qui signifie :

Vo e B0.1D, [ Bauy@ope)da= [ f@lple)d.

3) Montrer que pour tout v € L2(}0, 1[), on a Fi(v) € L%(]0, 1[)

v(=)

(on pourra commencer par écrire que pour tout z €0, 1{, F(v(z)) = F(0) + f F'{y)dy).

0
4) Par les résultats de 2) et 3), on définit donc une application R de H;(]0,1[) dans lui-
méme, qui & v € H(]0,1[) associe R(v) = up). Montrer que cette application est une
contraction stricte, c'est-a-dire qu'il existe C €]0, 1] tel que :

vo,w € Hy(0,1]),  |R() — R(w)lg < Cllv —wllm

(on pourra exprimer que g, et wp(y) sont solutions faibles comme au 2) et utiliser la méme
fonction test ¢ = up) — urE) dans chaque cas).
5) Conclure : montrer qu’il existe un unique u € Hy(]0, 1[) solution faible de (3).

Exercice 3. Dans cet exercice, il est sous-entendu que les fonctions sont & valeurs dans C.
On choisit pour la transformation de Fourier la normalisation suivante :

VeeR, FH©)=FO) = [ e fo)da
On rappelle que lorsque I est un intervalle, et g € C(I, L*(R)), on définit sa transformée de
Fourier partielle g = Fg € C(I, L*(R)) par

viel, ()= F(g(t)).

On considere I’équation de la chaleur non-linéaire suivante :
(4) Ou—Pu=—u® (t>0,zcR).
1} Pour tout s > 0, donner la définition de 'espace de Sobolev H*(R), avec sa norme.
2} Soit s > 0 et f € H*(R). Montrer qu’en posant

VE>0, up(t)=S5)f=F" (e_t"lzf ) ’

a) on définit pour tout ¢ > 0 une fonction us(t) dans H*(R) vérifiant ||us(t)||ge < | fllz=,
et que de plus, uy € C(Ry, H*(R)) ;

b) si s > 2, on a aussi uy € C*(Ry, H*2(R)), et u; est solution (au sens faible) du probleme
suivant :

By — Bup =0 (dams C(Ry, LA(R))),
{ufh:o = f.
3} Montrer que si s > 1/2, il existe C > 0 tel que
Ve HR), FeL'(R) et ||fllz= < Clflz-
4) On rappelle qu'une norme équivalente & || - || g1, encore notée | - ||, est donnée par

ANz = 1 flizz + 17z

Montrer qu’il existe 7 > 0 tel que

VL ke HI(R), fHReH®) et |fifelm < Cillfilmlfallm
(on pourra commencer avec fi, fa € CP(R) et utiliser la densité de C(R) dans H(R)).




En déduire que, si I est un intervalle et g € C(I, H(R)), alors g° € C(I, HX(R)), et
Vie T, gt)lm < CPllg(t) I3
5) On admettra que pour tous T > 0 et u € H(R), st u € C([0, 7], H*(R)) vérifie

) Ve 0,71, uo) =S~ [ St )y ar,
0

alors u est solution de (4). Montrer que pour tout B > 0, lorsque ||ull;n < R, il existe
T > 0 tel que (5) ait une solution v € C{[0,T], #*(R)) {on pourra utiliser un argument de
point fixe dans la boule fermée B(0, R+ 1) de C([0,T], H*(R))). On notera que T peut &tre
choisi en fonction de R seulement (et pas de u).

6) Montrer, pour tout 7 > 0, I'unicité dans C({0, 7], H'(IR)} de la solution de (5) : si uj, ug
sont deux telles solutions, on pourra montrer que pour tout ¢ € [0, 77,

(e~ )@l < OF s (Hoa®) o + o)) | 2 = )¢ i,

et utiliser un lemme de Gronwall qu'on énoncera et démontrera.
7) Montrer que si u € C([0,77], H*(R))NC{([0, T}, L*(R)) est solution de (4) pour un certain
T >0 et est a valeurs réelles, alors ¢ — Ju(t}|| ;2 est décroissante sur [0, 7).
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Aprés 25 minutes de préparation, présentez en 25 minutes ce que vous qurez coOmpris
(sans doute pas tout, car ’énoncé est long).

Soit f € C®(R,R). On considére 'équation (scalaire) en dimension un d’espace suivante,
B+ 3, f (u) = 0. (1)

1. On se donne u € C*(R,R), bornée, ainsi que sa dérivée. On va justifier qu'il v a une
unique solution classique au probléme de Cauchy formé par (1) et

Ulmp = U,y (2)

localement en temps, par la méthode des caractéristiques.

(a) Siue CY([0,T]x R, R) est solution du probléme de Cauchy (1)-(2), définir pour
chaque (¢,%) € [0,T] x R la (courbe) caractéristique X passant par (t,z) par

X(s) = f'(uls, X(s))), X(t) ==

Montrer que s = u(s, X(s)) est constante, que la caractéristique est globale (i.e.
définie pour s € [0,7] entier), et que c’est une portion de droite de la forme

s y(t z) + sf'(uly(t, 2))).

{(b) Réciproquement, montrer qu’en choisissant T > 0 assez petit, pour tout (¢, z) €
[0,T] x R, il existe un unique y € R tel que y -+ tf/(u(y)) = z, puis définir u et
vérifier que cela fournit une solution classique au probléme de Cauchy (1)-(2).

2. Pour un u € L*(R, R}, on fait une approximation parabolique de I’équation (inutile
de préciser ici ce que cela signifie). Justifier qu'il y a un T' > 0 et une unique solution
continue bornée sur |0, T[xR au probléme intégral associé, c’est-a-dire :

wl(t, z) = (K, + u)(z) + /0 (oK) * Flult', ) () d,

1
ol K est le noyau de la chaleur : Ki(z) = L

/At

Indication : on pourra utiliser un argument de point fize dans le Banach des fonctions
continues bornées sur |0, T[xR, en évaluant la norme L' en espace de 8,K,.



3. Montrer que, si on se donne &, T > 0 et v® € C*([0,7] x R,R) telle que
Ot 4 Op f (uF) = 020,

alors pour toute fonction ¢ € C°(R? R) & support inclus dans {0, T[xR, on a.:

f (w8,6 + F(u5)0d + £usD2) dt da + / (u£6)(0, 2) dt = 0.

[0, xR R

4. Soit u € Cp(R,R) et 7" > 0. On suppose que pour tout ¢ > 0, il existe u® €
L*=(]0, T[XR,R) telle que pour toute fonction ¢ € C®(R? R) & support inclus dans
(0, T[xR, on ait :

/ (u0sp + F(u)ptp + et 20) dt da - f w(z)$(0, z) dt = 0.
[0, T]xR R

On suppose de plus que la suite (u¥).>p est bornée dans ()0, T[XR, R) et converge
presque partout (lorsque £ tend vers 0) vers une fonction u. Montrer que u est
solution faible du probléme de Cauchy (1)-(2), ce qui signifie que pour toute fonction
¢ € C*°(R?% R) & support inclus dans [0, T[xR,

/ (udyp + f(u)dp0) dt dz + /g(m)q&({}, z)dt = 0.
[07]xR

R



