Exemples de diagonalisation

25 octobre 2013

Méthode pour diagonaliser une matrice (2,2) :

Z) de taille (2,2).

e Etape 1 : On calcule le polynéme caractéristique pa(X) = X2 — (a 4+ d)X + (ad — bc).

e Etape 2 : On calcule son discriminant A. Alors :

— Si A <0, la matrice A n’est pas diagonalisable, terminé.

— Si A =0, la matrice A n’est pas diagonalisable, & moins d’étre déja diagonale, terminé.

— Si A > 0, on calcule les deux racines réelles \ et p de pa, qui sont alors les wvaleurs
propres de A. La matrice est diagonalisable, on doit faire deux étapes de plus pour la
diagonaliser.

e Etape 3 : On cherche des solutions non nulles des équations matricielles (A — Al2)X =0

et (A — ply)X =0, qui sont alors des vecteurs propres X et X, associés respectivement aux

Pour expliquer la méthode, on part d’une matrice A = (CCL

valeurs propres A et .
e Etape 4 : La matrice P = (X,|X,,) est inversible, et A est diagonalisée sous la forme

A:P(A 0>P1.
0 n

ce qui termine la méthode.

Exemple 1. Diagonalisons A = <; ;l)

e Etape 1 : Son polynome caractéristique est ps(X) = X2 —4X — 5.
e Etape 2 : Le discriminant A du polynéme caractéristique est égal & 36, donc A est
diagonalisable, de valeurs propres A = —1 et y = 5.

e Ltape3:Ona A— Ny =A+ <(1) (1)> = (; i) Le systéme linéaire correspondant est
donc
2r4+4y = 0
204+4y = 0
dont une solution non nulle est le vecteur X, = _21), qui est donc vecteur propre de A de
. . .\ -4 4 R L
valeur propre associée —1. De la méme maniére, A — uly = 9 _o) le systéme linéaire

correspondant est
-4z +4y = 0
20 -2y = 0



: 1 .
dont une solution non nulle est le vecteur X, = ( ), qui est donc vecteur propre de A de

1

valeur propre associée 5.

. ) 2 1 . .
e Etape 4 : La matrice ( 1 1> est inversible, et d’aprés le théoréme du cours,

Ao (2 D[ oy /2 1\
C\-1 1 0 5/\-1 1 ’
ce qui est une diagonalisation de A.

Exemple 2. Diagonalisons B = <_23 _43>

e Etape 1 : Son polynéme caractéristique est pa(X) = X2 — X — 6.
e Etape 2 : Le discriminant A du polynéme caractéristique est égal a 25, donc B est
diagonalisable, de valeurs propres A = —2 et u = 3.

- 2 0 -1 -3
OEtapeB.OnaB—)\IQ—B+<O 2>_<2 6

—r—3y = 0
2r+6y = 0

. 3 .
dont une solution non nulle est le vecteur Xy = <_1>, qui est donc vecteur propre de B de

> . Le systéme linéaire correspondant

est donc

-6 -3

valeur propre associée —2. De la méme maniére, B — puly = ( 9 1

), le systéme linéaire

correspondant est
—6x—3y = 0
2r+y = 0

. -1 .
dont une solution non nulle est le vecteur X, = < 9 ), qui est donc vecteur propre de B de
valeur propre associée 3.

e Etape 4 : La matrice (_31 9

(5D

ce qui est une diagonalisation de B.

) est inversible, et d’aprés le théoréme du cours,

Exemple 3. Diagonalisons C = (_1 2).

-5 3
e Etape 1 : Le polynome caractéristique de C est po(X) = X2 —2X + 7.
e Etape 2 : Le discriminant du polynoéme est A = —24, donc la matrice C' n’est pas
diagonalisable.

Exemple 4. Diagonalisons D = (_12 _2 4>.

e Etape 1 : Son polynome caractéristique est pp(X) = X2 + 3X.
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e Etape 2 : Le discriminant A du polynome caractéristique est égal & 9, donc D est
diagonalisable, de valeurs propres A = —3 et u = 0.

oEtape3:OnaD—)\Ig—<4

Lo _ 1>. Le systéme linéaire correspondant est donc

dx+2y = 0
—2z—-—y = 0

dont une solution non nulle est le vecteur X, = , qui est donc vecteur propre de D de

1
-2
valeur propre associée —3. De plus, D — ulo = D car p = 0, le systéme linéaire correspondant
est donc

—zr—2y = 0
{ 2r+4y = 0

. 2 .
dont une solution non nulle est le vecteur X, = < 1), qui est donc vecteur propre de B de
valeur propre associée 0.

. 1
e Etape 4 : La matrice (_2 1

(523

ce qui est une diagonalisation de D.

) est inversible, et d’aprés le théoréme du cours,

Exemple 5. Diagonalisons F = <1 _13>

e Etape 1 : Le polynoéme caractéristique de E est pp(X) = X2 — 2X + 4.
e Etape 2 : Le discriminant de ce polynéme est A = 0, et E n’est pas diagonale, donc elle
n’est pas diagonalisable.
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