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TD 7 : CORRESPONDANCE DE GALOIS ET CORPS CYCLOTOMIQUES

Exercice 1. [Anneau des entiers et discriminant de Q(¢,)]

Pour n € N, on note ¢, = e*™/", K = Q((,) et o I'indicatrice d’Euler.

(a) Sin = p™ avec p premier, écrire le polynéme minimal de (,m —1 et en déduire
que Ngg(Gm — 1) = £p.

(b) En déduire que pOg = ({m — 1)¥®™) et calculer le discriminant de (ym — 1
au signe pres.

(¢) En déduire que p?" ®m=m=1DOp C Z[(ym].

(d) Que peut-on dire sur la ramification de p dans K ? En conclure que

Ok = (Gm — 1)Ok + Z[Gpm].

(e) En conclure que Ok = Z[(,m| et que disc(K) est une puissance de p.

(f) Montrer que pour m et n quelconques, Q((,,) NQ(¢,) = Q(¢y) avec d le pged
de m et n.

(g9) (Plus difficile) En déduire par récurrence sur le nombre de diviseurs premiers
que Panneau des entiers de Q((,) est Z[(,] pour tout n et que son discriminant a
les mémes diviseurs premiers que n.

Exercice 2. |[Rappel : décomposition des nombres premiers dans les corps cycloto-
miques|

Soit n € N* et p un nombre premier quelconque.

Donner I'indice de ramification, 'inertie et le nombre de facteurs premiers de p
dans Q((,,) en fonction de p et n.

Exercice 3. |Théoréme de Dirichlet faible]

Le but de cet exercice est de démontrer que pour tout n € N¥, il existe une
infinité de nombres premiers p =1 mod n.

(a) Montrer qu'il suffit de prouver que pour tout n € N* il existe un nombre
premier p =1 mod n.

(b) Montrer que pour ¢, le n-itme polynoéme cyclotomique, |¢,(n)| > 1 pour
n > 2.

(¢) Soit p un diviseur premier de ¢, (n). Montrer qu’il est premier a n.

(d) Soit t 'ordre de n modulo p, supposons par l’absurde que ¢ < n. Montrer
que ¢, (n) divise (n" —1)/(n' — 1) et en déduire une contradiction.

(e) Conclure que p est congru a 1 modulo n.

Exercice 4. [Signe des sommes de Gauss|
Dans cet exercice, p est un nombre premier impair, ( = e?7/? et

p—1
k
Gy = (—) ¢k,
=0 \P
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On rappelle que G = (=1)P=Y72p, donc G, = £,/psip=1 mod 4, et G, = £i/p
si p = 3 mod 4. Le but de cet exercice est de déterminer complétement G, pas
seulement au signe prés.

(a) Montrer que p = [[?_1(1 — ¢").

(b) Montrer que les +4k — 2 ou k = 1,--- ,(p — 1)/2 forment un systéme de
représentants de (Z/pZ)*.

(c¢) En déduire que (=1)P=D72p = [T, p_l /Q(C%*l (T2

(d) Prouver que [}~ (1) /2(4‘% L_¢- 2’““) vaut \/psip=1 mod 4deti/psip=3
mod 4.

On a donc G, = e [[ V% (¢%~1 —¢~26+1) avec e = +1 qu'il suffit de déterminer.

(€) Soit le polynome P(X) e (g) XF — e [T VP (X2 - xpo2ktL),

Montrer que X? — 1 divise P, soit @ tel que P(X) = (X? — 1)Q(X). On écrit
formellement X = e* d’out une égalité de séries entiéres P(e*) = (eP* — 1)Q(e?).

(f) Montrer que le coefficient en zP~1/2 du terme de gauche est

1 (p_zl)/z (]) pﬁ/Q
. J e Ak —p —2).
vt 2= \p

(g9) Montrer que le coefficient en zP=1/2 du terme de droite est de la forme pa/b

avec a, b entiers et p ne divisant pas b.
(h) En déduire que

(p—1)/2 j (p—1)/2
3 <5) JO02 = (- 1)/2)0 [ 4h-2) modp
j=1 k=1

(7) En utilisant le théoréme de Wilson, en déduire que

(-1/2 , .
Z (2) jP V2 = _¢ mod p
p

Jj=1

(j) Conclure que € = 1.



