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COURS DE GEOMETRIE AFFINE

Conventions préliminaires

Dans ce cours, on rappellera les notions et résultats principaux de géométrie
affine et euclidienne, d’ou les conventions suivantes :

e Le corps des scalaires est R par défaut, bien que la plupart des notions
affines se traduisent sans aucune difficulté sur un corps quelconque (ce sera
parfois mis en exercice).

e Les espaces vectoriels et vecteurs seront autant que possible notés E, g
pour marquer la différence avec leurs pendants affines.

e Tous les espaces vectoriels (et donc aussi les espaces affines) considérés
seront de dimension finie.

e Dans un but d’efficacité, un certain nombre de questions naturellement
soulevées ou de points secondaires (mais utiles & la compréhension) seront mis
sous formes d’exercices au fil des notes. Les exercices plus difficiles et /ou moins
centraux dans le cours seront regroupés dans une feuille.

e Beaucoup d’exercices sont des conséquences quasiment directes d’un résul-
tat d’algebre linéaire (souvent bien connu), et ceux-ci seront alors marqués d’un
(V).

1 Prélude : actions de groupes

Définition 1.1. Une action (d gauche) d’un groupe G sur un ensemble (non
vide) X est la donnée d’une application

f:]GxX — X
(g,2) +— gz

telle que :
— Pour tout z € X, 1g - = = =.
— Pour tous g1, € Get x € X, g1 - (g2 - ) = (g192) - =,

ou de maniére équivalente un morphisme de groupes G — Bij(X) via g — (x —
g-x) D),

Pour une action a droite, on note plutdt ceci comme f(g,z) = x - g et on
doit alors avoir (z - g1) - g2 = x - (g192). On peut passer d’une action a gauche
A une action & droite en définissant = - g := g~ -z (). Dans le cas ot G est

commutatif, = - g := ¢ - = fonctionne également ().

Une action de groupe peut satisfaire différentes propriétés intéressantes lis-
tées ci-dessous :



— L’action est fidéle si le morphisme de groupes induit est injectif, autrement
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dit si le seul g € G qui fixe tous les z € X est I’élément neutre. Exemple :
Groupe de permutation &,, sur [|1,n|], contre-exemple GL,(R) sur les
droites (7).

L’action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite, autrement dit si pour
tous z,y € X, il existe g € G tel que g - © = y. Exemple : GL,,(R) sur
les sous-espaces vectoriels de R” ()| contre-exemple SOy (R) sur les bases
orthonormées ().

L’action est simplement transitive si de plus le g ci-dessus est unique :
autrement dit, pour tous z,y € X, il existe un unique g € G (dépendant
bien sir de z et y) tel que g-x = y. On peut alors définir une bijection non
canonique entre G et X en fixant un xg € X et par g — g - xg. Exemple :
Un groupe agissant par translation sur lui-méme (théoréme de Cayley),
contre-exemple O, (R) sur les droites de R™ (7).

Géomeétrie affine

Définitions de base

Définition 2.1 (Espace affine). Un espace affine E est un ensemble non vide
muni de I'action simplement transitive d’un espace vectoriel E/, qu’on note avec
le symbole + (et souvent & droite).

Les éléments de F sont appelés points, les éléments de E sont appelés
vecteurs, et I’espace E est appelé direction de I’espace affine E.

La dimension de E est par définition dim E, et on parle de droite affine
en dimension 1, plan affine en dimension 2.

L’action de E sur E définit pour tout point A € E et tout vecteur E, un
point A+ v € E, qu’on appelle le translaté de A par v.

Par simple transitivité, pour tous A, B € E il existe un unique T e E tel
que A+ U = B, et ce vecteur est alors noté AB, pour avoir la formule
naturelle A + AB = B.

Dans de nombreuses références, I’espace vectoriel est plutot noté £. Par
abus de notation, on résumera souvent l’espace affine par la notation F
(l’action étant implicite).

Un espace vectoriel E est un espace affine dirigé par lui-méme grace a
sa loi d’addition interne (), Réciproquement, I’espace affine E peut étre
muni d’une structure d’espace vectoriel aprés choizi d’une origine O € E :
la simple transitivité donne une bijection £ — F et on transporte alors
la structure d’espace vectoriel sur E (©)(faire les calculs explicites de loi
d’addition et multiplication scalaire). Ceci s’appelle le vectorialisé de E

en O.

11 faut concevoir 'espace affine comme « ce sur quoi les translations agissent ».

Par construction, les propriétés élémentaires suivantes sont vraies (

P) .

Pour tous A, B € E, AA=0et AB = —BA.

Pour tous A, B,C € E, AB + BC = AC et AC — AB = BC (relation de
Chasles).



Exercice 2.2. (Régle du parallélogramme)

Pouﬂ{atre@jnts i} B, A’, B’ d’un espace affine E, montrer que les égalités
AB = A'B’ et AA’ = BB sont équivalentes. On dit que le quadrilatére AA’B’B
est un parallélogramme.

La plupart des structures naturelles des espaces vectoriels peuvent se trans-
porter sur les espaces affines, et c’est maintenant ce qu’on va s’atteler & faire,
avant de prouver leurs propriétés.

Définition 2.3 (Sous-espace affine). Soit E un espace affine. Un sous-espace

affine (non vide) F de E est une partie de F telle qu’il existe A € F et un
— —

sous-espace vectoriel F' de E tels que

F=A+F :={A+7T,VeF}

Alors :

o« I = {E,B € F} = {B—C’), (B,C) € F?}. En particulier, il est unique et
indépendant du point-base A.

e F est muni d’une structure naturelle d’espace affine de direction F.

e Pour tout point B € FE, B € F si et seulement si B+ FCF (et on a alors
égalité).

e Pour deux sous-espaces affines F,G de E, on dit que F est fazblement
paralléle a G si FcGet paralléle si F=G (on a alors F' = G + ¥ pour
un certain 7 ().

—>

Démonstration. Pour tout B € F il existe un unlque vecteur tel que B
est de la forme A + ¥, & savoir AB Ainsi, Aﬁe ipour tout B € F, et
c’est donc également le cas pour tout BC = AC - ABsi C € F d’oll une
inclusion. Recm)quement pour tout ¥ € F on doit avoir A4+ 7T € Feten
écrivant U = AB pour un certain B, on en dedult que F est contenu dans les
AB (B € F), d’ou égalité des ensembles

La structure d’espace affine vient du fait que A+ U € F si et seulement si
v e F et ce pour tout point A de F : autrement dit, ’action de E sur F se
restreint bien (et reste simplement tran51t1ve) sur F et F.

Enfin, pour B € F, tout élement de F s%écrit sous la forme BC avec C' € F,
et alors B+BC C € F, ce qui prouve que B—|—F C F. La réciproque de cette
implication est évidente en utilisant que B = B + 0. O

N Un exemple immédiat d’espace affine est le suivant : dans un espace vectoriel
E (qui est sa propre dlrectlon) prendre un sous-espace vectorlel F et un point
r € F, et poser FF = x + F Cest-a-dire le translate de F par . C est un
sous-espace affine mais pas un sous-espace vectoriel & moins que = € F P,

Exercice 2.4. [Postulat des paralléles]

Avec cette définition, redémontrer le postulat des paralléles d’Euclide : dans
un espace affine E, pour toute droite affine D et tout point A, il existe une
unique droite de F paralléle & D et passant par A. Démontrer également que
par deux points distincts de E passe une unique droite.



Définition 2.5 (Applications affines). Soient E et E’ deux espaces affines.
Une application affine f : E — E’ est une application telle que pour un
— —>
A € E, le morphisme f4 : E — E’ défini par

fa(T) = fF(A)f(A+T), soit f(A+T) = f(A)+ fa(7),

est une application linéaire. Alors fa ne dépend pas du choix de A et on 'appelle
partie linéaire de f, notée f de sorte que pour tous A, B € E,

F(AB) = f(A)f(B).

e La composée de deux applications affines f : £ — E'etg:E — E" est
affineet gof =7go f (P) et si une application affine f est une bijection,
son inverse est affine egalement et de partie lineaire est f 1 (7).

e Lorsque E = E’ est f est bijective, on parle de transformation affine. Le

groupe formé par les transformations affines est le groupe affine de E, noté
GA(F) ou GAfI(E).

Démonstration. Supposons que fa est linéaire. Si B est un autre point de F,
on a alors (V) = f(B)f(B + ¥) et en remplacant B par A+ B et B+ U par
A+ (AB + ), on obtient

f8(%) = —fa(AB) + f4(AB + ) = fa(?)
par linéarité de f4. O
Le résultat fondamental des applications affines est le suivant.

Proposition 2.6. Soient E et E' deux espaces affines et p € Hom(E ﬁ) Pour
tous A€ E et B € E’, il existe une unique application affine [ : E — E’ telle
que f(A) =B et | = .

Autrement dit, on peut toujours déterminer (uniquement) une application
affine par Uimage d’un point prescrit et sa partie linéaire.

Démonstration. Commencons par l'unicité, supposons que deux applications
affines f et g aient ces propriétés avec A, B, ¢ comme dans 1’énoncé. Alors, pour
tout point M € E,

F(M) = f(A) + f(A)F(M) = f(A) + [(AM) = B + p(AM) = g(M)

par le méme calcul, donc f = g. Ceci donne méme la définition de f, en posant
donc f(M) := B+ p(AM). Avec M = A on a bien f(A) = B, et ensuite par
construction f4 = ¢ donc f est bien affine de partie linéaire . O

Voici les exemples les plus simples d’applications affines.
Exemple 2.7 (Quelques applications affines).

e Les applications affines f telles que ? = 0 sont les applications constantes
(P),

e Les transformations affine f : £ — E telles que ? = Idz sont les trans-
lations, et forment un sous-groupe de GA(FE) canoniquement isomorphe
a E (7). On note en général t la translation de vecteur ¥ définie par
A A+ 7.



Comme attendu, il y a un lien net entre applications et sous-espaces affines.

Proposition 2.8. Pour toute application affine f : E — E’ :

e L’image d’un sous-espace affine F' de E par f est un sous-espace affine de
E’ de direction f( )

e L’image réciproque d’un sous-espace affine F’ de_)E’ par f est soit vide
soit un sous-espace affine de E de direction f LF).

En particulier, l'image de E est un sous-espace affine de direction Im? et
toute fibre non vide de f en est un également, de direction Ker f.

Démonstration. En fixant un point__ A de E, dans le premier cas il sufﬁt de
montrer l'égalité f(F) = f(A4) + f( ) Pour tout B € F, AB € F donc
?(A—B)) € 7(_)) ce qui prouve que f(B) = f(A)+ f(AB) € F, d’out la premiére
inclusion. La réciproque s’obtient de méme en écrivant tout élément de F sous
la forme AB.

Dans le deuxiéme cas, si f (F’ ) est non vide, prenons-en un point A et
montrons que f~ ( ) A+ f’l(F’) Si f( ) € F' pour un certain B € E,
alors f(A )f( ) = f(AB) € F' donc AB € f’l(F’) Réciproquement, si B =
A+ 7 avec f( )GF' alors f(B) € f(A )+F/ C F’, ce qui prouve 'égalité. [

Exercice 2.9. (Espace quotlent)

Soit E un espace affine et F un sous- espace Vectorlel de E.

Montrer que la relation A ~ B sur E définie par AB € F est une rela-
tion d’équivalence et que l’espace quotient noté F/ Fa une structure naturelle
d’espace affine et un morphisme canonique affine £ — EF.

Exercice 2.10. Montrer qu’une application affine est injective (resp. surjective)
si et seulement si sa partie linéaire 1’est.

Exercice 2.11. Soit f une transformation affine de F.
Montrer que I'ensemble des points fixes de f est soit vide, soit une variété
affine de direction ker(f —Idz).

2.2 Générateurs d’un sous-espace affine, repéres affines et
coordonnées cartésiennes

Nous allons maintenant déveloper la notion de sous-espace affine engendré
par une partie d’un espace affine F, en particulier pour les parties finies.

Lemme 2.12. Si (F;);c; est une famille de sous-espaces affines de E alors
Nicr F; est soit vide soit un sous-espace affine de E de direction N;e F;.

Démonstration. Notons F' cette intersection et supposons qu’il existe un pomt
A € F fixé. Alors, pourtoutzé[et_tgutpotheE M e F; <:>AM€F
et donc M € F si et seulement si AM € N;erF;, ce qui prouve 'assertion par
définition d’un sous-espace affine. O



Définition 2.13 (Sous-espace affine engendré). Soit P une partie non vide de
E.

e Le sous-espace affine engendré par P, noté Aff(P), est l'intersection de
tous les sous-espaces affines contenant P, et donc le plus petit sous-espace
affine contenant P.

e Pour tout A € P,
Af(P) = A+ Vect(AM, M € P\ {A})

et la direction de Aff(P) est donc le sous-espace vectoriel de E engendré
par les vecteurs formés par les points de P.

e SiP=(Ag, -+ ,Aq) est un (d + 1)-uplet de points, alors dim Aff(P) < d
(P)_En cas d’égalité, on dit que ces points sont affinement indépendants.
En particulier, deux points distincts A, B engendrent une droite notée
(AB) et trois points A, B,C non alignés (i.e. affinement indépendants)
engendrent un plan noté (ABC).

Cette définition méne & une caractérisation visuelle et utile des sous-espaces
affines.

Proposition 2.14. Une partie non vide F de E est un sous-espace affine si et
seulement si pour tous A,B € F, (AB) C F

Démonstration. Si F est un sous-espace affine, pour A, BeF,on a A Ac€ F et
AB € F donc pour tout t € R, tAD € F et alors (AB)=A+ Vect(AB)
Réciproquement, Supposons que pour tous A, B €r F, (AB) C F. On ﬁxe

un A € F et on note alors I l'ensemble des vecteurs AB BePF, de sorte que
F=A 1+ F. Alors, pour tous B,C € F et tout A € R, d’abord )\AB € F car
A+ MB ¢ (AB) C F, et ensuite

AB+AC€F.
En effet, le milieu I de [BC] appartient & (BC') donc a F, et ensuite

—

AB+AC = Al +IB+ Al +IC =24l € F.
Ceci prouve que F' est bien un sous-espace affine de F. O

Exercice 2.15. (Sous-espace engendré par deux sous-espaces affines)

Soient E un espace affine et F,G deux sous-espaces affines de E. On note
H = Af(FUQG).

(a) Montrer que si F NG # () alors H est de direction F+G et exprimer sa
dimension avec la formule de Grassmann. R

(b) Montrer que si F' NG = (), exhiber un vecteur de H qui n’appartient pas
a F + G puis montrer que dim H = dim(ﬁ+ 6) + 1L

(¢) Montrer que si F+G=Ealos FNG # () et que si la somme est de
plus directe alors F'N G est méme un singleton.

Le cas le plus intéressant des familles indépendantes, comme en algébre li-
néaire, est celui des familles indépendantes maximales.



Définition 2.16 (Repéres affines). Soit E un espace affine de dimension n.

e Un repére affine R est la donnée d’une paire (O, B) avec une origine O €

E et une base B = (e1,-+,¢é,) de E. Ceci équivaut a la donnée d’un
(n+1)-uplet indépendant (O, Ay, --- , A,) via &; = OA; (Pet on I'utilisera
souvent.

e Pour tout repére affine R comme ci-dessus, tout point M € E admet un
unique n-uplet (x1, - ,x,) tel que

n
—
i=1

On appelle ce n-uplet les coordonnées cartésiennes de M dans R, et I'ap-
plication des coordonnées cartésiennes définit un morphisme affine entre
E et R™ (7).

Tout comme pour le cas linéaire, on peut maintenant tout exprimer grace
aux coordonnées cartésiennes.

Proposition 2.17 (Morphismes affines et coordonnées). Soient E, E’ deux es-
paces affines de dimensions respectives n,m munis de repéres R = (O,B) et
R = (0, B).

Alors, pour toute application affine f : E — E’, il existe un unique vecteur
colonne Yo € R™ et une unique matrice M € My, ,(R) tel que si y = f(z) avec
x € E etx (resp. y) a pour vecteur coordonnée X dans R (resp. Y dans R'),

Y=MX+Y,.
De plus, M = MatB,B/(T) et Yy est le vecteur des coordonnées de f(O) dans
R
Réciproquement, toute application définie par une telle formule est une ap-
plication affine entre E et E'.

Démonstration. Avec les notations plus haut, si X = (z1,---,2,) et y =
Y(y1,+ -+ ,ym) par définition, O'Y = f(OX), et cela définit de maniére unique

la matrice M en tant que matrice de f, puis Yy en appliquant ’égalité a X = 0.
Réciproquement, la formule définit une application affine de R™ dans R™ et
donc une application affine de F dans E’ par transport. O

On peut tirer de ce résultat toutes les notions habituelles de coordonnées et
changement de repére dans le contexte des espaces affines.

Ceci a plusieurs conséquences immédiates :

e Changement de repére affine : si E = E' et f = Idg, la formule donne

X =PX'+ Xor

avec la matrice de passage P = Matg g(Idg).

e Equations de sous-espaces affines : si F' est un sous-espace affine de E, il
peut étre défini comme fibre d’un morphisme affine et admet donc une équation
en coordonnées de la forme MX = Y pour une certaine matrice M (qui peut
étre choisie de rang n — dim F'). Il peut également étre défini comme image
d’un morphisme affine, et admet donc une paramétrisation de la forme {M X +
Yy, X € REm Y,



Exercice 2.18. Montrer que pour deux espaces affines E et E/ de méme di-
mension avec des repéres affines respectivement R et R’, il existe une unique
application affine f : £ — E’ envoyant R sur R'. Que dire du cas particulier
E=FE7"

2.3

2.3.1

Barycentres et convexité

Barycentres et coordonnées barycentriques

Définition 2.19 (Barycentre).
Soit E un espace affine.

Un systéme de points pondérés est une famille finie (A;, A;);cr de couples
avec A; € E et \; € R. Son poids total est A := > | \;. La fonction
vectorielle de Leibniz associée est définie par

f(M) = ZM\WZ
iel

Si le poids total du systéme est non nul, il existe un unique point G de E
satisfaisant 1’équation barycentrique

S NGAI =T,

icl
et on appelle ce point le barycentre du systéme. Comme l'addition des
vecteurs est commutative, le barycentre ne dépend pas de ’ordre des points

pondeérés dans la famille (¥ )(qui ne sera donc souvent pas indicée de 1 a
n dans les notations).

Pour tout point M de E, on a la formule fondamentale
AMG = f(M) =Y X\MA;,
i€l
. —_—>
autrement dit c’est la moyenne pondérée des vecteurs M A;. Cette formule
caractérise uniquement le barycentre.

Pour n’importe quel p # 0, le barycentre de (A;, pXi)1<i<n €st encore
G. Le barycentre est invariant par multiplication scalaire (non nulle) des
poids (Painsi que par permutation des points (pondérés) (P,

Lorsque les scalaires sont tous égaux, on parle d’isobarycentre ou centre de
gravité du systéme. En particulier, pour deux points pondérés (A4,1), (B, 1),
on appelle le barycentre obtenu le miliew du segment [AB].

Lorsque le poids total est 1 (et seulement dans ce cas, se méfier de la
notation), on peut noter

G =MAp+ -+ Ay

Démonstration. Supposons que G existe bien. Alors, pour tout point M de E,

MG = MA, — GA,



et en sommant cette égalité pour tout ¢ en pondérant par \;, on obtient que

AMG =" \MA;
il
comme l'autre somme est nulle par hypotheése. En particulier, en fixant une
origine O = M, si A\ # 0, le vecteur OG est entiérement déterminé et existe,
puis satisfait la condition du barycentre en remontant les égalités ci-dessus, donc
le barycentre existe et est unique. O

Exercice 2.20. Dans le cas ol le poids total est nul, que dire de la fonction de
Leibniz ?

Exercice 2.21. Démontrer que les diagonales d’un parallélogramme se coupent
en leurs milieux.

Exercice 2.22. Peut-on toujours définir le milieu de deux points si le corps de
base, au lieu d’étre R, est un corps quelconque ?

La propriété fondamentale du barycentre est la suivante.

Théoréme 2.23 (Associativité du barycentre).

Soit (A;, A\i)icr un systéme de points pondérés d’un espace affine E de poids
total non nul.

Supposons que pour J C I, le systéme de points pondérés extrait des indices
de J est de poids total Ay # 0 et de barycentre G j. Alors, le barycentre G du
systeme total est également celui de (G y,\y) U (Ai, \i)ier\J-

Démonstration. Pour tout point M de E, le barycentre G du systéme entier
doit, vérifier

MG =3 NMA; + > NMA; = MGy + Y NMA;,
jed i€I\J ieI\J

d’ou le résultat par la formule fondamentale. O

Exercice 2.24. Soient A, B, C trois points d’un espace affine E. Montrer que
les trois médianes du triangle ABC sont concourantes, et que leur point d’in-
tersection est le centre de gravité de A, B, C.

Les barycentres permettent de réécrire beaucoup de notions de géométrie
affine de maniére quantitative si nécessaire.

Proposition 2.25 (Critéres barycentriques d’affinité).
Pour toute partie non vide S de E,

AfE(S) = {barycentres de points de S} .

En particulier, S est affine si et seulement si elle est stable par barycentres
(a coefficients quelconques).

De plus, une application f : E — FE’ entre espaces affines est affine si
et seulement si pour toute famille (A;, \;)icr de E de poids total non nul et
barycentre G, la famille image (f(Ai), \i)icr a pour barycentre f(G) (on dit que
f préserve les barycentres).



Démonstration. Notons Bar(S) 'ensemble de droite.
Par construction, un barycentre G de points (A;)o<i<n appartient & Aff(A;)
car AgG est combinaison linéaire des AO—A;, donc Bar(S) C Aff(S).
Réciproquement, en fixant Ag € S, comme Aff(S) est engendré par les
AO—M(M € S), si B € Aff(S), on peut écrire

B = Z.UiAOAia (A; € 9).

Alors, la formule fondamentale (appliquée & M = Aj) montre que B est le
barycentre des (A;, pt;)o<i<n avec po = 1=y | ;. On a donc Aff(S) = Bar(S).
En conséquence, comme S est affine si et seulement si Aff(S) = S par défi-
nition, on en déduit le critére barycentrique des sous-espaces affines.
Montrons maintenant la caractérisation barycentrique des applications af-
fines avec les notations de I’énoncé. Si f est affine, pour le barycentre G d’une
famille (A;, A;)icr, on a

Z)\GA = 0 donc ZAf Z)\fGAZ

el el el

ce qui prouve que f(G) est bien le barycentre de la famille image. Montrons
maintenant la réciproque. On fixe un point Ay = A de E. Il suffit de montrer
que f4 est linéaire, c’est-a-dire que pour tous A;, As € E et A1, A2 € R,

FaOMAAT + Ao AAg) = Ay fa(AAT) + Ao fa(AA3).

Par définition de f4, le terme de droite est A1 f(A) f(A1) + A2 f(A)f(Asz), qui est
donc f(A)G’ avec G’ le barycentre de (f(A4),1—A1—X2), (f(41), A1), (f(A2), A2)
par la formule fondamentale. Le raisonnement analogue dit que le terme de
gauche est fA(AG) ol G est le barycentre de (4,1 — A1 — A2), (A1, A1), (A2, A2).
Par définition, c’est donc f(A)f(G) = f(A)G’ par préservation des barycentres,
donc I’égalité ci-dessus est respectée et f est bien affine. O

Définition 2.26 (Coordonnées barycentriques).

Soit (Ag,- -, An) un repére affine de E.

Pour tout point M de E, il existe un unique (n + 1)-uplet (Ag, -+, \n) de
somme 1 tel que M est le barycentre de (A;, \;)o<i<n la famille pondérée par
ces poids. On appelle ce (n+ 1)-uplet les coordonnées barycentriqgues de M dans
cette famille (ou ce repére).

De plus, si (z1, - ,2p) sont les coordonnées de M dans le repére affine,
les coordonnées barycentriques sont définies par A\; = z; pour 1 < i < n et

)\0—1721 1T (P)

Exercice 2.27. Etant donné trois points non alignés A, B,C dans un plan
affine E, donner les coordonnées barycentriques dans (A, B, C) de :

— A, B,C.
— Les milieux des cotés de ABC.
— Le centre de gravité du triangle ABC.
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Déterminer également en fonction des coordonnées barycentriques une carac-
térisation des points des cotés, des points des médiatrices, et de l'intérieur du
triangle.

Voici un dernier résultat plutot utile pour les coordonnées barycentriques.

Proposition 2.28. Soit (A, B,C) un repére affine du plan E. Pour trois points
M, M', M" de coordonnées barycentriques respectives (x,y, z), (z',y', 2"), (2", y", 2"
dans le repére affine, les points M, M’ et M" sont alignés si et seulement si

Démonstration. Par linéarité du déterminant et invariance du barycentre, on
peut supposer que les colonnes sont normalisées de somme 1, ce qui permet
d’écrire le déterminant comme

11 1] 1 o o
vy v Y=y Y-y y=0 -y —2) - -y —2).
z Z/ Z// z Z, Z//

z z

Cette valeur est aussi celle du déterminant de A/ M MM MM MM dans le repére affine
(A, B,C) (en développant grace a AM =yAB iﬁAC et la méme chose pour
M', M"). Sa nullité équivaut donc a dire que MM’ et M M" sont colinéaires,
c’est-a-dire & l'alignement des trois points. O

On peut ainsi définir des parties du plan (typiquement les droites et les
coniques) par équations barycentriques qui ont ’avantage d’une plus grande
symétrie entre les coordonnées.

2.3.2 Convexité

Comme les exemples élémentaires le montrent, les barycentres a coefficients
positifs ont un intérét particulier, qui concerne la notion de convezité. Hormis
les premiéres définitions (de nature élémentaire), cette notion est assez subtile
et nous allons détailler pourquoi.

Définition 2.29 (Partie convexe). Soit E un espace affine et C C E une partie
non vide.

— La partie C est conveze si pour tous A, B € C, le segment [AB] est inclus
dans C, autrement dit pour tout A € [0,1], AMA+ (1 — \)B € C.

— Par associativité du barycentre, une partie non vide de E est convexe si
et seulement si elle est stable par barycentres & coefficients tous positifs
(par associativité du barycentre) ().

— Une intersection de parties convexes non vide est encore convexe (), et

pour P non vide quelconque, on définit donc Conv(P) l’enveloppe convexe
de P comme l'intersection des parties convexes la contenant. C’est aussi
I’ensemble des barycentres a coefficients positifs d’éléments de P (7).,

— Toute partie convexe de F est connexe (7).
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Remarque 2.30. Les fonctions convexes R” — R sont les fonctions dont 1’épi-
graphe est convexe.

Exercice 2.31. Dessiner des parties non connexes mais non convexes, convexes
et ouvertes, convexes et compactes, convexes et non compactes...

Exercice 2.32. Montrer que les parties convexes de R sont les intervalles (fer-
meés ou non), et que les boules (pour toute norme d’espace vectoriel réel) de F
sont toujours convexes.

Voici quelques résultats de nature topologique sur les convexes.

Proposition 2.33. Soit E un espace affine et C une partie convexe de E.

(a) (lemme d’accessibilité) Si A € C° et B € C, alors le segment ouvert |AB|
est inclus dans C°.

(b) Lintérieur de C est vide ou conveze et l'adhérence de C est convexe.

(¢) Si C est compact,e c’est l’enveloppe conveze de sa frontiére.

Démonstration. Quitte & vectorialiser en un point, on peut supposer que E est
un espace vectoriel normé.

(a) Par hypotheése, il existe r > 0 tel que B(A,r) C C. Alors, pour tout
te€0,1], B(1—t)A+tB,(1—t)r) C C (faire un dessin). En effet, tout élément
de cette boule s’écrit M = ((1 —t)A + tB) + = avec ||z|| < (1 —¢)r, de sorte
que A+x/(1—t) € B(A,r) CC,d’ot M € C par convexité. En appliquant ceci
pour tout ¢t € [O, 1], on en déduit bien que (1 —¢)A +tB € C°.

(b) Silintérieur de C est non vide, par le (a) il est convexe. Pour ’adhérence,
si A, B € C, on peut écrire A = lim,,_, ;oo A, et B = lim,,_,, - B, avec A,,, B,, €
C. Alors, par continuité de la combinaison convexe, pour tout ¢ € [0, 1]

(1-t)A+tB= lim (1-t)A, +tB, €C,
n—-+oo
donc ’adhérence est bien convexe.

(¢) Comme C est fermée, ’enveloppe convexe de sa frontiére est bien dans
C, il reste & montrer I'inclusion réciproque, soit donc M dans cette enveloppe
convexe. Si M est dans la frontiére c’est immédiat, donc supposons le contraire.
Alors, M € C° et en prenant une droite D passant par M, D NC est une partie
convexe compacte de D donc un segment [AB] avec M €] AB|. Par construction,
ni A ni B ne peut étre intérieur (sinon cela prolongerait le segment inclus dans

C) et M en est une combinaison convexe.
O

Théoréme 2.34 (Carathéodory). Soit E un espace affine de dimension n et P
une partie de F.
Alors,

n+1

i=1 4

Autrement dit, tout élément de Conv(P) peut s’écrire comme combinaison conveze
d’au plus n+ 1 éléments de P.
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Démonstration. Par récurrence descendante, il suffit de démontrer que pour tout
élément de Conv(P) qui s’écrit comme combinaison convexe de p+2 éléments de
P avec p > n, on peut le réécrire comme combinaison convexe de p+ 1 éléments
parmi ceux-ci.

Supposons donc qu’en tant que barycentre,

p+1
M = Z N A;,
=0

ot les coefficients \; sont positifs et de somme 1, et chaque A; € P.
Comme p+2 > n+1, ces points ne peuvent pas étre affinement indépendants
et (quitte a les réordonner), on peut supposer qu’en tant que barycentre

P
Ap+1 = Z i Ay
i=0

avec les coefficients p; de somme 1, mais qui ne sont plus nécessairement positifs.
Avec cette écriture, on a en posant p,11 = —1, d’aprés la formule de Leibniz :
p+1
—_—
i=0

et donc pour tout k < p tel que uyi # 0,

Adr=- Y A,
o<i<pt1 Mk
iZk

c’est-a-dire que Ay est le barycentre des (A;, —pi/px) k) (le poids total est

égal a 1 car Zfiol u; = 0). Par associativité des barycentres, on peut donc
écrire pour un tel k :

0<i<p+1 e
iZk

En choisissant I'indice k tel que A\g/uy est minimal et positif (en particulier
Ak > 0, u # 0), on a alors A; — Agp; /e > 0 pour tout ¢ (le cas p; < 0 impose
automatiquement \; — A\gp;/pr > 0). Nous avons donc bien écrit M sous la
forme d’un barycentre (a coefficients positifs et poids total 1) de p+ 1 points de
P. O

Corollaire 2.35. Si P est compact, alors Conv(P) aussi.

Démonstration. Avec les mémes notations, 'application P"+! x T — Conv(P)
qui & un (n+ 1)-uplet de P et un (n+ 1)-uplet de coefficients positifs de somme
1 associe le barycentre du systéme est continue, et I'ensemble T" de ces (n + 1)-
uplets est fermé borné dans R™*! donc compact. L’application est surjective par
le théoréme de Carathéodory, ce qui prouve que Conv(P) est compact en tant
qu’image d’un compact par une application continue. O
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Théoréme 2.36 (Hahn-Banach géométrique). Soit E un espace affine, C une
partie conveze ouverte de E et F' un sous-espace affine de E n’intersectant pas
C. Il existe alors un hyperplan H de E contenant F et n’intersectant pas C.

Corollaire 2.37 (Séparation des convexes fermés). SiC; et Co sont deux convezes
fermés de E disjoints, il existe un hyperplan H de E qui sépare strictment Cy

et Co, c’est-a-dire que chacun est inclus dans l'un ou l'autre demi-plan ouvert

d’un coté de Uhyperplan.

Définition 2.38 (Points extrémaux). Soit P une partie non vide de I’espace

affine E. Un point A de P est extrémal s’il ne peut pas s’écrire comme milieu

de deux points distincts de P.

Exercice 2.39. Montrer qu’un point A de P est extrémal si et seulement si on
ne peut pas écrire P €]A, B[ avec A, B € P.

Théoréme 2.40 (Krein-Milman). Dans un espace affine E, toute partie convexe
de E est l’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Théoréme 2.41 (Helly). Soit E un espace affine de dimension n et F une
famille d’au moins n + 1 parties convezes de E telle que :

— L’intersection de (n + 1) parties de la famille F n’est jamais vide.

— F est finie ou toutes les parties de F sont compactes.
Alors, Uintersection de toutes les parties de F est non vide.

2.4 Applications affines remarquables et groupe affine

Pour cette section, on décrira simplement les types intéressants d’applica-
tions affines avant d’expliquer la structure du groupe affine.

Lemme 2.42., Pour f: E — E affine, si 7 —Idgz est un isomorphisme alors
f admet un unique point fixe.

Remarque 2.43. Ce n’est pas une condition nécessaire pour avoir un point
fixe (penser aux translations).

Démonstration. Prenons un point O de E. Comme ? — Idg est surjective, on
peut écrire L N

Of(0) =OM — f(OM) = OM + f(M)f(O),
pour un certain point M, et alors par relation de Chasles et simplification,
Mf(M) =0 donc f(M)= M. Ce point est unique car si N est un autre point
fixe, ?(MN = f(M)f(N)=MN donc MN = 0 cette fois par injectivite. [

On peut donc maintenant faire une liste d’applications affines remarquables

f d’un espace affine F.
e Translations :

—

Elles sont caractérisées par f = Idg, et alors déterminées par un vecteur
7% (qu’on nomme alors vecteur de translation). De plus, pour tout g €
GAff(E) (),

gotgo g_1 =tg(2)-
Les translations forment donc un sous-groupe distingué 7 (F) de GAff(E).
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e Homothéties de rapport A # 1 :
Elles sont caractérisées par 7 = Aldg, avec un unique point fixe appelé
centre d’apreés le lemme précédent.
Les translations et homothéties forment un groupe appelé groupe des di-
latations (caractérisé par le fait que la partie linéaire est une homothétie
non nulle), également distingué dans GAff(F).

e Projections :
Sl F est un sous-espace affine et G un sous- espace vectoriel de E tels que
F &) G = E’) tout élément de E s’écrit alors de maniére unique sous la
forme M = Mp + u—> avec Mg e F et ug € G et on peut définir la
projection sur F' parallélement a G par

WF,@’(MF +dgz) = Mp,

ou bien alternativement par 7, z(M) = Mp le seul point de F' tel que
MMy eGP,

. 2 _ = s . . . s .
On a bien g = TR et réciproquement, toute application affine véri-

fiant cette égalité est une projection affine (©)(il suffit d’exhiber un point
fixe puis d’arguments vectoriels).

e Symétries :
Dans le méme contexte que précédemment, on peut définir la symétrie par
rapport a F parallélement a G par

spa(Mp +ig) = Mp - Ug.

Toute involution affine s de F est une symétrie affine et F' est I’ensemble
de ses points fixes () (utiliser le milieu de [Ms(M)] pour un point M).
e Symétrie glissées :
Sis: E — E vérifie que § est une symétrie vectorielle (i.e. une involution),
il existe une unique symétrie affine s, z et un unique vecteur TeF tel
que
s=tgos PO

En effet, pour I’existence, s2 est une translation et on fixe ¥ la moitié¢ du
vecteur de translation, de sorte que t_7 0s aun point fixe et est donc une
symeétrie affine. Pour 'unicité, F et G sont uniquement déterminés par s,
et un point fixe de t_3 o s détermine F'.

Proposition 2.44 (Structure du groupe affine). En fizant un point-base O, le
groupe affine E est le produit semi-direct

GAfE(E) = T(E) x GAffo(E)

ot GAfIo(E) est le sous-groupe des transformations fizant O, canoniquement
isomorphe & GL(E).

Pour ceux qui connaissent la définition formelle de produit semi-direct, cela
implique que GAff(E) 2 R"™ x GL,(R) si dim E = n.

Dans tous ces arguments, on retrouve une stratégie : se ramener au cas
vectoriel & partir d’un point fixe s’il existe, sinon utiliser une translation.

La méme méthode sera & 'oeuvre pour les théorémes classiques présentés
ci-dessous.
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2.5 Théorémes classiques de la géométrie affine

Proposition 2.45. Une transformation affine de E est une dilatation si et
seulement si elle transforme toute droite de E en une droite paralléle a la pre-
miére.

Démonstration. Si f est une dilatation, pour tout vecteur AB € E, I'image
?(E) est un vecteur non nul et multiple de AB comme f est une homothé-
tie non nulle, donc (f(A)f(B)) est une droite dirigée par le vecteur AB, soit
paralléle & (AB).

Réciproquement, soit f une application affine qui envoie toute droite de F
sur une droite parallele. Soient A, B € E distincts. Alors, f(A)f(B) est non
nul et proportionnel & AB par hypothése (car ce sont des vecteurs directeurs
respectivement de (AB) et f(AB)), mais ce premier vecteur est Y(A_B>) par
définition de la partie linéaire. Nous avons donc démontré (en utilisant tous les
A, B distincts) que tout vecteur non nul de E est vecteur propre de Y, ce qui
prouve que 7 est une homothétie (exercice classique). O

Pour les théorémes suivants, nous avons besoin d’une notation :

Définition 2.46. Lorsque deux vecteurs @, 0 de E (non nuls) sont proportion-
nels, on note & le scalaire A tel que ¥ = .

Théoréme 2.47 (Thalés, version générale). Soient H, H', H" trois hyperplans
paralléles distincts de Uespace affine E et (D;)icr une famille de droites de E
dont aucune n’est faiblement paralléle a H. On peut donc noter, pour tout i € 1,
A; (resp. A, AY) Vunique point d’intersection de D; avec H (resp. H', H").
Alors, la quantité

A;AY

-

A AL
est indépendante de i. Réciproquement, si pour un i € I on a un point A €
(A;AL) tel que

AA

A AL
est égal o cette valeur commune, alors A = A} et en particulier il appartient a
H".

Exercice 2.48. Faire un dessin de la situation, et écrire les cas particuliers
ou F est un plan affine et ou il y a seulement deux droites Dy et D,. Faire
) . Ay AY
également le lien avec le rapport ——5#*.

1442

Démonstration. La preuve sera bien facilitée par le lemme suivant (en exercice) :

Lemme 2.49. Si les points A, B,C € E sont alignés et distincts et f : E — F’
est une application affine injective sur la droite (AB),

fA)fC) _ AC
= =,
fA)f(B) AB
autrement dit [ préserve [’alignement, les rapports de longueur et l’orientation

(P)
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Reprenons les notations de I’énoncé du théoréme, fixons i € I et considérons
la projection m; sur D; parallélement & H (ou, ce qui revient au méme, a H’
ou H" car ils sont paralléles). Pour un autre j € I, m;(A,;) appartient & D; (vu
I'image de la projection), mais de telle sorte que le vecteur A;m;(A;) appartienne
aH (et cela le détermine uniquement). Le seul choix possible est donc m;(4;) =
Aj, et il en est de méme pour A’ et A;’. On a alors

—_—>

AZA;, - A_jA;'/
a4 A

en utilisant le lemme, ce qui prouve le sens direct du théoréme de Thalés. La
réciproque vient de l'unicité : pour un tel point A, on a par hypothése

N
AA = ﬂ%AiA; — A,A7
donc A = Al O

Voici maintenant trois théorémes (faire un dessin pour chacun).

Théoréme 2.50 (Pappus). Soient A, B,C trois points d’une droite D d’un
plan affine E et A', B',C" trois points d’une droite D' distincte de D.

Si (AB') est paralléle o (A'B) et (BC") est paralléle a (B'C'), alors (AC")
est paralléle o (A'C).

Démonstration. Commencons par le cas ou D et D’ s’intersectent en un point O.
Considérons alors I’homothétie f de centre O envoyant A sur B et ’homothétie
g de centre O envoyant B sur C. Alors, f envoie (AB’) sur une droite paralléle
passant par B, donc (A’B) par hypotheése, et elle préserve D' = (OB) donc elle
envoie nécessairement B’ sur A’. De méme, g envoie C' sur B’, de sorte que
f o g envoie C’ sur A’ par composition, mais aussi A sur C. L’image de (AC”)
est donc (A’'C), et comme f o g est une homothétie, ces deux droites sont donc
paralléles.

Si D et D’ ne s’intersectent pas, elles sont paralléles (c’est ’endroit ot on doit
supposer que ’espace ambiant est un plan!). On considére alors f la translation
envoyant A sur B et g la translation envoyant B sur C. Par parallélisme, ces deux
applications affines préservent globalement D et D’, et le reste de argument
ci-dessus est valide mot & mot en remplagant homothétie par translation. [

Théoréme 2.51 (Desargues). Soient ABC et A'B'C’ deux triangles d’un es-
pace affine E sans sommet commun et a cotés respectivement paralléles. Alors,
les droites (AA”"),(BB’) et (CC") sont soit concourantes soit paralléles deuz a
deuz.

Démonstration. Pour commencer, comme (AB) et (A’B’) sont paralléles, les
quatre points A, A’, B, B’ sont coplanaires (méme si C' et C' ne sont pas forcé-
ment dans ce méme plan, faire un dessin). Les deux droites (AA") et (BB’) sont
donc paralléles ou d’intersection égale a un singleton.

Si (AA’) et (BB') s’intersectent en un unique point O, considérons ’homo-
thétie f de centre 0 envoyant A sur A’. Elle fixe alors (OB) mais envoie (AB)
sur une droite paralléle (en tant que dilatation) passant par A’ (I'image de A),
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qui ne peut étre que (A’B’) par hypotheése. Elle envoie donc B sur 'intersection
de (OB) = (OB’) et (A’B’) soit B’. Maintenant, notons C” I"image de C par
f. Comme c’est une dilatation, (A’C") est paralléle & (AC), donc C” est sur la
paralléle & (AC) passant par A’, qui n’est autre que (A’C"), et on peut reprendre
Pargument avec (BC') (comme f(B) = B’ donc C" appartient aussi a (B'C"),
ce qui impose que C” = C’. Comme c’est une homothétie de centre O, on a
donc O, C et C” alignés, donc O € (CC").

Si (AA’) et (BB’') sont paralléles, on considére la translation f envoyant A
sur A’, et par la méme suite d’arguments grace acette }ﬂ)othéﬁge parallélisme,
f envoie B sur B’, puis C sur C’ grace a quoi CC’ = BB’ = AA’, en particulier
les droites engendrées par ces points sont bien paralléles. O]

Remarque 2.52. Les preuves de ces derniers théorémes ont un point en com-
mun qui guide leur compréhension : il s’agit d’exhiber une transformation affine
(ou deux) qui transforme la premiére suite de points en la deuxiéme. Ainsi, le
théoréme de Desargues se résume en le fait qu’il existe une dilatation envoyant
ABC sur A’B’'C’, et le théoréme de Pappus fait la méme chose avec deux dila-
tations de méme nature, envoyant (A, B) sur (B, A") et (B,C) sur (C', B’).

Théoréme 2.53 (Ménélaiis). Soient ABC un triangle du plan affine et A’ €
(BC), B' € (AC) C" € (AB). Alors, A', B" et C' sont alignés si et seulement si

AB BC C4
AC BA CB

Démonstration. C Considérons les homothéties respectlvement ha de centre A’
et de rapport A B , hp de centre B’ et de rapport , et hor de centre C7 et

de rapport £ C,=B

La composition f = has o hgr o he est une dilatation, et envoie B sur B en
suivant les compositions. C’est donc une homothétie de rapport la quantité de
I’énoncé.

Si cette quantité vaut 1, f est l'identité donc ha,l = ha o hp et les centres
des homothéties doivent étre alignés.

Réciproquement, si A’, B’ et C’ sont alignés, considérons la dilatation h =
has o hp. Elle envoie A sur B et B’ sur un point de (A’B’), donc elle stabilise
globalement (AB) et (A’B’), et fixe leur unique point d’intersection qui est C’
(comme C’" € (A’B’) par hypothése). C’est donc une homothétie de centre C’,
de sorte que h o her est aussi une homothétie de centre C’, mais fixe également
B donc c’est I'identité, ce qui prouve que le rapport est 1. O

Théoréme 2.54 (Ceva). Soient ABC un triangle du plan affine et A’ € (BC),
"€ (AC) C" € (AB). Alors, les droites (AA"), (BB') et (CC") sont concou-
rantes ou paralléles si et seulement si

!/ / /
A'B B'C C'A
! ’ ! ’ !
A'C B'A (C'B
Démonstration. La démonstration sera donnée en exercice, avec une version qui
utilise les barycentres. O

=—-1

18



3 Géométrie euclidienne

Dans cette section, on admet connues les notions usuelles de produit scalaire
sur un espace vectoriel réel, la norme (notée ||-||), 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
le théoréme de Pythagore, les isométries vectorielles, les sous-espaces orthogo-
naux etc... pour se concentrer sur le cas spécifique des espaces affines.

Par concision, _on notera généralemenent x -y le produit scalaire de deux
vecteurs z,y de F, mais on pourra également parfois le noter (z,y) en cas
d’ambiguité.

3.1 Définitions de base
Définition 3.1 (Espace affine euclidien).

=
— Un espace affine F est euclidien si sa direction E est munie d’une norme
euclidienne || - ||. Pour tous points A, B de E, on note alors

d(A,B) = AB := | AB|,

ce qui définit une distance sur E (©).

— Dans un espace affine euclidien F, un repére orthonormaLest un repeére
affine (O, B) dont la base B est un repére orthonormal de E.

— Une isométrie affine entre deux espaces affines euclidiens F, E’ est une
application E — E’ qui conserve les distances, c’est-a-dire telle que pour
tous A,B € E, d(f(A), f(B)) = d(A, B) pour les distances respectives
de E’ et E. En particulier, en choisissant un repére orthonormal de E,
celui-ci est isométrique & RU™ £

— Une isométrie f de F dans lui-méme est directe (ou un déplacement) si
elle préserve l’orientation (ce qui revient & dire que f € SO(E) (P)) et
indirecte (ou un antidéplacement) sinon.

Proposition 3.2. Une application f : E — E’ entre deuz espaces affines eu-
clidiens E, E’ est une isométrie si et seulement si elle est affine et f est une
isométrie vectorielle (i.e. une application orthogonale).

Démo&stmtion. Supposons que f est affine et ? une isométrie vectorielle entre
E et E'. Alors, pour tous points A, B € E,

F(A)f(B) = | ] (AB)||z = || AB||r = AB

donc f est bien une isométrie.

Réciproquement, supposons que f conserve les distances entre E et FE’.
Fixons un point O € E. Alors, pour tous points M, M’ € FE, on a par bili-
néarité du produit scalaire

N 1

OM -OM' = 5(OM2 +OM"™? — MM"?) (1)
en développant ||[MO + OM’||?>. Comme l'isométrie f conserve les distances
par hypothéses, on en déduit (en appliquant également la formule sur E’) que

FO)f(M)-f(O)f(M') = OM -OM’ donc l’application fo définie par fo () =
FO)f( )

O+ 7).
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Considérons alors I'application ¢ : E — (E")* deéfinie par

5
<)
sl
I
s
<)
gl

(AT +03)(W) = fo(AoT +03) @
= fo(wi+v3)- fo(7)
= (A1 +03)- 7
= A7 T +75-
= Ao(v1) - @
(MT +12)(W) = Ap(v7)(W)
Cette égalité s'étend par linéarité de chaque ©(T) 4 tous les @ € Vect fo(E),
mais ensuite pour w € (Vect fo(F))L, par construction ¢(7)(w) = 0 pour
tout v € E donc les deux termes sont égaux et nuls. On a donc finalement
cette égalité par linéarité pour tout W € E', c’est-a-dire que p(A\v7 + v3) =
Ap(v7) + ¢(v3 et donc ¢ est linéaire.

Maintenant, ¢ : £/ — (E’)* qui & w associe @ + W - wq est un isomor-
phisme, et par construction on a ¢ = 1o fo d’olt fo = 1! 0 est bien linéaire
(et en particulier orthogonale, on vient en fait de prouver que toute application
linéaire orthogonale est automatiquement linéaire). La fonction f est donc af-
fine. comme dans la premiére section préserve le produit) scalaire, et cela entraine
qu'elle est linéaire et méme orthogonale entre E et E’ (")donc f est bien une

isométrie affine.
O

Exercice 3.3. Montrer avec la méme idée de preuve et (1) qu'’il suffit de sup-
poser pour f : E — E affine qu’elle préserve les distances entre les points d’un
repére affine donné (pas forcément orthogonal) pour que ce soit une isométrie.

Exemple 3.4. Avec la proposition précédente, voici déja plusieurs types d’iso-
métries affines :

— Les translations.

— Les symétries centrales (i.e. homothéties de rapport —1), de partie linéaire
—1d.

— Les symétries orthogonales (par rapport & un sous-espace affine F') sont
les symétries affines par rapport & F et parallélement & F-. Le signe de
leur déterminant est alors (—1)°4m ¥ En particulier :

— Les réflexions (orthogonales) sont les symétries orthogonales par rapport
& un hyperplan, toujours de déterminant —1.

— Attention, les projections orthogonales ne sont pas des isométries ! D’ailleurs,
leur partie linéaire n’est pas orthogonale, mais symétrique.

Exercice 3.5. Pour chacun des cas particuliers d’isométrie ¢ ci-dessus, identifier
précisément 'isométrie conjuguée foco f~! pour une certaine isométrie (affine)
fde E.
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Définition 3.6.
Les isométries d’un espace affine euclidien F forment un groupe noté Isom(FE)
et la partie linéaire induit une surjection Isom(F) — O(E)) de noyau 7 (E) ("),
Les déplacements en forment un sous-groupe d’indice 2 (I'image réciproque
de SO(E)).

Les isométries ont la particularité d’avoir une décomposition bien définie.

Proposition 3.7 (Forme réduite). Soit f : E — E une isométrie de l’espace

affine euclidien E. 1l existe un unique couple (¢, f) avec t une translation et f
une isométrie admettant au moins un point fize, tels que

f=tof=fot.
Démonstration. On redémontre d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.8. Pour une application orthgonale o : E - E, on la décomposition
orthogonale N
E = ker(p — Id) @ Im(p — Id).

Preuve du lemme. Soit x € ker(p —Id) et y € E. Alors,

(,0(y) —y) = (z,0(¥)) — (2, y) = (p(x), 0(y)) — (z,y) =0

en utilisant ’hypothése sur x, et ceci est nul par orthogonalité de ¢. On a
donc démontré que les espaces ker(p — Id) et Im(¢ — Id) sont orthogonaux, et
leurs dimensions sont de somme dim E par le théoréme du rang, ils sont donc
supplémentaires orthogonaux. O

‘Commencons par I'unicité, qui nous fournira des conditions nécessaires sur ¢
et f au passage. Le fait que { = t7 et f commutent implique que U est fixé par
f (voir la section de géométrie affine). Ensuite, ’ensemble des points fixes de f,

—

étant non vide, est un sous-espace affine de direction ker( f — Id). Maintenant,
en regardant O un point fixe de f, f(O) = tz(f(O)) = tz(O) par hypothése
donc @ = Of(O). Pour un point quelconque A de E, on a alors

Af(A) = A0 +Of(0) + f(O)f(A) = T + (f —1d)(OA),

mais d’aprés le lemme précédent, comme ¥ € ker(? —1Id), cette décomposition
est unique, donc % est entiérement déterminé par la donnée d’une seule valeur
de Af(A). (on a besoin de prendre A quelconque car si on se restreint 4 un point
fixe O de f, on fait déja un choix). Ceci détermine enfin uniquement fcomme
t_z o f, et O en est alors clairement un point fixe.

Réciproquement, prouvons l’existence de cette décomposition. On repart
d’un point A € E quelconque et on écrit d’aprés le lemme Af(A) = @ + ¥
avec U € ker(? —1d), v € Im(? —Id). Il s’agit maintenant simplement de
montrer que f = t_z o f a bien un point fixe, car la commutativité est déja
impliquée, f ayant la méme partie linéaire que f. Par construction, il existe
donc B tel que

—_— — —
— — = ~

Af(A) =T = (f —14)(-AB) = —f(A)f(B) + AB = Af(A) + f(B)B,

et ceci prouve que B est fixé par ]? O
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3.2 Applications orthogonales remarquables et groupe or-
thogonal

On se concentre ici sur le groupe des isométries affine, avec le résultat clas-
sique suivant.

Proposition 3.9. Soient deux points distincts A et B d’un espace affine eucli-
dien. Il existe une unique réflexion (orthogonale) sy échangeant A et B, et son
hyperplan H est I’hyperplan médiateur de [AB].

Démonstration. Tout d’abord, la réflexion par I’hyperplan médiateur H échange
bien A et B. En effet, cet hyperplan est ’hyperplan affine passant par le milieu
I de [AB] et de direction (AB)= : pour tout point M de E,

AM? = BM? < AI? + IM? + 2A1 - TM = BI? + IM? + 2B -TM

et le terme de droite se simplifie en AB-TM = 0. Ceci prouve que l’ensemble
des points & égale distance de A et B est bien cet hyperplan.
Les projections orthogonales de A et B sur H sont bien I toutes les deux,
car on a . N
BA AB
A=1+ - B=1+ -

et le vecteur appartient bien a HYL. Par définition de la symétrie, on a alors

BA
Montrons maintenant l'unicité, supposons que sgy/(A) = B pour un certain

hyperplan affine. Alors, par conservation de la norme et comme sy est I'identité
sur H, pour tout point M € H, AM = sg(A)sy(M) = BM, donc H' est inclus
dans ’hyperplan médiateur, donc égal par dimension.

O

Proposition 3.10. Dans un espace affine euclidien E, toute isométrie s’écrit
comme produit d’au plus dim(E) + 1 réflexions orthogonales.

Démonstration. On fixe un repére affine (Ao, -, A,) de E et une isométrie f
de E. On va démontrer le résultat par récurrence descendante sur le cardinal
kdeZ¢ = {1,-- ,n}]\Z o Z := {0 < i < n,f(4;) = A;}. Si ce cardinal
est nul, tous les points du repére sont fixés donc f est l'identité. Supposons
maintenant le résultat montré pour tout i < k avec k£ < n, montrons-le pour
k+1. On a donc |Z| = n—k. Soit i € Z°¢. On considére H; I'hyperplan médiateur
entre f(A;) et A; et ¢ = su, o f. Pour tout indice j € Z, f(A;) = A; donc
fANA; = f(A)f(A4;) = A;A; comme f est une isométrie, autrement dit A;
appartient a H;, et est ainsi fixé par spy,. La composée g fixe donc tous les
Aj,j €1 et A;, de sorte qu’elle s’écrit par récurrence comme produit d’au plus
k réflexions et en recomposant & gauche par sg,, on en déduit le résultat pour
f- O

22



3.3 Barycentres, convexité et espaces euclidiens

On va ici mentionner quelques applications intéressantes de la structure eu-
clidienne aux problémes de barycentres et convexité (ou I'inverse).

Définition 3.11. (Fonction scalaire de Leibniz et lignes de niveau)

Soit (A;, Ai)icr une famille finie de points pondérés de l’espace affine eucli-
dien FE.

La fonction scalaire de Leibniz associée est définie sur E par

FM) ="\ - MA?.
iel
Alors :
— Si le poids total X est non nul, on a f(M)=X-MG?+ 3 .., Ai- GAZ, en
développant MA; = MG + Cﬂ: avec G le barycentre de la famille.

— Si A =0, la fonction vectorielle de Leibniz associée est constante égale a un
certain vecteur ¥ et alors pour tous points O, M, f(M)— f(O) = 2MO- T

Exercice 3.12. Décrire la forme des solutions de f(M) = ¢ avec ¢ constante si
A # 0 puis si A =0.

Montrer que pour A # 0 et G le barycentre du systéme, on a la formule de
Huygens

1 2
1(6) =5 D AN AAS

i,jel
i#£]

On peut maintenant mentionner une notion intéressante pour aborder la
convexité.

Proposition 3.13 (Projection sur un convexe fermé et hyperplan d’appui).
Soit C une partie convexe fermée de E affine euclidien.

Pour tout x ¢ C, il existe un unique pc(x) € C tel que d(z,pe(x)) = d(z,C),
et alors pour tout y € C, (pe(x)x, pe(z)y) <0 (),
Remarque 3.14. La projection sur C définit une application 1-lipschitzienne

de E\C dans C, et en particulier continue. En effet, pour tous z,y ¢ C, en
appliquant les inégalités,

(pe(x)x, pe(x)pe(y)) <0, (pc(y)y,pc(y)pe(x)) < 0.

En conséquence,

B ——

= (pc(x)pc(y), pe(x)r + 27 + ype(y))
< (pe(x)pe(y), z7) < |lzyll|lpe(z)pe(y)]|

Ipe (z)pe (y) ||

ce qui impose ||pc(x)pc(y)]| < ||zy|| comme souhaité.

Définition 3.15 (Hyperplan d’appui). On reprend C une partie convexe fermée
de E affine euclidien.

On appelle hyperplan d’appui de C tout hyperplan de E rencontrant C et qui
délimite un demi-espace fermé contenant C.
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Proposition 3.16. Pour C un conveze fermé de E, en tout point de la frontiére
de C il passe un hyperplan d’appui de C, et C est l'intersection des demi-espaces
fermés qui le contiennent.

Démonstration. Soit A un point de la frontiére de C. Comme A ¢ C°, on peut
choisir une suite (A, ),en de points de E\C tendant vers C, et on note pour
chacun H, le projeté de A,, sur C. Comme d(A,, A) tend vers 0, d(A,, H,) =
d(A,,C) <d(A,, A) tend vers 0 également et donc (H,), tend aussi vers A. On
note u,, = H, A, /H,A,. Les vecteurs u, forment une suite de vecteurs unitaires
donc appartenant a la sphére unité de E qui est compacte, de sorte qu’on peut
en extraire une suite convergeant vers un certain vecteur u. Pour tout M € C
et n € N, par I'inégalité de projection sur un convexe fermé,

H, M -u, <0.

En passant a la limite, on obtient alors AM - < 0, ainsi tous les points M de
C sont dans le demi-espace défini par cette inéquation.

Maintenant, pour B ¢ C, si A est la projection de B sur C, elle appartient a
la frontiére de C et une suite (A,), comme précédemment peut étre définie sur
le segment ouvert | B, A[. Dans ce cas, U est égal a A—B)/AB et pour M € C, on
a AM - % < 0 alors que AB-% = AB? > 0. On a donc exhibé un demi-espace
fermé qui contient C mais pas B, ce qui prouve que C est bien I'intersection des
demi-espaces fermés qui le contiennent. O

Remarque 3.17. Au cours de la démonstration, on fabrique en ﬂt un point
B tel que pc(B) = A. En effet, en prenant B = A+, on a AM - AB pour tout
M € C, ce qui prouve que B ¢ C et ensuite, pour tout M € C,

MB? = MA? + AB®> + 2MA - AB > AB?
donc la distance de B a C est bien d(A, B), ce qui caractériste la projection.

Exercice 3.18. Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de Hahn-
Banach géométrique : tout sous-espace affine F' de E affine ne rencontrant pas
un convexe ouvert C est contenu dans un hyperplan affine H tel que HNC = ()
également.

(a) Démontrer ce résultat en dimension 2 & partir de la projection sur le
convexe fermé C & I’aide d’un hyperplan d’appui (en ayant muni E d’une struc-
ture euclidienne).

(b) Montrer qu’on peut supposer que E est un espace vectoriel, F' un sous-
espace vectoriel de E et C une partie convexe de E (en particulier, elle ne contient
pas 0).

(¢) Montrer qu’on peut méme supposer que F' est maximal (en dimension)
parmi les sous-espaces vectoriels de E ne rencontrant pas C. Il s’agit alors de
démontrer que F' est un hyperplan.

(d) On considére p : E — E/F la projection dans I’espace vectoriel quotient.
Montrer que p(C) est toujours une partie convexe de E/F qui ne contient pas
p(0). Utiliser un argument analogue au (a) pour conclure.

Nous allons maintenant nous concentrer sur les isométries en petite dimen-
sion. En dimension 1, il est facile de voir qu’on a seulement les translations et
les symétries centrales ().
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3.4 Isométries en dimension 2 et 3

On va d’abord rappeler quelles sont les isométries vectorielles en dimension
2. Pour cela, il suffit de se ramener aprés choix d’une base orthonormale &
E = R? ou R3 et donc aux groupes de matrices correspondants, ce qu’on fait
pour commencer.

On a )
S04 (R) = {Rg = <C959 _Sme> 0e R}

sinf  cos@

Ensuite, tout élément de Oy (R) est de déterminant +1, donc en utilisant ((1) _01) ,

05 (R)\ SO5(R) = {59 - (‘3989 sin 0 ) 0 ¢ R}.

sinf —cosf

En conséquence, les isométries vectorielles directes en dimension 2 sont les rota-

tions, et les isométries vectorielles indirectes en dimension 2 sont les réflexions

orthogonales : en effet, Sy a pour valeurs propres 1 et -1 et est apreés calcul (P)la

réflexion orthogonale par rapport a la droite dirigée par (cos(0/2),sin(8/2)).
En identifiant R? & C avec la base canonique identifiée a (1,7), on a

Ro(z2) =€z, Sy(z) = ¢z,

On en déduit directement grace a la forme réduite la classification des iso-
métries affines en dimension 2.

Proposition 3.19 (Isométries affines en dimension 2). Soit E un plan affine
euclidien. Alors, les isométries de E sont :

— Les translations.

— Les rotations (qui incluent les symétries centrales).

— Les réflexions par rapport 4 une droite D.

— Les réflexions glissées, déterminées par leur droite fize et leur vecteur de

translation (appartenant a D)

Démonstration. Le seul cas & éclaircir est celui des rotations : si la partie linéaire
est une rotation, pourquoi a-t-elle un point fixe (et donc une forme réduite
triviale) 7 La réponse est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.20. si f : E — E sur un espace affine est affine et que ? n’a pas
pour valeur propre 1, alors f a un unique point fize dans E.

En effet, soit f une telle application afﬁne et prenons O un point quelconque
de E. Alors, comme f 1d est injective sur E elle est bijective, et on peut donc
écrire

0f(0)) = ~(J ~ 1d)(OB)
pour un unique B € E. Cette égalité est équivalente a
0f(0) = OB + f(B)f(0),

ce qui par relation de Chasles donne f(B) = B. On a donc trouvé un point fixe
et il est unique par construction de B et équivalence des égalités. O
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Exercice 3.21. Pour chacun des cas, en identifiant R? 4 C, donner ’écriture
en complexes de chacun des types d’isométrie affine.

Ensuite, pour deux isométries f et g, identifier la nature de g o f suivant les
cas.

Comme en dimension 2, la dimension 3 commence par des rappels sur la
forme du groupe spécial orthogonal.

Proposition 3.22. Toute matrice M € SO3(R) est conjuguée dans SO3(R) a
une matrice diagonale par blocs de la forme

1 0

0 Ro/~
Si M # I3 et (e1,e3,e3) est une base orthonormale directe dans laquelle M
a cette matrice, on dit que M est la rotation d’angle 0 autour de l'axe D =

Vect(e7).
Si M € O35 (R), elle est conjuguée via une matrice de SO3(R) & une matrice

de la forme
-1 0
0 Ry)’

Pour une base orthonormale directe (e1,e3,¢e3) dans laquelle M a cette matrice,
on dit que M est Uantirotation d’angle 0 et d’aze D = Vect(e7).

Remarque 3.23. Pour pouvoir écrire ceci sans ambiguité, il faut avoir choisi
une orientation de I’espace, mais aussi un vecteur directeur de ’axe de rotation
(sinon on pourrait prendre R_y également).

Dans le cas ott det M =1 : si Ry = I3 on retrouve l'identité, et si Ry = —1Is
on retrouve les symétries orthogonales par rapport aux droites.
Dans le cas ou det M = —1, on retrouve de méme —I3 et les réflexions.

Démonstration. On va commencer avec un lemme.

Lemme 3.24. Pour toute matrice M € O,(R) avec n > 3, il existe une droite
ou un plan de R™ stable par M et alors son orthogonal est également stable par
M.

Preuwve du lemme. Si M admet une valeur propre réelle, elle a une droite propre
donc stable par définition. Sinon, elle admet une valeur propre complexe (non
réelle) A et un vecteur propre complexe X associé, c’est-a-dire que MX = A\ X.
En identifiant les parties réelles et imaginaires de cette égalité, on obtient

MRe(X) = Re(A)Re(X)—Im(M)Im(X)

MIm(X) = Re(A)Im(X)+ Im(A\)Re(X)
Comme X est non réelle, cela implique en particulier que Re(X) et Im(X) ne
sont pas colinéaires, et le plan formé par ces deux vecteurs de R™ est bien stable
par M.

Dans les deux cas, l'orthogonal est encore stable par M : si I C R" est
stable par M orthogonale, pour tout Y € F* et tout X € F,

(X,M-Y)=(M-(M'X),M-Y)=(M"'X,Y)=0
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car M est un automorphisme et stabilise F' donc M ~'F = F, et ainsi on a
montré que M -Y € F+.
O

En appliquant ce lemme a notre situation, comme ’orthogonal d’une droite
en dimension 3 est un plan, on a toujours un plan stable P, sur lequel M induit
encore une isométrie vectorielle. En choisissant la bonne orientation sur ce plan
(via une base orthonormale (e3,é3), M induit une isométrie directe donc la
matrice de M dans la base (€3, 6‘5) est bien une matrice de rotation Ry. En
complétant (€3,€3) en une base orthonormale directe de R3 avec un vecteur
€1 € P+ bien orienté, comme Vect(ey) doit étre stable par M, c’est un vecteur
propre avec une valeur propre réelle, qui ne peut étre que £1 car M conserve la
norme. Le déterminant de M détermine alors la valeur propre. O

Ceci permet en passant au cas affine d’obtenir la classification suivante.

Proposition 3.25. Les isométries de l’espace euclidien E de dimension 8 sont :
— Les translations.

— Les rotations (qui incluent les symétries par rapport aux droites), autre-
ment dit les isométries qui fixent point par point une droite affine D donnée
et agissent comme une rotation sur un plan de E orthogonal a D.

— Les vissages (rotation puis translation le long de Uaze, qui incluent les
symétries glissées par rapport auzx droites).

— Les réflexions orthogonales.

— Les réflexions glissées.

— Les antirotations (qui ne sont pas des réflexions glissées), autrement dit
les isométries qui st_a)bilisent une droite affine donnée D et dont la partie

linéaire est —1I sur D, puis agissent comme une rotation différente de +1
sur un plan de E orthogonal a D.

Démonstration. En combinant le résultat précédent avec les formes réduites,
il reste simplement & montrer que toute isométrie affine de E dont la partie
linéaire est une antirotation ou la rotation Ry n’est pas +1> a automatiquement
un point fixe, mais c’est encore une conséquence du lemme 3.20.

O

3.5 Angles

Une application de cette la classification des isométries en dimension 2 est
la notion d’angle orienté.

Proposition 3.26. Etant donné deuz vecteurs unitaires i, U du plan euclidien,
il existe une unique rotation (linéaire) envoyant ¥ sur U .

Définition 3.27 (Angles orientés et géométriques). On définit la relation d’équi-
valence R sur_}leg> couples de vecteurs unitaires du plan euclidien par
(U, T)R(u, ) si et seulement si il existe une rotation envoyant @ sur u’ et

> !/
vV sur v .

Alors :
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1. L’angle orienté (W, V) est la classe d’équivalence de (U, U) (et on étend
la définition aux vecteurs positivement colinéaires & U et ).

2. L’ensemble des angles orientés est muni d’une structure de groupe na-
turelle telles que pour des vecteurs @, U, W, on a la relation de Chasles
(P)

(T, 7) + (7, @) = (¥, ).

3. La rotation R envoyant u sur v ne dépend que de langle (7, 7) (), et
on appelle mesure de l’angle un choix de 6 € R tel que R a pour matrice
Ry dans une base orthonormée directe. Elle est donc définie & 277Z prés.

4. L’angle géométrique (W, V) revient a identifier les angles orientés (7, U) et
(¥, W) pour tous @, U unitaires. L’ensemble des angles géométriques n’est
plus un groupe. La mesure d’un angle géométrique (U, U) est le 6 € [0, 7]
tel que @ est une mesure d’un des angles orientés (%, ) ou (7, @) (et en
particulier, elle ne dépend pas de l'orientation).

5. Dans un plan affine euﬂigi%considérant trois points A, B, C avec B,C #
A, on l'angle orienté (AB, AC) en normalisant en des vecteurs unitaires et
de méme pour la mesure. L’angle géométrique est noté BAC. Par construc-
tion, si (A’B’) et paralléle a (AB) et (A'C") est paralléle a (AC), avec les
vecteurs directeurs de méme sens, angle (A’B’, A’C") est le méme que
(AB, AC) (),

6. Les isométries directes en dimension 2 préservent les angles, et les isomé-
tries indirectes envoient tout angle sur son opposé ().

7. Si on identifie le plan euclidien & C muni de sa base naturelle, si é} B,C
sont trois points d’affixes z4, 25 et z¢, la mesure de 'angle (AB, AC) est
largument de (2¢—24)/(25—24) (). Ceci permet de donner explicitement
des équations portant sur les angles.

Exercice 3.28. Retrouver avec cette définition les notions d’angle nul, d’angle
droit, d’angle plat et les rotations correspondantes. Peut-on encore les définir
pour des angles géométriques ?

Exercice 3.29. Montrer que les rotations préservent les angles orientés, et que
les réflexions orthogonales du plan envoient un angle orienté sur son opposé.

3.6 Un peu de trigonométrie

Proposition 3.30. Soient A, B,C trois_points distincts du plan_.)Al_m;s, la
sommes des mesures des angles orientés (AB, AC), (BC,BA) et (CA,CB) est
égale a m modulo 27.

Démonstration. Considérons la symétrie centrale de centre C, qui envoie _A> sur
Aifﬁ B sur B'. Elle préserve les angles (car elle est directe), donc (CA,CB) =
(CA, ﬁ) = (;1‘5, E@) par égalité des vecteurs (bien noter qu’ici on n’a pas
de point commun & ’angle mais ce n’est pas grave quand on parle d’angles entre
vecteurs), et alors la relation de Chasles nous donne que la somme des angles
est égale & (E, B_A>) qui est un angle plat. O
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Exercice 3.31. Le résultat est-il encore valable avec les mesures des angles
géométriques ?

Nous allons conclure ce passage sur les angles avec des résultats relatifs aux
angles inscrits dans des cercles et de cocyclicité.

Proposition 3.32 (Théoréme de l’angle inscrit). Soient A, B,C trois points
distincts d’un cercle C de centre O du plan. Alors,

(OB,0C) = 2(AB, AC).

En particulier, ce dernier angle est indépendant du choixz de A 4 B,C fixés.
De plus, un point D du plan distinct de B,C appartient au cercle si et
seulement si N .
(DB,DC) = (AB, AC)
Corollaire 3.33. Soient A, B,C, D quatre points distincts du plan affine eucli-
dien. Alors, ils sont cocycliques ou alignés si et seulement si
(DB,DC) = (AB, AC).

Exercice 3.34. Montrer ce corollaire en admettant la proposition.

Voici un autre corollaire trés utile (certes plus facile & montrer tout seul).

Corollaire 3.35. Si ABC' est un triangle inscrit dans un cercle C de telle sorte
que [BC) en est un diamétre, alors il est rectangle en A.

Preuve du théoreme de l’angle inscrit. Comme O est sur la médiatrice de AB
par hypothése, la réflexion orthogonale par cette médiatrice fixe O et échange
A et B donc e N IR

(BO,BA) = —(AO,AB) = (AB, AO)

Par ailleurs, la somme des angles d’un triangle appliquée & O AB nous dit que
(OA4,0B) + (BO, BA) + (AB, A0)
est plat, donc on a montré que I'angle
(OA,0B) + 2(AB, AO)

est plat. De méme pour l’angle (O_fi, O_C:) + 2(1@), A_O>) La différence des deux
angles est alors nulles, et par la relation de Chasles elle vaut

(OB,0C) — 2(AB, AC),

ce qui prouve la premiére assertion. L’indépendance du choix de A montre que si
D appartient au cercle on a bien égalité des angles, et réciproquement supposons
que (DB, DC) = (AB, AC'). En particulier, cet angle est non nul (A4, B,C ne
sont pas alignés) et donc on peut définir C’ le gr():leiir}onscrit a BCD, de centre
O’. En réutilisant la premiére assertion, on a (O’'B,0'C) = (O_B>7 O_C:) et les deux
centres O, O’ sont sur la médiatrice de [BC]. Considérant la rotation (affine) Ro
de centre O envoyant B sur C et Ro/ de centre O’ envoyant B sur C aussi, la
composition Ra,l Ro est une isométrie directe affine fixant B et d’angle nul par
hypotheése, ce qui lui impose d’étre 'identité donc O = O’ et D appartient bien
au cercle C. O
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Voici une application de ce résultat trés utile pour déterminer des longueurs
d’angles en fonction de cotés dans un triangle.

Proposition 3.36 (Formule des sinus).
Soit ABC un triangle non plat. On note A l’angle géométrique formé par les
cotés en A, et de méme pour B et C. Alors,
BC CA AB

sinA sinB sin C

Démonstration. On se place dans le cercle cironscrit au triangle (de centre I'in-
tersection I des médiatrices, rappelons-le). Soit A’ le point opposé a A dans le
cercle C (c’est-a-dire tel que [AA’] en est un diamétre). Grace au théoréme de

I’angle inscrit, B= AA’C, mais le sinus de ce dernier angle est égal 4 AC/AA’,
donc % n’est autre que AA’, qui est le diamétre du cercle, et on obtient le
méme résultat pour les autres rapports par role symétrique.

O
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