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RESULTANT ET DISCRIMINANT

Exercice 1. [Résultant en fonction des racines] o
Soient P et @ deux polynomes sur K, scindés dans K sous la forme

m

PZGH(X—.%‘Z‘) Q:bH(X—yj)

i=1

Le but de cet exercice est de redémontrer la formule du résultant de P et () en fonction des racines.
(a) Prouver que Res(P,Q) = a"b"R(x1, "+ y&m, Y1, " ,Yn) avec R un polyndme symétrique
en les racines de P et en les racines de @), s’annulant s’il existe 4, j tel que z; = y;.
(b) Montrer que pour la division euclidienne de R par X; — Y; (selon la variable X;, sous la
forme

R=(X;—Y))S(Xy,-- V) +T( X1, , Xi,-+, V).

on a T =0. En déduire que R est divisible par le produit a™b™ []; ;(Y; — Xi).

(¢) Montrer que ce dernier produit est un polynome homogéne de degré m+n en les coefficients
de P et @, tout comme le résultant.

(d) Prouver finalement que Res(P, Q) = a"b™ [, ;(8; — ).

Exercice 2. [Calcul de résultants simples] Calculer les résultants de P et @ pour les polynomes
P et @ dans K[X] suivants :
(a) P=X"—1,Q = X™ — 1. Qu’en déduire sur les résultants de polynoémes cyclotomiques ?
(b) P=X34+aX?+bX +¢, Q=2aX +b.
() P=X?+aX +b,Q=X>+dX+V.
(d) P=X?—aet Q= XP~! —1. Quen déduire sur le symbole de Legendre ?

Exercice 3. [Réciprocité quadratique et résultant]
On définit pour tout n > 1 le polynéme H,, = X" 1 4. + X + 1.
(a) Montrer que pour tous m,n > 1, Res(H,,, H,) = %1 si pged(m,n) =1 et 0 sinon.
(b) Montrer que pour n impair, il existe un unique polynome v,, € Z[X] tel que

Ho(X) = X7 b (X + X1,

(¢) Montrer que pour tout nombre premier p impair, ¢,(2) = p et ¥,(X) = (X — 2)P~1/2
mod p.
(d) Montrer que pour tous nombres premiers p et ¢ impairs distincts, Res(yp, ;) = (%) le

symbole de Legendre associé a p et q.
(e) En déduire la loi de réciprocité quadratique.

Exercice 4. [Nombres algébriques|] Donner des polynomes annulateurs des entiers algébriques
V345, V/5(3+1) et 75+ 352 + 1.

Exercice 5. [Courbes algébriques]

(a) Calculer P'intersection des courbes planes d’équations respectives 22 — zy + 9> —1 =0 et
222 +y?> —y — 2 = 0, puis celle des courbes d’équations respectives 22 + 32 + 2y — 22 — y et
2y +xy —x — 2y = 0.

(b) Décrire par des équations polynomiales les courbes paramétrées C = {(¢2,t* —t),t € T} et

C'= {(%7 li—ttz), t e R}. Est-ce que toutes les solutions des équations polynomiales apparaissent

sont paramétrées 7



(¢) (Calculatoire) Soit un triangle ABC' avec pour longueurs a = BC, b= AC et ¢ = AB. On
note H le pied de la hauteur partant de A et xt = BH,y = AH. Donner des équations polynoémiales
satisfaites par a, b, ¢, z,y et 'aire S du triangle, puis par résultants successifs, en déduire la formule
de Héron

52:%G(Q+b+c)(a+b76)(a7b+C)(fa+b+C).

Exercice 6. [Discriminant| Par définition, le discriminant d’un polynéme P = a ]} (X —a;) est

D(P) = [J(ai — o;)?

i<j

(a) Ecrire le discriminant de P en fonction d’un résultant bien choisi, et en déduire que D(P)
est un polynoéme & coefficients entier en les coefficients de P.

(b) Donner la formule du discriminant pour les polynomes de degré 3 et 4.

(¢) Montrer que l'intérieur de I’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est I’ensemble
des matrices diagonalisables & valeurs propres distinctes.

Exercice 7. [Nullstellensatz effectif]

La forme du Nullstellensatz que nous allons prouver énonce que sur un corps K algébrique-
ment clos, si des polynémes Py,---, P, € K[X1,---,X,] sont sans zéro commun, alors il existe
@1, - Qpn d’autres polynomes tels que

PQi+ -+ PpQm =1

(a) Montrer que pour tout P € K[X7,---, X, ] non nul de degré total d, il existe (a1, -+ ,an_1) €
K" 1 tel que
P(Xy+ a1 X, Xno1 + an1 X, Xn) = X[ + R

avec R de degré < d en X,, et ¢ # 0.

(b) On va maintenant montrer le Nullstellensatz par récurrence sur n. Prouver qu’il est vrai
pour n = 1.

Supposons que le Nullstellensatz est vrai pour n > 1, on peut de plus supposer que tous les
P; sont non nuls et que P; est sous la forme du (a), avec ¢ = 1. On définit, pour une variable
supplémentaire T,

Q(Tlea"' 7Xn):P2+P3T++Pme72

et
RGSX" (Pla Q) = Dkr(Xla e 7Xn—l>Tk + -+ DO(XI; e Xn—l)'
(¢) En utilisant les propriétés du résultant, prouver que les Dy, - - - , Dy, sont dans l'idéal engendré
par Py, Pp,.
(d) Montrer que les Dy, - - , Dy, sont sans zéro commun, et conclure par récurrence.

(e) En quoi cette preuve est-elle explicite ?



