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TEICHMULLER THEORY AND DYNAMICS

Pierre Dehornoy & Erwan Lanneau (eds.)

Abstract. — This edition of Panoramas € Syntheéses follows the 27th edition of the
summer School in mathematics, focussed on Teichmiiller dynamics, mapping class
groups and applications. It took place from 11 to 22 June 2018 at the Institut Fourier
(UMR CNRS 5582) of Grenoble. During this school, twelve specialists came to present
the basics of the theory of translation surfaces and their moduli spaces, as well as the
recent advances in the field. This volume brings together four texts, all based on the
lecture notes of the school, and illustrates the interaction between Teichmiiller theory
and dynamics.

Résumé. (Théorie de Teichmiiller et dynamique) — Ce volume de Panoramas & Syn-
théses fait suite & la 27°¢ édition de ’école d’été de mathématiques qui portait sur
le théme Teichmiller dynamics, mapping class groups and applications. Elle s’est
déroulée du 11 au 22 juin 2018 & I'Institut Fourier (UMR CNRS 5582) de Grenoble.
Lors de cette école, douze spécialistes sont venus présenter les bases de la théorie
des surfaces de translation et de leurs espaces de modules, ainsi que les derniéres
avancées dans ce domaine. Ce recueil regroupe quatre textes, tous issus des notes de
cours qui ont été donnés pendant ces semaines, et illustre le lien fort entre théorie de
Teichmiiller et dynamique.






TABLE OF CONTENTS

INTRODUCTION . .o e e e e e e

1. Billards et surfaces plates . ...t
Action de SL(2,R) et rigidité ....... ...
Action de hg, rigide ou pas rigide? ....... ... .
Surfaces & Petits CAITEAUX . ...t vt vttt et ettt e
Surfaces K3 et analogies plates ........... ... ... . i
Spectre de Ruelle . ...... .. i
Le présent volume. . . ... .. i e
Remerciements . ........ ... .ttt e
Références .. ...

Ntk W

SIMION FILIP — An introduction to K3 surfaces and their dynamics ........
Introduction. . ... ...
Basic structures ........ ..
Differential Geometry . ....... ... ...
Torelli theorems ... ..... ... e e e
Dynamics on K3s .. ... . e
Elliptic dynamics on K3s. . ... ... .
Hyperbolic dynamicson K3s ........ .. . . i
References .. ... ... e

N U W=

GIOVANNI FORNI — Ruelle Resonances from Cohomological Equations ... ...

1. Introduction. .. ... e
Ruelle resonances for linear pseudo-Anosov diffeomorphisms ............
Transfer cocycles and generic translation flows . .......................
Ruelle resonances for geodesic flows in constant negative curvature ... ...
Ruelle resonances for (partially hyperbolic) Heisenberg automorphisms . .
Transfer cocycles and generic nilflows .. ........... ... ... ... .......
References .. ...... ...

SN I

CARLOS MATHEUS — Three lectures on square-tiled surfaces ...............
1. Basic properties of origamis .. ...ttt e

11
18
21
29
35
43

47
47
49
59
63
67
72
74

97
7



viii TABLE OF CONTENTS
2. SL(2,R)-orbits and homology of origamis ............................ 84
3. Actions on homologies of origamis........... ... .. . .. . ... ... 90
References .. ... ... e 98
ALEX WRIGHT — Mirzakhani’s work on earthquake flow .................. 101
1. Introduction. . ... ... e 101
2. Preliminaries . ... ... e 104
3. Horocyclic foliations . .. ... ... e 113
4. The Fundamental Lemma on Earthquakes............. .. ... . .. .. ... 120
5. Mirzakhani’s isomorphism....... ... ... . . . . 121
6. Invariant measures . ... . ... ... . 127
7. Laminations containing a pants decomposition........................ 129
8. Hamiltonian flows ... ... ... ... .. 131
9. The linear structure on ML . .o oo 131
10. Other results on earthquakes .......... ... . .. . . . i, 132
References .. ...... ... e 132

PANORAMAS & SYNTHESES 57



ABSTRACTS

An introduction to K38 surfaces and their dynamics

SIMION FILIP . . . e 1

These notes provide an introduction to the geometry of K3 surfaces and the
dynamics of their automorphisms. The notes are based on lectures delivered in
Grenoble in July 2018, and in Beijing in July 2019.

Ruelle Resonances from Cohomological Equations

GIOVANNI FORNI .. e e 47

These notes are based on lectures given by the author at the Summer School
on Teichmiiller dynamics, mapping class groups and applications in Grenoble,
France, in June 2018 and at the Oberwolfach Seminar on Anisotropic Spaces and
their Applications to Hyperbolic and Parabolic Systems in June 2019. We derive
results about the so-called Ruelle resonances and the asymptotics of correlations
for several classes of systems from known results on cohomological equations and
invariant distributions for the respective unstable vector fields. In particular,
we consider linear pseudo-Anosov diffeomorphisms on surfaces of higher genus,
for horocycle flows on surfaces of constant negative curvature and for partially
hyperbolic automorphisms of Heisenberg 3-dimensional nilmanfolds. Ruelles res-
onances for linear pseudo-Anosov maps with applications to the cohomological
equation for their unstable translation flows was recently studied in depth by
F. Faure, S. Gouézel and E. Lanneau [9] by methods based on the analysis of
the transfer operator of the pseudo-Anosov map. Ruelle resonances for geodesic
flows on hyperbolic compact manifolds of any dimension and of partially hy-
perbolic automorphisms of Heisenberg 3-dimensional nilmanfolds are studied by
general results of Dyatlov, Faure and Guillarmou [7] and Faure and Tsujii [10]
based on methods of semi-classical analysis. These works do not derive results
on cohomological equations for unstable flows or horospherical foliations of these
systems.



X ABSTRACTS

Three lectures on square-tiled surfaces
CARLOS MATHEUS . . . ittt e e e e e e e e e e 97

This text corresponds to a minicourse delivered on June 11, 12 & 13, 2018
during the summer school “Teichmiiller dynamics, mapping class groups and ap-
plications” at Institut Fourier, Grenoble, France.

In this article, we cover the same topics from our minicourse, namely, origamis,
Veech groups, affine homeomorphisms, and the Kontsevich-Zorich cocycle.

Mirzakhani’s work on earthquake flow
ALEX WRIGHT .« oottt ettt et e e e e e e e e e e e e 101

The Teichmiiller unipotent flow can be defined concretely on certain mod-
uli spaces of singular flat surfaces by shearing polygonal presentations of the
surfaces. Thurston’s earthquake flow on moduli spaces of hyperbolic surfaces is
more mysterious. Both flows have deep and important connections to other areas
of mathematics.

In this expository survey we give a geometric account of the main ideas behind
Mirzakhani’s theorem relating these two flows. Our presentation avoids some
technical prerequisites that featured in the original more analytic presentation.
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INTRODUCTION

Ce recueil de quatre textes fait suite aux cours donnés & I'occasion d’une école
d’été sur le théme « Teichmiiller dynamics, mapping class groups and applications ».
Nous avons choisi de présenter des textes originaux, sur des avancées récentes, ayant
toujours comme motivation le lien entre la théorie de Teichmiiller et la dynamique.

Nous avons souhaité donner une courte introduction au sujet, sans trop entrer dans
les détails. La bibliographie comporte plusieurs références de textes de synthéses et
nous invitons le lecteur intéressé a les consulter.

1. Billards et surfaces plates

Jouer au billard constitue un point d’entrée dans la théorie des surfaces plates. Les
billards sont des systémes dynamiques simples modélisant le mouvement rectiligne
d’une particule se déplacant & vitesse constante dans une région P du plan et soumise
aux lois de Snell-Descartes lorsque celle-ci rencontre le bord de la table P. La géométrie
du bord divise alors le monde de ces systémes dynamiques en trois catégories, selon que
la courbure de 9P est positive, négative ou nulle [65, 62, 51]|. Dans ce texte, nous nous
intéresserons uniquement au troisiéme cas, lorsque P est un polygone connexe (pas
nécessairement simplement connexe, ni méme compact). Dans ce cas deux trajectoires
paralléles vont le rester pendant « assez longtemps » : I’entropie du systéme est nulle
et les techniques sous-jacentes a 1’étude des billards polygonaux sont différentes de
celles des billards convexes ou concaves. Sans entrer dans les détails, nous noterons
le flot du billard par qzﬁf (z) : position de la particule z € P au temps t lorsque celle-
ci se déplace & vitesse constante dans la direction initiale § € S'. Une fois encore,
le monde des billards polygonaux se divise en deux : celui des billards rationnels et
les autres. Un billard est rationnel si tous les angles formés par ses cotés sont des
multiples rationnels de . De maniére équivalente chaque trajectoire du flot ne prend
qu’un ensemble fini de directions. Les principales questions que ’on peut se poser
sont toutes reliées au comportement des trajectoires a long terme, qui est un sujet
fascinant en systémes dynamiques. En voici quelques-unes, qui serviront de guide a
cette introduction.

1. Les orbites de ¢¢ sont-elles denses ? Uniformément distribuées ?
2. Existe-il des orbites périodiques ? Si oui, combien ?
3. Peut-on relier deux points quelconques par une trajectoire ?
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Le cas le plus simple, et bien compris depuis longtemps, est celui du carré (et plus
généralement lorsque P pave le plan). Le systéme dynamique associé est alors un flot
uniforme sur un tore T2. Les billards irrationnels sont beaucoup plus compliqués &
étudier et ne seront pas abordés dans ce texte. On pourra consulter par exemple [71,
70]. La théorie des billards rationnels a connu des développements profonds au début
des années 80, notamment grace aux travaux de H. Masur [48] et W. Veech [67]. Cela
a continué avec A. Eskin et H. Masur [22] pour finalement culminer avec ceux de
A. Eskin, M. Mirzakhani et A. Mohammadi [23, 24| en 2010. Pour énoncer ceux-ci, il
est préférable de changer de point de vue.

Pourquoi les billards rationnels sont-ils plus simples & étudier que les autres billards
polygonaux ? Une construction classique [34, 76] permet de développer une orbite du
flot ¢? : lorsque la trajectoire rencontre le bord de P, au lieu de réfléchir le vecteur
des vitesses, on réfléchit la table P (voir Figure 1). On obtient ainsi plusieurs copies

Table P Premiére réflexion Seconde réflexion
triangle (7/2,7/8,37/8)

I/)V 1 ",¢ 1
FiGureE 1. Réflection de la table de billard triangulaire P d’angles
(m/2,7/8,37/8) le long d’une trajectoire de ¢¢.

isométriques de P. La condition de rationalité se traduit alors par l’existence d’un
nombre fini de telles copies (a translations prés) que l'on recolle le long de leurs cotés
par translations [51] (voir Figure 2). Cela produit une surface de Riemann X et une

7¢ réflexion

FicUure 2. Dépliage d’une trajectoire de billard sur une surface de trans-
lation (X,w).

métrique plate i/2 [ wAW (w est une 1—forme holomorphe qui n’est rien d’autre que dz
dans de bonnes coordonnées locales, voir Figure 3). Les orbites de ¢¢ s’identifient alors
a un champ de droites (pour la métrique plate) sur X.
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FIGURE 3. La méme surface de translation (X,w) € My, ici w = dz.

Un des outils fondamentaux en théorie des systémes dynamiques est la renormalisa-
tion. Ce principe, dans le cadre des surfaces de translation, posséde une interprétation
géométrique magnifique donnée par le flot géodésique de Teichmiiller. Pour évoquer
celui-ci, il convient de considérer I’espace de Teichmiiller 7, des surfaces de translation,
et son quotient My, 'espace de modules, par ’action du groupe des classes d’isotopie
de difféomorphismes préservant l’orientation. Ces espaces possédent une action du
groupe de Lie SL(2,R) agissant par post-composition dans les cartes de (X, w).

L’idée naive du principe de renormalisation est d’envoyer une trajectoire verticale
de longueur 7' du flot gb:/ 2 (sur X) sur une trajectoire verticale de longueur 1 du

flot ¢f/2 sur g;(X) ou gy = (etgz 6_9/2> avec t = 2log(T'). Ainsi comprendre une trés
longue trajectoire verticale sur X revient & comprendre une trajectoire de longueur 1
sur lorbite g;(X). Ce changement de point de vue a lavantage de permettre de
faire de la géométrie. L’exemple le plus frappant est le critére de H. Masur [49] :
si lorbite {g;(X)} est récurrente dans M, alors la trajectoire sur X est dense et

uniformément distribuée.

Ce résultat illustre un concept mathématique important : pour étudier une classe
d’objets, il est bien souvent plus facile d’étudier la dynamique dans leur espace de
modules plutét que ces objets individuellement. On retrouve naturellement cet adage
dans toutes les approches récentes [42, 50, 18, 79, 73]. Mentionnons enfin que les deux
approches originales et duales de construction d’espaces de modules utilisent la notion
d’échanges d’intervalles [67] et de surfaces de Riemann [48]. Le parti pris de ces notes
a été de privilégier plutot la seconde. On pourra par exemple consulter [75] pour une
présentation utilisant la notion d’échanges d’intervalles.

2. Action de SL(2, R) et rigidité

Les travaux de M. Ratner ont permis de bien comprendre la dynamique des flots
unipotents dans le cadre des espaces homogeénes [59, 60]. Un exemple typique de
cette situation est celui ou G est un groupe de Lie semi-simple, I' un réseau de G,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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et U C G est un sous-groupe unipotent & un paramétre agissant sur G/I" par mul-
tiplication & gauche. Sous ces hypothéses trés générales, toute mesure U —invariante
est homogéne : elle est L—invariante et supportée par une orbite fermée sous un sous-
groupe fermé U C L C G. 1l est donc possible de controler toutes les orbites : chaque
adhérence d’orbite est un espace homogéne G/L.

Une situation simple, qui révéle déja toute la complexité et la beauté de cette
rigidité, est Paction du sous-groupe a 1 paramétre hy = (§ §) sur SL(2,R)/I" ou I est
un sous-groupe discret de covolume fini dans SL(2,R) (on dit dans ce cas que h; est
le flot horocyclique).

Dans notre situation, dés que g > 2, les espaces M, ne sont pas du tout des es-
paces homogeénes! A. Eskin, M. Mirzakhani et A. Mohammadi [23, 24] ont néanmoins
établi un théoréme de rigidité pour I'action de SL(2,R) : ’adhérence de chague orbite
dans M, est une sous-variété affine. Les preuves mélangent des techniques subtiles
que l'on retrouve aussi dans les travaux de Y. Benoist et J.-F. Quint [5]. Comme
dans le cas des théorémes de Ratner, on peut déduire de ce théoréme de rigidité
une multitude de corollaires stupéfiants de natures arithmétiques ou géométriques.
A titre d’exemples, mentionnons une solution en moyenne au probléme de comptage
des orbites périodiques dans un billard : il existe une constante ¢ = ¢(P) > 0 telle que

1 t

(1) lim — [ N(P,e®)e™ ds = c,
t—o00 0

ou N(P,e®) = #{cylindres sur P de longueur < e®} (un cylindre est une collection
d’orbites paralléles). La constante c est souvent appelée constante de Siegel-Veech [68].
Il existe aujourd’hui toute une artillerie de résultats pour la calculer [20, 21] (voir [33]
pour un survol). On voudrait bien str avoir
(2) lim N(P,e’)e % =,

S— 00
mais pour cela il faudrait démontrer un théoréme analogue a [23] pour le flot
horocyclique hs;. Nous reviendrons sur ce point dans le § 3. Notons tout de
méme que lim, o N((X,w),s)s™2 = c pour presque toute surface de transla-
tion (X,w) € My [22]. Nous renvoyons & [8] pour une discussion sur le terme
d’erreur.

Dans toutes ces approches, on retrouve naturellement des questions de géométrie
au bord de ’espace de modules. Tout cela est relié & un probléme plus vaste : celui de
la compactification de M, mais qui ne sera pas abordé dans ce volume (on pourra
consulter [1]).

Parmi les applications et les développements un peu plus récents, on peut men-
tionner les travaux de A. Wright [73], McMullen-Mukamel-Wright [56], Eskin-Filip-
Wright [19] qui proposent des outils intéressants allant vers une classification de ces
sous-variétés affines.
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3. Action de hg, rigide ou pas rigide ?

Nous avons vu que I’action de SL(2,R) sur M, possédait une certaine forme de ri-
gidité. Mais qu’en est-il finalement de celle du flot unipotent hy sur M, ? C’est utile si
on veut un résultat de comptage analogue a (2) pour toute surface (et donc aussi pour
tout billard rationnel). De maniére surprenante, ou pas, 'analogie avec les théorémes
de Ratner s’arréte 1a : il existe des surfaces de translation dont ’orbite sous hg est une
sous-variété a bords [64]. En fait ces orbites peuvent étre considérablement plus mé-
chantes, méme dans M. Il existe « beaucoup » (pour la topologie) de surfaces ayant
une adhérence d’orbite avec une dimension de Hausdorff fractionnaire. Il existe aussi
des orbites denses qui ne sont génériques pour aucune mesure [12]. L’idée clé est de
décrire l’action de hs sur la métrique plate de (X, w) a I’aide de tremblements de terre
(la nomenclature est inspirée de celle de W. Thurston et des « earthquake paths »).
Cela illustre bien la relation, encore mystérieuse, entre la géométrie hyperbolique de
la surface de Riemann X et la géométrie plate singuliére (X,w).

Ce point de vue avait déja été abordé par M. Mirzakhani [57] pour 'étude du flot
des tremblements de terre. On peut penser & ce flot comme une extension continue
des twists le long de géodésiques simples fermées (dans les coordonnées de Fenchel-
Nielsen). Pour comprendre cette analogie entre les deux géomeétries, il faut se placer
au niveau des espaces de Teichmiiller 7, et considérer les laminations mesurées ML,
et les feuilletages mesurés (voir par exemple [47]). En utilisant les coordonnées de
décalage de Thurston-Bonahon-Fock-Penner [66, 6, 7| M. Mirzakhani [57] relie deux
flots de natures a prior: différentes : le flot de tremblement de terre sur ’espace des
laminations mesurées et le flot horocyclique hg sur les feuilletages mesurés. M. Mirza-
khani démontre qu’il existe une bijection Mod(g)-équivariante entre ces deux espaces
qui conjugue les deux flots (ici Mod(g) désigne le groupe de difféotopies d’une surface
de genre g). La premiére conséquence importante est I’ergodicité du flot de tremble-
ment de terre. Combiné avec [12] cela permet d’obtenir des informations nouvelles
sur celui-ci. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur au texte d’A. Wright de
ce recueil. Les techniques sont celles de la géométrie hyperbolique. Un probléme est
de définir une structure linéaire sur ML, et de faire le lien avec les coordonnées des
périodes. Les conséquences sont nombreuses : on peut citer par exemple la résolution
du probléme de réalisation de Nielsen par S. Kerckhoff [45].

Nous mentionnons enfin une amélioration récente de ce théoréme de conjugaison. Il
existe une notion de strate sur ’espace de Teichmiiller des différentielles quadratiques
(surfaces de demi-translation) Q7 , en regardant les angles coniques qui sont de type
(ki + 2)7. La dimension réelle d’une strate de Q74 est alors 49 + 2> k; — 4. On
peut définir par analogie une notion de strate sur 7, x ML, en demandant que
le complémentaire de la lamination soit une collection de (k; + 2)—gones idéaux. Les
coordonnées sur ces espaces sont données respectivement par Dehn-Thurston d’un cété
et Fenchel-Nielsen de 'autre coté. Le théoréme de conjugaison de M. Mirzakhani [57]
est valable pour des triangles idéaux (k; = 1) ce qui est la strate « générique ».
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A. Calderon et J. Farre [9] ont récemment étendu cette bijection Mod(g)—équivariante
aux strates.

4. Surfaces a petits carreaux

Depuis les Egyptiens, on sait qu’une facon d’aborder un probléme de géométrie
est de le discrétiser. Un exemple typique est le probléme du cercle de Gauss : pour
calculer I’aire d’un disque de rayon 1 dans R? il suffit de compter le nombre de points
a coordonnées entiéres dans un grand disque de rayon R. Dans notre situation, les
points entiers de M, sont les surfaces arithmétiques (souvent appelées surface a petits
carreaux ou origamis). Il existe plusieurs définitions équivalentes de celles-ci :

1. Les périodes de (X,w) sont entiéres,

2. (X,w) est un revétement ramifié (au dessus d’un seul point) d’un tore plat,
3. Le groupe affine de (X, w) est commensurable & SL(2,7Z),

4. Le corps d’holonomie (ou le corps de trace) de (X,w) est Q.

Il existe d’autres définitions utilisant la théorie des groupes : on pourra consulter la
thése de D. Zmiaikou [77] qui dresse un panorama trés complet des différents points
de vue.

Cette approche combinatoire s’avére particuliérement fructueuse lorsqu’il s’agit de
calculer des volumes d’espaces de modules. L’article [78] explique merveilleusement
bien cette technique. On pourra consulter [38, 39, 14] qui effectuent des calculs trés
précis de ces volumes, notamment sur le comportement asymptotique lorsque le genre
tend vers l'infini. Cette facette combinatoire des espaces de modules peut paraitre
naive de prime abord. Il n’en est rien! Par exemple ces objets interviennent de ma-
niére cruciale dans le calcul des constantes de Siegel-Veech [22, 20, 21]|. En fait la
combinatoire de ces objets simples se révéle extrémement compliquée : la classifica-
tion des SL(2,Z)—orbites est un probléme important et non trivial. Il n’a été résolu
que dans le cas du genre 2 avec une singularité conique [41, 53] et dans quelques
variantes de celui-ci [46]. La technique qui entre en jeu ici provient de la géométrie
algébrique, via la multiplication réelle. Quinze ans plus tard, méme si des progrés ont
été obtenus en genre 2 avec 2 singularités coniques [16], la question de classification
reste largement ouverte aujourd’hui.

Les applications des surfaces arithmétiques & la dynamique ou la géométrie des
espaces de modules sont multiples [61, 15]. On pourra consulter le texte de C. Matheus
dans ce recueil pour plus de détails, ainsi que son blog personnel [52] (qui contient
aussi des explications trés claires relatives aux autres textes de ce volume).

5. Surfaces K3 et analogies plates

Ce volume rend aussi compte d’une analogie entre la géométrie et la dynamique en
dimension réelle et complexe 2. Dans [28], S. Filip considére les surfaces K3 comme
Panalogue complexe bidimensionnel des surfaces de translation (X, ), munies de leurs
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formes de Kihler i/2 [ Q2 A Q. Une surface K3 est une surface complexe simplement
connexe, munie d’une 2-forme holomorphe 2 sans zéro. Les deux exemples basiques
sont les surfaces quartiques dans P3(C) (les zéros {F = 0} C P3(C) d’un polynéme F
de degré 4) et les exemples de Kummer : si A = C/A x C/A est un tore complexe
(A est un réseau de C) alors X’ = A/{£Id4} est une surface avec 16 points singuliers.
En éclatant ces 16 points, on obtient une surface K3 avec 2 = dx A dy.

La généralisation naturelle des trajectoires du flot directionnel sur la surface de
translation sont les sous-variétés lagrangiennes spéciales (SLag) L C X vérifiant :

Pour les surfaces de translation, les sous-variétés de dimension 1 sont toutes la-
grangiennes. De plus, comme localement () = dz, spécial signifie horizontal dans la
métrique plate. Quitte & tourner la métrique et & considérer (), les sous-variétés
lagrangiennes spéciales ne sont donc rien d’autres que les trajectoires de notre flot
linéaire ¢/ sur X. De maniére analogue, les fibrations lagrangiennes spéciales corres-
pondent aux cylindres : familles de trajectoires périodiques horizontales sur X. Tout
comme pour les surfaces de translation, une surface K3 typique n’admet pas de telle
fibration. L’angle d’une fibration correspond & la notion de « twistor family ». Tou-
jours motivé par le probléme de comptage des trajectoires périodiques (2), dans le
contexte des surfaces K3 on a le résultat suivant [28] : il existe ¢ > 0 et § > 0 tels que

#{o
Dans ce contexte, on peut méme majorer le terme d’erreur : il est possible de prendre

0 < ﬁ ~ 6 -107° [28, Appendice Bergeron-Matheus].

=c-V?¥+ 0 (V7).

V—-oo

(X, e?Q) admet une fibration
SLag de volume <V

Il existe d’autres analogies entre les surfaces de translation et les surfaces K3,
développées avant [27, 28], par S. Cantat [10, 11] et C. McMullen [54, 55] (on pourra
aussi consulter le tableau « Lyapunov exponents for families » dans le texte de S. Filip
de ce recueil). Pour les automorphismes hyperboliques des surfaces K3, S. Cantat a
établi la notion de courants stable et instable, analogue des feuilletages stable et
instable des homéomorphismes pseudo-Anosov. L’espace de Teichmiiller des surfaces
de translation 7, et le groupe modulaire peuvent étre interprétés, du coté surfaces K3,
comme un espace de périodes sur lequel un groupe arithmétique agit. Dans ce contexte,
il est possible d’obtenir un analogue de la formule d’Eskin-Kontsevich-Zorich [20, 21]
pour la somme des exposants de Lyapunov [27]. D’autres applications a la dynamique
des automorphismes holomorphes des surfaces K3 apparaissent aussi dans [30]. Dans
la direction contraire, il est possible d’utiliser ce dictionnaire et les techniques de
dynamique pour produire des contre-exemples a des conjectures dans le monde K3
(par exemple sur la régularité de solutions a I’équation de Monge-Ampére [29]). On
pourra la-aussi consulter le texte de S. Filip dans ce volume pour les détails.
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6. Spectre de Ruelle

Enfin, ce volume rend compte d’une autre technique d’étude de la dynamique dans
les espaces de modules au travers de I'analyse et de la théorie des représentations.
Pour une application T' définie par exemple sur une variété lisse X et préservant une
mesure de probabilité u, le mélange de T se traduit par le fait que les corrélations
c(f,g,m) = [ f-goT™du convergent vers 0, pour des fonctions f et g assez lisses, de
moyenne nulle : lorsque l'on itére la dynamique, on crée de plus en plus d’indépen-
dance. Par exemple, lorsque T est trés chaotique, c(f,g,n) tend exponentiellement
vite vers 0.

La propriété de mélange est spectrale : elle peut se caractériser au moyen de ’'opé-
rateur de transfert sur L2(u). Il est parfois possible d’obtenir les autres termes dans le
développement asymptotique de ¢(f, g, n), grace au spectre de Ruelle de T'. Ce spectre
admet plusieurs définitions équivalentes. La plus parlante est la suivante, en termes de
décorrélations. On demande qu’il existe un développement asymptotique, & un terme
d’erreur prés exponentiellement petit :

/ frgoTrdu= 3" Y alwici;(f,9) + ofc").

|as|>e J<N;

L’ensemble discret de nombres complexes («;);c; forme le spectre de Ruelle. En gé-
néral f, g sont des fonctions de classe C*° sur X.

Cette définition est clairement intrinséque, mais démontrer directement ’existence
d’un tel spectre de Ruelle est un probléme difficile en général. Toutes les preuves
connues d’existence passent par la construction d’un bon espace de Banach B, et font
le lien entre les (o;);cr et les valeurs propres de ’opérateur de transfert agissant sur B.
Cette approche spectrale a été beaucoup développée et utilisée ces derniéres années
dans des contextes variés. On peut citer les travaux de Gouézel-Liverani [37]| pour les
applications uniformément dilatantes, de F. Naud [58] pour des applications analy-
tiques génériques dilatantes, de Dyatlov-Faure-Guillarmou [17] pour le flot géodésique
sur une variété hyperbolique compacte, de Giulietti-Liverani [35] pour les dynamiques
de type parabolique, de Baladi-Tsujii [2, 3], [4] pour les approches & base d’analyse de
Fourier. Mentionnons enfin qu’il existe aussi une approche utilisant I’analyse micro-
locale (ou semiclassique) introduite par F. Faure, N. Roy et J. Sjostrand [26]. Celle-ci
a ensuite été utilisée par la « communauté semi-classique » en topologie [13] et en
dynamique [40].

Afin d’étre le plus complet possible, nous allons maintenant faire le lien avec le flot
horocyclique. Nous avons vu que les travaux de M. Ratner donnaient des informations
importantes sur l’action de hg sur SL(2, R)/I". Un outil important pour ’étude des flots
sur les espaces homogénes est donné par 1’équation cohomologique. On dit que G est
un cobord pour le flot 9, s’il existe une solution F' (avec une certaine régularité) a
I’équation

(3) Qo =a.

dt li=0 =
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L’équation cohomologique apparait dans plusieurs problémes de dynamiques dans
I’étude de mesures invariantes, de problémes de conjugaison, de reparamétrages de
flots, etc.

Récemment les méthodes venant de l’analyse spectrale [2, 37, 35] ont permis de
donner des informations sur I’existence de solutions a I’équation (3), grace & une ver-
sion du théoréme de Gottschalk-Hedlund. Réciproquement, connaissant les solutions
a (3), il est possible de déduire des informations sur le spectre de Ruelle de ;. Nous
renvoyons a article de G. Forni dans le présent volume, ainsi qu’a [31, 32|, pour plus
de résultats dans le cadre du flot horocyclique sur une surface hyperbolique & cour-
bure constante, ou celui des automorphismes partiellement hyperboliques du groupe
de Heisenberg. On pourra aussi consulter [25] pour les homéomorphismes affine de
type pseudo-Anosov sur une surface de translation.

7. Le présent volume

Comme mentionné au début de 'introduction, ce recueil concerne quatre textes
originaux, sur des avancées récentes, ayant toujours comme motivation le lien entre la
théorie de Teichmiiller et la dynamique. Nous avons donc choisi de ne pas présenter
les autres cours de 1’école thématique de 'Institut Fourier (qui s’est déroulée du 11
au 22 juin 2018 & Grenoble) qui concernait la théorie maintenant « classique » des
espaces de modules des surfaces de translation, et pour lesquels il existe aujourd’hui
un nombre relativement important de survols (on pourra par exemple consulter [33,
36, 43, 42, 50, 51, 62, 63, 69, 73,74, 18, 44,79, 65]).

Le premier texte de Simion Filip concerne la dynamique et la géométrie des sur-
faces K3. Il existe une analogie entre la théorie de Teichmiiller et les surfaces K3, qui
est par exemple décrite dans un petit rapport d’A. Weil de 1979 [72, p. 390]. Motivé
par ce lien, ’auteur propose ainsi une étude de ces surfaces complexes, principalement
axée sur les automorphismes holomorphes (analogues des homéomorphismes pseudo-
Anosov). Le texte présente plusieurs résultats sur la dynamique non-hyperbolique
(construction d’automorphismes agissant par rotation sur un ensemble invariant ou-
vert, d’aprés McMullen, ou bien classification des mesures invariantes pour des groupes
d’automorphismes suffisamment gros, d’aprés Cantat) ainsi que sur la dynamique hy-
perbolique (étude des courants invariants pour la mesure d’entropie maximale, d’aprés
Cantat-Dupont).

Le second texte de Giovanni Forni concerne I’équation cohomologique et le spectre
de Ruelle. Les équations cohomologiques apparaissent naturellement en systémes dy-
namiques. Elles sont liées & des questions de linéarisation provenant de problémes de
conjugaison. Les premiers exemples, sur le tore, ont été abordés a 1’aide de la théorie
KAM. Ces résultats ont été généralisés aux flots sur les surfaces (par G. Forni en 1997)
et aux échanges d’intervalles (par Marmi-Moussa-Yoccoz en 2005). Ce dernier aspect
a été révolutionnaire puisque c’était la premiére fois qu’une solution de I’équation co-
homologique était obtenue par des méthodes dynamiques pour des flots paraboliques
« non-homogeénes ». Depuis il existe des méthodes « classiques » données par ’analyse
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de l'opérateur de transfert permettant de résoudre ’équation cohomologique dans de
nombreuses situations (ces méthodes ont été développées par Baladi, Gouézel, Giu-
lietti et Liverani). Ce texte explique comment obtenir de nombreuses informations
sur cette équation cohomologique, & ’aide des résonances de Ruelle, pour le flot ho-
rocyclique sur les surfaces hyperboliques (courbure constante négative) et pour des
automorphismes partiellement hyperboliques du groupe de Heisenberg.

Le troisiéme texte de Carlos Matheus concerne les surfaces & petits carreaux. Il
existe plusieurs points de vue pour étudier ces surfaces. Celui choisi dans ce texte est
la combinatoire. L’auteur propose de reformuler plusieurs résultats majeurs sur les
exposants de Lyapunov en terme purement combinatoire. Cela permet par exemple
d’énoncer une version « simple » de la formule d’Eskin-Kontsevich-Zorich sur la somme
des exposants de Lyapunov, et d’obtenir plusieurs applications, maintenant classiques,
comme le taux de diffusion pour certains modéles de wind—tree, revisitant au passage
des résultats de Delecroix-Hubert-Lelievre et Delecroix-Zorich.

Le dernier texte, d’Alex Wright, concerne le travail de M. Mirzakhani sur les trem-
blements de terre. Le flot horocyclique est un outil important en théorie de Teichmiil-
ler. Le point principal de ce texte est de présenter la connexion importante (ainsi
qu’une preuve) entre ce flot d’une part, et le flot des tremblements de terre d’autre
part.
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