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MOTIVATIONS

Sommes hypergéométriques

ERCOES NAICEDMON
SO ) = X )

avec Alin Bostan et Bruno Salvy



Introduction Intégrales simples Intégrales multiples Isomorphisme exponentiel Intégrales multiples singuliéres
0O@0000 0000 0000000 [e]e]e} 0000000

MOTIVATIONS
Physique théorique

0 :]{ dzdydzdw

ryzw — tP

avec P = xyz + w:csz + wzyz + z2w2y + 22w? + wry
+ way + ny + :Jc2y + x2y2 + y2xz + wlrz + wiz
+ y2wz + wyz + 22w’x + wQ:Uyz +wrz + wxzyz + nyz

+ Yy + w:z:yz2 + 22w

> 210 intégrales de ce type, venant d’un article de Batyrev et Kreuzer,
> 73 déja calculées,

> le nouvel algorithme fait le reste.
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PERIMETRE D’UNE ELLIPSE

Proposition (Euler, 1733) — Soit p(e) le périmétre d’une ellipse
d’excentricité e et de demi grand-axe 1,

1 2.2
1-— dzd
p(e):2/ ezdx“% xyzz»
1 1—=x 1 — Al=efz?
(1—a2)y?

alors
(e—e®p" + (1 —ebp +ep=0.
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PERIMETRE D’UNE ELLIPSE

Une preuve calculatoire

Proposition (Euler, 1733). (e — €3)p” + (1 — e)p' + ep = 0.

Démonstration
3\ 92 2 1
((e—e)@e—i-(l—e)ae—i-e)- W =
(1—2?)y?

(—14y2+a2(e2—y2))?

8, (26(—1+62)x(1+x3)y23)

(—1+y>+z?(e’—y?))

P ( e(—l—m+x2+z3)y2(—3+2x+y2+12(—2+362—y2)))
e | —

C’est ce type de calcul que l'on va étudier.
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INTEGRALES RATIONNELLES MULTIPLES

Probléme
> x1,...,Tn,desvariables d’intégration
> ,un paramétre
» R(t,x1,...,xn),unefraction rationnelle sur C
> v, unn-cycle dans C™
Calculer L € C[t](0y) tel que

L-fR(t,xl,...,xn)dxl‘--da:n =0.
¥

Théoreme (Picard, etc) — Ces intégrales vérifient des équations
différentielles a coefficients polynomiaux.
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INTEGRALES RATIONNELLES MULTIPLES

Probléme

» K un corps de caractéristique nulle avec une dérivation 6,
usuellement Q(¢)

> X = x0,...,Tn,desvariables d’intégration
» R(x) = a/f?, une fraction rationnelle sur K, homogéne de
degré —m — 1
Calculer L € K(0) tel qu’il existe des polynémes by, . . ., by, et un entier s
tels que

N0 (b
L(R) = — (=],
m=3 5 (7)
alias création télescopique.
Oubli du cycle d’intégration + homogénéisation + formulation algébrique
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INTEGRALES RATIONNELLES MULTIPLES

Probléme

» K un corps de caractéristique nulle avec une dérivation 6,
usuellement Q(¢)

> X = x0,...,Tn,desvariables d’intégration
» R(x) = a/f?, une fraction rationnelle sur K, homogéne de
degré —m — 1
Calculer L € K(0) tel qu’il existe des polynémes by, . . ., by, et un entier s
tels que

s
L(R)dxg - --dx,, = d<fS ,
alias création télescopique.
Oubli du cycle d’intégration + homogénéisation + formulation algébrique
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INTEGRALES SIMPLES

Revenons en affine un instant...

a Ty Su,n
R=%= P i) DI &=

=0 n>1 f(u)=0
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INTEGRALES SIMPLES

Revenons en affine un instant...

a Tu Su,n
R=m= D ut X ) Gouwpn

f(w)=0 n>1 f(u)=0

Intégrales multiples singuliéres
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INTEGRALES SIMPLES

Revenons en affine un instant...

SN TR il B D e

fa=0" T w1 p(w=0

&\

Forme réduite, notée [R] )
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INTEGRALES SIMPLES

Revenons en affine un instant...

Z
fw=o" n>1 f(u

Forme réduite, notée [R] ) G

Proposition — Sont équivalents:
1. pour tout cycle 7, fw R(z)dr = 0;

il existe une fraction S(x), sans pdle autre que ceux de R telle
que R = 0,5

3. [R]=0.
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CALCUL DE LA FORME REDUITE

Algeébre linéaire

On résout

a b 0 ¢

o7 e

avec b€ k[$]<degf, cE k[$]<dega

C’est bien un systéme linéaire sur K et il admet une unique solution.
Onaalors [R] =b/f.
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CALCUL DE LA FORME REDUITE

Hermite, 1872
Algorithme — Par récurrence surq:

+ 210
[u}qulu} aveca = uf + v, f,siq > 1,

[R] =
avecqf +r =a,sig=1.

T
f
> Pourq:l,%:§+%
» Pourq > 1,
a u v0y f
foofet g
U 1 0Ouv 1 v
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INTEGRALES SIMPLES

Algorithme
(Bostan, Chen, Chyzak, Li, 2010)

Entrée R(x) = a/f9 une fraction rationnelle sur K
Sortie L € K(d) minimaltelque L(R) = 0x(---)

procedure Hermite(R)
po < [R]
for ¢ from 0 to oo do
if rangy (po, ..., pi) =i+ 1then
pi+1 [0 (R)]
else A
résoudrelzz;lo' appr = p; avecag, . .., a;—1 dans K
return 5 — 2;10 ao®
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INTEGRALES SIMPLES

Algorithme
(Bostan, Chen, Chyzak, Li, 2010)

Entrée R(x) = a/f9 une fraction rationnelle sur K
Sortie L € K(d) minimaltelque L(R) = 0x(---)

procedure Hermite(R)
po < [R]
for ¢ from 0 to oo do
if rangy (po, ..., pi) =i+ 1then
pit1 < [0(pi)]
else A
résoudre 22;10 appr = p; avecag, . .., a;—1 dans K
return 5 — 2;10 ao®
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INTEGRALES SIMPLES

Algorithme
(Bostan, Chen, Chyzak, Li, 2010)

Entrée R(x) = a/f9 une fraction rationnelle sur K
Sortie L € K(d) minimaltelque L(R) = 0x(---)

procedure Hermite(R)
po < [R]
for ¢ from 0 to oo do
if rangy (po, ..., pi) =i+ 1then
pit1 < [0(pi)]
else A
résoudre 22;10 appr = p; avecag, . .., a;—1 dans K
return 5 — 2;10 ao®
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FORMES DIFFERENTIELLES

Q est la K(x) algeébre unitaire engendrée par les symboles dx; et les
relations dz;dz; = —dx;d;.

> Ennotantdx & dag - - - dzy, Q7! = K(x)dx.

> En notantd/x\i def (/—\1)id:(,‘0 coodrioqdriy - day,

0" = o [K(x)dz;.

Différentielle extérieure

» Pourp € K(x),dp def Yo Oipda;.

» Poura € QPetB € Q,d(aAB) =daA B+ (—1)PaAdB.

» Poura € Q,d(da) = 0.

En particulier
> df A (Z?:o bi 5113) = (Xisobi 0if) dx
> d (Zz‘:on bz&ﬂ?z) = (210 Oiby) dx
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INTEGRALES MULTIPLES

Théoréme (de Rham, 1931) —
Soit R(xq, . . ., ) une fraction rationnelle, homogéne de degré —n — 1.
Sont équivalents:

1. pourtout cycley € C™ 1 surlequel R est continue fy R(x)dx = 0;
2. il existe une n-forme 3 sans péle autre que ceux de R telle
que R(x)dx = df = (S, %) dx;

3. MM




Introduction Intégrales simples Intégrales multiples Isomorphisme exponentiel Intégrales multiples singulieres
000000 0000 0O0@0000 [e]e]e} 0000000

RECHERCHE D’UNE FORME NORMALE

On cherche a résoudre I’équation

a " bi
£ T (i)

=0
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RECHERCHE D’UNE FORME NORMALE

On cherche a résoudre I’équation

a a’ " b;
Jio gt ;8 (fw—?) '
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RECHERCHE D’UNE FORME NORMALE

On cherche a résoudre I’équation
dx 'dx
a_ — a _|_d L ,
fa fa-t fatr=2

avec 3 une n-forme polynomiale.
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RECHERCHE D’UNE FORME NORMALE

On cherche a résoudre I’équation
dx 'dx
L — a +d L ,
fa fa-t fatr=2

avec 3 une n-forme polynomiale.

> Pour controler les degrés, on se place en homogene.
> Dans lasuite, f € K[x] est un polyndme homogene,

> etadx/ f9 estune forme homogéne de degré 0, C’est-a-dire que a est
polynéme de degré gdeg f — n — 1.
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RECHERCHE D’UNE FORME NORMALE

On cherche a résoudre I’équation
dx 'dx
L — a +d L ,
fa fa-1 fq+r—2

avec 3 une n-forme polynomiale.

> Pour controler les degrés, on se place en homogene.
> Dans lasuite, f € K[x] est un polyndme homogene,

> etadx/ f9 estune forme homogéne de degré 0, C’est-a-dire que a est
polynéme de degré gdeg f — n — 1.

Questions
» Comment fixer r?

> Existe-t-il toujours une solution pour q assez grand ?
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IDEE DE REDUCTION

On décompose adx = rdx + df A f,c-ad.a=r+ > b0 f.
» Réduction modulo l'idéal jacobien (g f, . . . , Oy f), via une base de
Grobner

Réduction a la Hermite (intégration par parties)

Comme ) af
i) =00
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IDEE DE REDUCTION

On décompose adx = rdx + df A f,c-ad.a=r+ > b0 f.

» Réduction modulo l'idéal jacobien (g f, . . . , Oy f), via une base de
Grobner

Réduction a la Hermite (intégration par parties)

Comme 5 df A B 4
i) =005
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IDEE DE REDUCTION

On décompose adx = rdx + df A f,c-ad.a=r+ > b0 f.
» Réduction modulo l'idéal jacobien (g f, . . . , Oy f), via une base de
Grobner

Réduction a la Hermite (intégration par parties)

Comme 5 df A B a8
i) =005

on vérifie

adx  rdx dg 1
o= et ()
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REDUCTION DES FORMES DIFFERENTIELLES

Réduction de Griffiths-Dwork

Calculer une base de Grébner GB pour (O f, . . ., On f)

procedure [-|(adx/ f9)
if ¢ = 1 then return adx/ 9
else

Décomposer adx comme rdx + df A 7 a 'aide de GB

rdx 1 dy
return F + q—_lfq—l

On a bien Rdx = [Rdx] + d(- -

*)
df/\’)’_i dy 1d< Y >
fq 1f -1 q—1 qul :

car
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REDUCTION DES FORMES DIFFERENTIELLES

Hypothése de lissité, formulations équivalentes :

V(f) est lisse dans P"*;

le quotient k(x| /(0o f, . . ., On f) est de dimension finie;

pour toute n-forme 3,sidf A 8 = 0,alors 3y : B =df A ~;
siy_,; b;0;f = 0, alorsil existe des polynémes ¢; ; tels

queb; = Zj C@j@jf etc;; = —¢ji.

v

v

v

v
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REDUCTION DES FORMES DIFFERENTIELLES

Hypothése de lissité, formulations équivalentes :

V(f) est lisse dans P"*;

le quotient k(x| /(0o f, . . ., On f) est de dimension finie;

pour toute n-forme 3,sidf A 8 = 0,alors 3y : B =df A ~;
siy_,; b;0;f = 0, alorsil existe des polynémes ¢; ; tels

queb; = Zj C@j@jf etc;; = —¢ji.

v

v

v

v

Théoréme (de Rham, 1931, Griffiths, 1969) — Soit Rdx = «/ f% une
(n + 1)-forme différentielle rationnelle homogéne de degré nul. Si V'(f)
est lisse, alors sont équivalents :

1. pour tout cycle v de C"*! l'intégrale fv Rdx s’annule;
2. il existe une n-forme 5 sur P™ \ V(f) telle que Rdx = df3;
3. [Rdx] = 0.

De plus [Rdx] a un péle d’ordre au plus n.
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COMPLEXITE DU CALCUL DES PERIODES

» R= %, une fraction rationnelleentetxy, ..., zy;

v

N, le degré de f parrapportax;

v

di, max(deg, f,deg, a);

v

pour simplifier,deg, a +n+1 < N;

> pas d’hypothése de régularité sur f.

Théoréme (Bostan, Lairez, Salvy, 2013) — Une équation

différentielle L(¢, 9;) pour § Rdx peut-étre calculée en O(e3 N8 d,)
opérations sur le corps de base, uniformément en tous les parameétres.
L’équation calculée est d’ordre < N™ et de degré O(e" N3"dy).
Remarque — Si L(t,0;) - Rdx = d3, alors (3 contient au moins N7?/2
coefficients si R est générique.
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ISOMORPHISME EXPONENTIEL

Avecdeg 8 = g deg f, comparer

d(ﬁ)_dﬁ df A B

)= et d(Bef)=dBe —df nBe .

B fa q fatt

Définition — poidsde 3 def deg 3/ deg f.
Théoréme (Dimca, 1990) — Soit o une (n + 1)-forme de degré g deg f.
Sont équivalents:

1. il existe 3 polynomial de poids s telque o/ f1 = d (B/ f*);

2. il existe B polynomial de poids s tel que v e~ = d (B e*f).
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ISOMORPHISME EXPONENTIEL

Avecdeg 8 = g deg f, comparer

d(ﬁ)_dﬁ df A B

)= et d(Bef)=dBe —df nBe .

B fa q fa+l

Définition — poidsde 3 def deg 3/ deg f.

Théoréme (Dimca, 1990) — Soit o une (n + 1)-forme de degré g deg f.
Sont équivalents:

1. il existe 3 polynomial de poids s tel que o/ f7 = d (B/ f*);

2. ilexiste 3 polynomial de poids s tel que o« = Dy 3.

Onpose Dy = el -d-e 7, cest-a-dire Dya = da —df Ao
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ISOMORPHISME EXPONENTIEL

Reformulation du probleme

Soit v une (n + 1)-forme de poids g, pour un certain q.
On cherche a résoudre I’équation

« D

= o +D:( B ),
avec /
» o' depoids <qg—1,

» [ unen-formedepoids <qg+7r—2.

Questions
» Comment fixerr?

> Existe-t-il toujours une solution pour q assez grand ?
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GRIFFITHS, FORME EXPONENTIELLE

Siao = df A B,alorsac = dB — Dy ().

def

[df A B] = [dB].
Si 7 est sous forme réduite modulo (0o f, . . ., On f),

[rdx + df A 8] £ rdx + [dB).
Théoréme (Griffiths) — Si V'(f) est lisse, alors

1. pourtoute (n + 1)-forme polynomiale de poids g, la réduction [«
est de poids au plus n;

2. pour toute n-forme (3 polynomiale, [ Dy 5] = 0.
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CAS SINGULIER

Probléme — Si V'(f) n’est pas lisse, il existe plein de (3 tels
que [Dy 3] # 0.

Idées
> calcul récursif de tous les [ Dy 3] ;

> recycler la réduction de Griffiths, car son implémentation est efficace.
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.
C, lespace des p-formes polynomiales de poids g

q Crt

ar
d

o _ —1
-1 it =0y
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

df A B+ dB

q df A3
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

0+ dB
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

A+ 0
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

AB=df A B

q—2 6’
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

Af AR+ dB dB 2 0

q—2 p —— dp’
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

ag' 5 0
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ELAGAGE

Définitions
B{ = {arnp-as|peci}
» BIE B!+ BT N, = B+ {d8| B € CL,df A B =0}
> Syz, —{560q|df/\ﬁ—0}
> tSyz, o {df Ay ‘ v € Cgil} C Syz,
Proposition — Si A engendre Syz, / tSyz, alors Bj = B + dA.

Corollaire — Si V() est lisse, alors [ |1 = [], pourtoutr > 1.En
particulier [Dy/3]; = 0 pour tout 3.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

q—1 f——"—dB
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

i1 df ay—Ldiar an)
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION
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REDUCTION D’ORDRE SUPERIEUR
Algorithme

> [f est la réduction de Griffiths, du poidsga g — 1.
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Définition

Soitav € CZH. Il existe un plus petit o’ € CZH (pour un ordre
monomial) tel que

On définit



Introduction Intégrales simples Intégrales multiples Isomorphisme exponentiel Intégrales multiples singuliéres
000000 0000 0000000 [e]e]e} 0000080

DEGENERESCENCE

Proposition — Soit /3 une n-forme. Il existe un 7 tel que [ Dy 3], = 0.

Théoréme (Dimca) — Il existe un r tel que pour toute n-forme (3, on
ait [Dfﬁ]r =0.

La borne n’est pas facile a calculer (résolution des singularités, ou
polynéme de Bernstein-Sato).
Dimca conjecture que r = n + 1 convient.
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L’ALGORITHME

Entrée R = adx/f?une forme homogéne de degré 0

Sortie Une équation de Picard-Fuchs pour R

procedure PicardFuchs(R)
forrdel1aocodo
po < [a dx], > Calculer les espaces By au besoin.
foride 0 a oo, tant que deg p; < ndeg f do
if rangy (po, ..., pi) =i+ 1then
pi+1 < [6(pi)lr
else
résoudre Z;;lo appr = p;avecag,...,a;—1 danskK
return 6’ — >, a0



	Intégrales simples
	Intégrales multiples
	Isomorphisme exponentiel
	Intégrales multiples singulières

