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MOTIVAT IONS
Sommes hypergéométriques
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avec Alin Bostan et Bruno Salvy
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MOTIVAT IONS
Physique théorique

Φ(t) =

∮ dxdydzdw
xyzw − tP

avecP = xyz + wxy2z + w2yz + z2w2y + z2w2 + wxy

+ x2wy + y2x+ x2y + x2y2 + y2xz + w2xz + w2z

+ y2wz + wyz + z2w2x+ w2xyz + wxz + wx2yz + x2yz

+ xy + wxyz2 + z2wx.

▶ 210 intégrales de ce type, venant d’un article de Batyrev et Kreuzer,
▶ 73 déjà calculées,
▶ le nouvel algorithme fait le reste.
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PÉR IMÈTRE D ’UNE ELL IPSE

Proposition (Euler, 1733) — Soit p(e) le périmètre d’une ellipse
d’excentricité e et de demi grand-axe 1,

p(e) = 2

∫ 1

−1

√
1− e2x2

1− x2
dx ∝

∮ dxdy
1− 1−e2x2

(1−x2)y2

,

alors
(e− e3)p′′ + (1− e2)p′ + ep = 0.
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PÉR IMÈTRE D ’UNE ELL IPSE
Une preuve calculatoire

Proposition (Euler, 1733). (e− e3)p′′ + (1− e2)p′ + ep = 0.
Démonstration

(
(e− e3)∂2

e + (1− e2)∂e + e
)
·

(
1

1− 1−e2x2

(1−x2)y2

)
=

∂x

(
− e(−1−x+x2+x3)y2(−3+2x+y2+x2(−2+3e2−y2))

(−1+y2+x2(e2−y2))2

)
+ ∂y

(
2e(−1+e2)x(1+x3)y3

(−1+y2+x2(e2−y2))2

)
C’est ce type de calcul que l’on va étudier.
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INTÉGRALES RAT IONNELLES MULT IPLES

Problème
▶ x1, . . . , xn, des variables d’intégration
▶ t, un paramètre
▶ R(t, x1, . . . , xn), une fraction rationnelle surC
▶ γ, un n-cycle dansCn

CalculerL ∈ C[t]⟨∂t⟩ tel que

L ·
∮
γ
R(t, x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn = 0.

Théorème (Picard, etc) — Ces intégrales vérifient des équations
différentielles à coefficients polynomiaux.
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INTÉGRALES RAT IONNELLES MULT IPLES
Problème

▶ K un corps de caractéristique nulle avec une dérivation δ,
usuellementQ(t)

▶ x = x0, . . . , xn, des variables d’intégration
▶ R(x) = a/f q , une fraction rationnelle surK, homogène de

degré−n− 1

CalculerL ∈ K⟨δ⟩ tel qu’il existe des polynômes b0, . . . , bn et un entier s
tels que

L(R) =
n∑

i=0

∂

∂xi

(
bi
fs

)
,

alias création télescopique.
Oubli du cycle d’intégration + homogénéisation + formulation algébrique
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INTÉGRALES RAT IONNELLES MULT IPLES
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▶ K un corps de caractéristique nulle avec une dérivation δ,
usuellementQ(t)

▶ x = x0, . . . , xn, des variables d’intégration
▶ R(x) = a/f q , une fraction rationnelle surK, homogène de

degré−n− 1

CalculerL ∈ K⟨δ⟩ tel qu’il existe des polynômes b0, . . . , bn et un entier s
tels que
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(

β

f s

)
,

alias création télescopique.
Oubli du cycle d’intégration + homogénéisation + formulation algébrique
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INTÉGRALES S IMPLES

Revenons en affine un instant…

R =
a

f q
= ..

∑
f(u)=0

ru
x− u

+ ..
∑
n>1

∑
f(u)=0

su,n
(x− u)n

..Forme réduite, notée [R]. ∂x(· · · )

.
Proposition — Sont équivalents :

1. pour tout cycle γ,
∮
γ R(x)dx = 0 ;

2. il existe une fractionS(x), sans pôle autre que ceux deR telle
queR = ∂xS ;

3. [R] = 0.
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CALCUL DE LA FORME RÉDUITE
Algèbre linéaire

On résout

a

f q
=

b

f
+

∂

∂x

c

f q−1

avec b ∈ k[x]<deg f , c ∈ k[x]<deg a

C’est bien un système linéaire surK et il admet une unique solution.
On a alors [R] = b/f .
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CALCUL DE LA FORME RÉDUITE
Hermite, 1872
Algorithme— Par récurrence sur q :

[R] =


[
u+ 1

q−1
∂xv

fq−1

]
avec a = uf + v∂xf , si q > 1,

r
f avec qf + r = a, si q = 1.

▶ Pour q = 1, af = r
f + ∂ ∫ q

∂x

▶ Pour q > 1,

a

f q
=

u

f q−1
+

v∂xf

f q

=
u

f q−1
+

1

q − 1

∂xv

f q−1
− 1

q − 1
∂x

v

f q−1
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INTÉGRALES S IMPLES
Algorithme
(Bostan, Chen, Chyzak, Li, 2010)

Entrée R(x) = a/f q une fraction rationnelle surK
Sortie L ∈ K⟨δ⟩minimal tel queL(R) = ∂x(· · · )

procedure Hermite(R)
ρ0 ← [R]
for i from 0 to∞ do

if rangK(ρ0, . . . , ρi) = i+ 1 then
ρi+1 ← [δi+1(R)]

else
résoudre

∑i−1
k=0 akρk = ρi avec a0, . . . , ai−1 dansK

return δi −
∑i−1

k=0 akδ
k
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FORMES D IFFÉRENT IELLES

Ω est laK(x) algèbre unitaire engendrée par les symboles dxi et les
relations dxidxj = −dxjdxi.

▶ En notant dx def
= dx0 · · ·dxn,Ωn+1 = K(x)dx.

▶ En notant d̂xi
def
= (−1)idx0 · · ·dxi−1dxi+1 · · ·dxn,

Ωn = ⊕n
i=0K(x)d̂xi.

Différentielle extérieure
▶ Pour p ∈ K(x), dp def

=
∑n

i=0 ∂ip dxi.
▶ Pourα ∈ Ωp et β ∈ Ω, d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ.
▶ Pourα ∈ Ω, d(dα) = 0.

En particulier

▶ df ∧
(∑n

i=0 bi d̂xi
)
= (
∑n

i=0 bi ∂if)dx

▶ d
(∑

i=0n bid̂xi
)
= (
∑n

i=0 ∂ibi)dx
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INTÉGRALES MULT IPLES

Théorème (de Rham, 1931) —
SoitR(x0, . . . , xn) une fraction rationnelle, homogène de degré−n− 1.
Sont équivalents :

1. pour tout cycle γ ∈ Cn+1 sur lequelR est continue
∮
γ R(x)dx = 0 ;

2. il existe une n-forme β sans pôle autre que ceux deR telle

queR(x)dx = dβ =
(∑n

i=0
∂Ai
∂xi

)
dx ;

3. ???
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RECHERCHE D ’UNE FORME NORMALE

On cherche à résoudre l’équation

a

f q
=

n∑
i=0

∂i

(
bi

f q+r−2

)
.

adx
f q

=
a′dx
f q−1

+ d
(

β

f q+r−2

)
,

avec β une n-forme polynomiale.
▶ Pour contrôler les degrés, on se place en homogène.
▶ Dans la suite, f ∈ K[x] est un polynôme homogène,
▶ et adx/f q est une forme homogène de degré 0, c’est-à-dire que a est

polynôme de degré q deg f − n− 1.

Questions
▶ Comment fixer r ?
▶ Existe-t-il toujours une solution pour q assez grand ?
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RECHERCHE D ’UNE FORME NORMALE
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f q

=
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(

β
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,
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IDÉE DE RÉDUCT ION

On décompose adx = rdx + df ∧ β, c.-à-d. a = r +
∑n

i=0 bi∂if .
▶ Réduction modulo l’idéal jacobien (∂0f, . . . , ∂nf), via une base de

Gröbner

Réduction à la Hermite (intégration par parties)
Comme

d
(

1

f q−1

)
= (1− q)

df
f q

on vérifie

adx
f q

=
rdx
f q

+ 1
q−1

dβ
f q−1

− 1
q−1d

(
1

f q−1

)
.
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IDÉE DE RÉDUCT ION

On décompose adx = rdx + df ∧ β, c.-à-d. a = r +
∑n

i=0 bi∂if .
▶ Réduction modulo l’idéal jacobien (∂0f, . . . , ∂nf), via une base de

Gröbner

Réduction à la Hermite (intégration par parties)
Comme

d
(

β

f q−1

)
= (1− q)

df ∧ β

f q
+

dβ
f q−1

on vérifie

adx
f q

=
rdx
f q

+ 1
q−1

dβ
f q−1

− 1
q−1d

(
1

f q−1

)
.
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IDÉE DE RÉDUCT ION

On décompose adx = rdx + df ∧ β, c.-à-d. a = r +
∑n

i=0 bi∂if .
▶ Réduction modulo l’idéal jacobien (∂0f, . . . , ∂nf), via une base de

Gröbner

Réduction à la Hermite (intégration par parties)
Comme

d
(

β

f q−1

)
= (1− q)

df ∧ β
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+

dβ
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RÉDUCT ION DES FORMES D IFFÉRENT IELLES

Réduction de Griffiths-Dwork

Calculer une base de Gröbner GB pour (∂0f, . . . , ∂nf)
procedure [·](adx/f q)

if q = 1 then return adx/f q

else
Décomposer adx comme rdx + df ∧ γ à l’aide de GB

return
rdx
f q

+

[
1

q−1

dγ
f q−1

]

On a bienRdx = [Rdx] + d(· · · ) car

df ∧ γ

f q
= 1

q−1

dγ
f q−1

− 1
q−1d

(
γ

f q−1

)
.
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RÉDUCT ION DES FORMES D IFFÉRENT IELLES

Hypothèse de lissité, formulations équivalentes :
▶ V (f) est lisse dansPn ;
▶ le quotient k[x]/(∂0f, . . . , ∂nf) est de dimension finie ;
▶ pour toute n-forme β, si df ∧ β = 0, alors ∃γ : β = df ∧ γ ;
▶ si

∑
i bi∂if = 0, alors il existe des polynômes ci,j tels

que bi =
∑

j ci,j∂jf et ci,j = −cj,i.

Théorème (de Rham, 1931, Griffiths, 1969) — SoitRdx = α/f q une
(n+ 1)-forme différentielle rationnelle homogène de degré nul. Si V (f)
est lisse, alors sont équivalents :

1. pour tout cycle γ deCn+1 l’intégrale
∮
γ Rdx s’annule ;

2. il existe une n-forme β surPn \ V (f) telle queRdx = dβ ;

3. [Rdx] = 0.

De plus [Rdx] a un pôle d’ordre au plus n.
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que bi =
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1. pour tout cycle γ deCn+1 l’intégrale
∮
γ Rdx s’annule ;

2. il existe une n-forme β surPn \ V (f) telle queRdx = dβ ;
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COMPLEX ITÉ DU CALCUL DES PÉR IODES

▶ R = a
f , une fraction rationnelle en t et x1, . . . , xn ;

▶ N , le degré de f par rapport à x ;
▶ dt, max(degt f, degt a) ;
▶ pour simplifier, degx a+ n+ 1 ⩽ N ;
▶ pas d’hypothèse de régularité sur f .

Théorème (Bostan, Lairez, Salvy, 2013) — Une équation
différentielleL(t, ∂t) pour

∮
Rdx peut-être calculée en Õ(e3nN8ndt)

opérations sur le corps de base, uniformément en tous les paramètres.
L’équation calculée est d’ordre⩽ Nn et de degréO(enN3ndt).
Remarque — SiL(t, ∂t) ·Rdx = dβ, alors β contient au moinsNn2/2

coefficients siR est générique.
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I SOMORPHISME EXPONENT IEL

Avec degβ = q deg f , comparer

d
(

β

f q

)
=

dβ
f q
− q

df ∧ β

f q+1
et d(β e−f ) = dβ e−f − df ∧ β e−f .

Définition — poids de β def
= degβ/deg f .

Théorème (Dimca, 1990) — Soitα une (n+ 1)-forme de degré q deg f .
Sont équivalents :

1. il existe β polynomial de poids s tel queα/f q = d (β/f s) ;

2. il existe β polynomial de poids s tel queα e−f = d
(
β e−f

)
.

On poseDf = ef · d · e−f , c’est-à-direDfα = dα− df ∧ α.
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I SOMORPHISME EXPONENT IEL

Avec degβ = q deg f , comparer

d
(

β

f q

)
=

dβ
f q
− q

df ∧ β

f q+1
et d(β e−f ) = dβ e−f − df ∧ β e−f .

Définition — poids de β def
= degβ/deg f .

Théorème (Dimca, 1990) — Soitα une (n+ 1)-forme de degré q deg f .
Sont équivalents :

1. il existe β polynomial de poids s tel queα/f q = d (β/f s) ;

2. il existe β polynomial de poids s tel queα = Dfβ.

On poseDf = ef · d · e−f , c’est-à-direDfα = dα− df ∧ α.
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I SOMORPHISME EXPONENT IEL
Reformulation du problème

Soitα une (n+ 1)-forme de poids q, pour un certain q.
On cherche à résoudre l’équation

α = ..α′ +Df ( ..β ),

avec
▶ α′ de poids ..⩽ q − 1 ,

▶ β une n-forme de poids ..⩽ q + r − 2 .

..

Questions
▶ Comment fixer r ?
▶ Existe-t-il toujours une solution pour q assez grand ?
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GR IFF ITHS , FORME EXPONENT IELLE

Siα = df ∧ β, alorsα = dβ −Df (β).

[df ∧ β]
def
= [dβ].

Si r est sous forme réduite modulo (∂0f, . . . , ∂nf),

[rdx + df ∧ β]
def
= rdx + [dβ].

Théorème (Griffiths) — Si V (f) est lisse, alors

1. pour toute (n+ 1)-forme polynomiale de poids q, la réduction [α]
est de poids au plus n ;

2. pour toute n-forme β polynomiale, [Dfβ] = 0.
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CAS S INGUL IER

Problème— Si V (f) n’est pas lisse, il existe plein de β tels
que [Dfβ] ̸= 0.

Idées
▶ calcul récursif de tous les [Dfβ] ;
▶ recycler la réduction de Griffiths, car son implémentation est efficace.
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.
Cq
p , l’espace des p-formes polynomiales de poids q

..Cq
n+1.

Cq−1
n

.

Cq−1
n+1

.

q − 1

.q .

df

.

d

.

q − 2

.

β′

.

df

.

dβ′

.

d
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

df ∧ β
17−→ dβ

..df ∧ β.

β

.

dβ

.

q − 1

.q .

df

.

d

.

q − 2

.

β′

.

df

.

dβ′

.

d
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

0
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

dβ 27−→ 0
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.

dβ = df ∧ β′

..0.

β

.

0

.
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q − 2
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR

On définit une famille de réduction généralisant la réduction de Griffths.
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ÉLAGAGE

Définitions
▶ Bq

1
def
=
{

df ∧ β − dβ
∣∣∣ β ∈ Cq−1

n

}
▶ Bq

2
def
= Bq

1 +Bq+1
1 ∩ Cq

n+1 = Bq
1 + {dβ | β ∈ Cq

n,df ∧ β = 0}

▶ Syzq
def
= {β ∈ Cq

n | df ∧ β = 0}

▶ tSyzq
def
=
{

df ∧ γ
∣∣∣ γ ∈ Cq−1

n−1

}
⊂ Syzq

Proposition — SiA engendre Syzq / tSyzq alorsB
q
2 = Bq

1 + dA.
Corollaire — Si V (f) est lisse, alors [ ]1 = [ ]r pour tout r ⩾ 1. En
particulier [Dfβ]1 = 0 pour tout β.
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DÉMONSTRAT ION DE LA PROPOS IT ION
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DÉMONSTRAT ION DE LA PROPOS IT ION
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RÉDUCT ION D ’ORDRE SUPÉR IEUR
Algorithme

▶ [ ]q1 est la réduction de Griffiths, du poids q à q − 1.

▶ Bq
2

def
=
{
[dβ]q1

∣∣ β ∈ base de Syzq / tSyzq
}

▶ Calcul efficace par bases de Gröbner

▶ Bq
r+1

def
= Bq

r +
{
[α]q1

∣∣∣ α ∈ Bq+1
r ∩ Cq

n+1

}
Définition
Soitα ∈ Cq

n+1. Il existe un plus petitα′ ∈ Cq
n+1 (pour un ordre

monomial) tel que
[α]q1 ≡ α′ mod Bq

r .

On définit
[α]qr

def
= α′ + [α− α′]q−1

r .
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DÉGENERESCENCE

Proposition — Soit β une n-forme. Il existe un r tel que [Dfβ]r = 0.

Théorème (Dimca) — Il existe un r tel que pour toute n-forme β, on
ait [Dfβ]r = 0.

La borne n’est pas facile à calculer (résolution des singularités, ou
polynôme de Bernstein-Sato).
Dimca conjecture que r = n+ 1 convient.
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L’ALGOR ITHME

Entrée R = adx/f q une forme homogène de degré 0

Sortie Une équation de Picard-Fuchs pourR

procedure PicardFuchs(R)
for r de 1 à∞ do

ρ0 ← [a dx]r ▷ Calculer les espacesBq
r au besoin.

for i de 0 à∞, tant que deg ρi ⩽ ndeg f do
if rangK(ρ0, . . . , ρi) = i+ 1 then

ρi+1 ← [δ(ρi)]r
else

résoudre
∑i−1

k=0 akρk = ρi avec a0, . . . , ai−1 dansK
return δi −

∑
k akδ
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