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1 Introduction.

Chalker et Coddington ont introduit en 1988 un modéle de transport quantique d’électrons
dans le plan soumis & un potentiel désordonné et un champ magnétique perpendiculaire au
plan (voir [3]). Ce modéle dit de Chalker-Coddington est effectif au sens ou il se base sur les
principaux aspects de la dynamique observée sans pour autant vraiment prendre en compte
les propriétés physiques qui en sont a l'origine. Les propos qui suivent concernent seulement
un point de vue mathématiques sur I'opérateur unitaire qui en découle.

Nous nous intéressons plus particuliérement aux propriétés spectrales de ce modéle bidi-
mensionnel notamment lorsqu’il comporte certaines symétries. En effet, nous verrons que sous
I’hypothése d’une symétrie verticale il est possible de réduire le probléme a I’étude d’un type de
marches quantiques unidimensionnelles. Toujours sous ’hypothése de la symétrie verticale on
étudiera plus en détails certains cas particuliers, notamment lorsqu’il existe des sous-espaces
stables sous 'opérateur.

2 Présentation du modéle.
2.1 Le modéle.

On considére I'espace de Hilbert H = ¢2(Z?) munit de se base canonique orthonormée :
(2.1) {13, k), (4, k) € 22}

C’est a dire que si (j, k) € Z? alors :

19 k) () =

1 siz=(j,k)
0  sinon.
Soit {S(j+1/27k+1/2), (J,k) € ZQ} une collection de matrices de O2(R) (orthogonale 2 x 2
a coefficients réels). On décrit opérateur de Chalker-Coddington U, par son action sur les
vecteurs de base. Graphiquement on représente le modéle de la maniére suivante :

2 — 1)+ 1,2(k+ 1)) 127,2(k + 1))

2(j — 1) + 1,2k + 1)
127 + 1,2k + 1)

127, 2k) 2j +1,2k)

0=(2(j — 1)+ 1+1/2,2k +1+1/2)
e=(2j +1/2,2k +1/2)



Définition 2.1. On appelle plaquette un élément du réseau {(2j + 1/2,2k + 1/2), (j, k) €
22y U{(2j +1+1/2,2k +1+1/2),(j,k) € Z*}. Il y a donc deux types de plaquette : celles
pour lesquelles les parties entiéres de ses coordonnées sont paires et celles pour lesquelles elles
sont impaires.

Définition 2.2. Les matrices {SOH/Q,;CH/Q),(]', k) € ZQ} (associées aux plaquettes) sont
appelées matrices de scattering. Elles représentent le lien entre les vecteurs entrant sur la
plaquette et les vecteurs sortant.

Remarque 2.1. Pour plus de commodité on notera S(jxy pour S(j11/2 k+1/2)-

Plus formellement 'action de U, sur les vecteurs de base se fait via les matrices de scatte-
ring autour des différentes plaquettes (les paires et les impaires). Soient e = (2j+1/2,2k+1/2),
o=(2j+1+1/2,2k+1+1/2), on note :

Se: Te _te et So: To _to
te Te to To

ol T, te, To, to sont des réels tels que r2 + 12 =1 et r2 + 12 = 1.

On pose alors :
g (12028 _g (12+1,28)
“\J27+ 1,2k + 1) “\2j,2k + 1)

ot 125 + 2,2k + 1) _g 125 + 2,2k + 2)
“\2i+1,2k+2))  T°\|25+1,2k+1)

Au sens ou :
Uee(|24,2k)) = re|2j + 1, 2k) — t.|27,2k + 1)
Uee(|27 + 1,2k + 1)) = |25 + 1,2k) + 7|27, 2k + 1)

Uee(12] + 2,2k + 1)) = 7|25 + 2,2k + 2) — to[25 + 1,2k + 1)
Uee(12] 4+ 1,2k + 2)) = t0]25 + 2,2k + 2) +70[25 + 1,2k + 1)
On représente cela de la maniére suivante :
— Dans le cas o l'on rentre sur une plaquette paire (i.e dont les coordonnées sont telles

que leur parties entiéres sont paires). Cela concerne les vecteurs de base (celle introduite
en 2.1) dont les deux coordonnées sont de la méme parité.

12j + 1,2k 4+ 1)




— Dans le cas oil on rentre sur une plaquette impaire. Cela concerne les vecteurs de base
dont les deux coordonnées sont de parité différente.

12j + 1,2k +2

Remarque 2.2. Si l’on se donne une condition initiale ¢ € H qui s’écrit seulement selon des
vecteurs de base qui rentrent sur des plaquettes paires (i.e selon des vecteurs |j, k) ou j, k € Z
sont de méme parité) alors Ue.() s’écrit seulement selon des vecteurs de base qui rentrent
sur des plaquettes impaires (i.e selon des vecteurs |j,k) o j et k sont de parité différente).
De méme, pour une condition initiale ¥ qui s’écrit seulement selon des vecteur de base qui
rentrent sur des plaquette impaires on a que les composantes de U..(v)) dans la base canonique
de H seront toutes rentrantes sur des plaquettes paires.

2.2 Premiéres propriétés.
Proposition 2.1. L’opérateur de Chalker-Coddington U,. est unitaire.

Démonstration. Il suffit de montrer que l'image la base canonique orthonormée de H par
U.. est encore une base orthonormée. Soient (j,k), (j1,k1) € Z? tels que |j,k) et |j1,k1)
ne soient pas deux vecteurs entrant sur la méme plaquette. Par définition de U.. on a que
(Ucelg, k)|Ucelgr, k1)) = 0. Il reste & vérifier 'orthogonalité dans les autres cas : entre les images
de deux vecteurs de base rentrant sur la méme plaquette. On note e = (25 +1/2,2k + 1/2) et
0=(2j+1+1/2,2k+1+1/2)

(Ucel124, 2k))|Ucc(125 + 1,2k +1))) = (re|2j + 1,2k) — t|24, 2k + 1)[te|2) + 1,2k) + re[25, 2k + 1))
= rete — tere (les coefficients de S, sont réels)
=0.

De méme :

<Ucc(‘2j + 2,2k + 1>)|Ucc(|2j + 1,2k + 2>)> =0.

De plus, {Ue(|j. k), (j,k) € Z*} contient {|j,k), (j,k) € Z*}. En effet, on montre que
12 +1,2k) € {Uc(]j,k)), (j, k) € Z*} (il faudrait faire exactement la méme chose pour les
autre vecteurs). Si te = 0 alors r, = 1 donc r.U.. (|27, 2k)) = |25+ 1, 2k). De méme si t, = +1
alors r, = 0 donc t.Uc(|25 + 1,2k + 1)) = |25 + 1,2k). Sinon, t. et r sont non nuls donc on
peut écrire |25 + 1,2k) = rete(iUcc(IQj, 2k)) + iUcc(Dj +1,2k + 1))).

Enfin HUCC(| 7, k)) H = rg + tz =1 ou g est la coordonnée de la plaquette sur laquelle le vecteur
|4, k) rentre. On en conclut que {Ucc(|4,k)), (j, k) € Z*} est une base orthonormée de H. [

Comme U, est unitaire on a déja que son spectre est inclus dans le cercle unité. Certaines
symétries de I'opérateur nous permettent d’obtenir un peu plus d’informations. Dans toute la
suite on note p(Ue.) 'ensemble résolvant et o(U,.) le spectre.



Proposition 2.2. \ appartient a 0(Ue.) si et seulement si X appartient a 0(Ue).

Démonstration. On définit I'application suivante :

C:Hoy=Y d@)z)— > ¢)).

x€Z2 T€Z2?

Comme les matrices de scattering sont a coefficients réels on a que C o U, 0 C = Ug.. Si
2 € p(Ug) alors (U, — 2)~ ! existe et est borné. De plus on a que C o zId o C = zId. Par
conséquent :

-1

(Ucc - g)_l = (C(Ucc - z)C) - C(Ucc - Z)_lc

existe et est borné. On en déduit le résultat. O
Proposition 2.3. X\ appartient o 0(U,.) si et seulement si —\ appartient 6 o(Us.).

Démonstration. Soit S I'endomorphisme de H défini par son action sur les vecteurs de base
comme suit : _

S(15.k)) = (=1)*j, k) on (j,k) € Z.
1

Grace a la remarque 2.2 on a que So U, 0S8 = —Ug. Si z € p(Uge) alors (U — 2)7 " existe et
est borné. Par conséquent :

Uee+2) "' = (= SUeeS +828) ' = =S(Upe —2) 'S
existe et est borné. On en déduit le résultat. ]

3 Un cas particulier : toutes les matrices de scattering sont
identiques.

On suppose ici que toutes les matrices de scattering sont identiques égales a .S, oul

—t
S = <Z , > avec 1 et t deux réels tels que 72 + 2 = 1.

3.1 Transformation de Fourier.

Définition 3.1. On définit K l’espace des fonctions f = (fl,fg,fg,f4)T € L*([-m,7]?,CY)
telle que :

— f1 est w-périodique en les deux variables.

— fo est w-antipériodique en les deux variables.

— f3 est - périodique en la premiére variable et w-antipériodique en la seconde variable.

— fa est m-antipériodique en la premiére variable et w-périodique en la seconde variable.
C’est un espace de Hilbert.

Proposition 3.1. U, est unitairement équivalent a l'opérateur de multiplication M (y1,y2)
défini sur'Y ot :

0 0 Tein teiyl
0 0  —te W1 peiv
Myye) = e i g 0
T@iyl te*iy2 0 0



Remarque 3.1. On a bien que pour tout y € [—7, 7|2, M(y) est une matrice unitaire de C*.

Démonstration. De la proposition 3.1.

Comme le modéle de Chalker-Coddington est ici supposé invariant sous les translations hori-
zontales et verticales on effectue une transformation de Fourier en les variables j et k (coor-
données horizontale et verticale respectivement) afin d’obtenir le résultat annoncé. On définit
I’application qui consiste a séparer les coordonnées d’un élément de H dans sa base canonique
en fonction du réle qu’elle joue dans la dynamique.

> kez ¥(25,2k)|25, 2k)

N Dikez V(27 + 1,2k +1)|25 + 1,2k 4 1)
peH =Y da)lz)— ¢ = € (7%, CY).
z€Z? Zj,keZ 11}(2]’ 2k + 1)‘2]7 2k + 1>

Zj,keZ ¥(25 4+ 1,2k)|25 + 1, 2k)
On définit alors I'application F qui a IZ dans £2 (Z2, (C4) écrit comme ci-dessus associe :
S wez (25, 2k)ei 22k v2)

Zj,kez P(2j + 1,2k + 1)ei<2j+1,2k+1\y1,y2>
F@): (y1,92) € [~ 7 — -
> kez (24, 2k + 1)l 2k lyre)

S hen U(27 + 1, 2Kk) 2+ 2k 02)
On note ]?W) pour ‘7:(7;) et application :
F:H-K

est bien définie et unitaire (on munit X de la mesure (27)~2d\ ot1 d\ est la mesure de Lebesgue
sur [—7,7]?). On s’intéresse a I'action de FU,. sur les vecteurs de base. Soit donc (j, k) € Z2.

D’une part on a :
e4(24,2k|y1,92)

~ e 0
0
D’autre part :
0
~ _ 0
F(UCC(|2.77 2k>)) (y17 yZ) = — 12 o1(27,2Ky1,y2)

rety i(24,2k|y1,y2)

On fait de méme pour les vecteurs de la forme : |25 + 1,2k + 1), |24,2k 4+ 1) et |25 + 1, 2k).
Finalement on obtient :

0 0 rety? tetvt
= 0 0 —te"WL pem2 | ~
(31) I(UCC(¢)) (y17 y2) = —te¥2  pe—iy1 0 0 f(¢)(y17 y2)'
rel  te~W2 0 0



On note M (y1,y2) la matrice obtenue dans 3.1. Ainsi on a bien que FULF! agit comme
opérateur de multiplication par M (y). O
3.2 Spectre de 'opérateur.

Comme M (y) est unitaire (4 y € [—m,7]? fixé) on peut la diagonaliser dans une base de
vecteurs propres orthonormés n;(y), j = 1,...,4. On note les valeurs propres associées \;(y),
j=1,...,4.

Définition 3.2. On dit que y € [—7, 7| est un point exceptionnel si il existe ji,jo € [1,4]
tels que Aj, (y) = Xa(y).

Proposition 3.2. Si M(y) ne posséde pas de points exceptionnels alors :

4
(3.2) o(Uee) = U {)‘](y)a ye [*77771-]2}'
j=1

Démonstration. Ug. est unitairement équivalent a l'opérateur de multiplication par M (y) sur
K. Dans le cas ou cette derniére ne posséde pas de points exceptionnels on peut montrer (grace
a un opérateur dit d’entrelacement que 1'on détaille dans B) que son spectre est exactement
celui donné par (3.2).

O

Dans le cas de la matrice M(y) définie en (3.1) on a en faite que les valeurs propres sont :

- 0(y1,92) cm—0(y1,y2)
{ e 2 de'T 2 }

Ot 0 est tel que :

(3.3) {sin (0(y1,92)) = rt(sin(2y1) — sin(2y2))

. . 2
cos (0(y1,y2)) = \/1 — (rt)?(sin(2y1) — sin(2y2))".
Remarque 3.2. On a bien que les valeurs propres sont w-périodiques en les deux variables.

Une conséquence de (3.3) est que M (y) posséde des points exceptionnels si et seulement si
r=t=2"12 Dans ce cas il y a exactement 2 points exceptionnels :

G D)

Sinon, avec la proposition 3.2 on obtient :

Corollaire 3.1. Sir,t #2712 alors 0(Ug.) = U?Zl {Aily), y € [—m, 72}

Remarque 3.3. Comme U, est unitaire son spectre est inclus dans le cercle unité. Les valeurs
propres \;,j € [1,4] sont continues donc si r,t # 2712 alors 0(Ue.) posséde exactement 4
composantes connexes. La distance (sur le cercle unité) entre chacune de ces composantes
dépend du produit rt. En effet, plus le produit rt est petit plus la distance est grande.

Il est en faite possible de généraliser le résultat 3.1 au cas ot r = ¢t = 271/2. Pour cela on
a besoin de la notion d’opérateur fibré.



Définition 3.3. Soient H' un espace de Hilbert séparable et (X, ) un espace mesuré ou p est
une mesure o-finie. Soit l’espace de Hilbert H = L? (X, du,?—[’), on note :

@
’HZ/ H dp.
X

Une fonction A(.) de X dans L(H') est dite mesurable si pour tout ¢, € H' Uapplication
(9| A(.)Y) est p-mesurable. On note L°(X,dp, L(H')) Uensemble des fonctions mesurables de
X dans L(H') telles que :

| Alloo = ess supl| A(z)[| () < o0

Définition 3.4. Un opérateur borné A de H est dit décomposable si il existe une fonction
A(.) dans L™ (X, du, L(H')) telle que pour tout ¢ € H on ait :

Pour tout x € X, (A¢)(z) = A(z)d(z).

Les opérateurs A(x), © € X sont appelés fibres de A et on note :

D
A:/X A(z)du(x).

Proposition 3.3. Soit A = f)?A(x) du(z) un opérateur fibré de H tel que A(.) soit mesurable
et A(z) unitaire pour tout x € X. Dans ce cas on a que X\ appartient a o(A) si et seulement
st pour tout € > 0,

u({fv € X tel que o(A(x))N]A — e, A + €[# @}) > 0.

Démonstration. Une preuve est faite dans [5] (théoréme 13.85) dans laquelle les fibres A(x)
sont supposées auto-adjointes. Elles ne sont pas forcément bornées donc une autre notion
de mesurabilité que celle que l'on a introduite ici doit étre considérée. Néanmoins la preuve
fonctionne pour les opérateurs dont les fibres sont supposées unitaires. O

Dans le cas qui nous intéresse on a bien a faire & un opérateur fibré dont les fibres sont les
matrice M(y) de C* pour y € [—n,7]2. Comme les valeurs propres de la matrice M (y) sont
continues on en déduit que le corollaire 3.1 reste valable méme lorsque r = ¢ = 272,

4 Le modéle de Chalker-Coddington avec symétrie verticale.

Dans la partie précédente on & supposé que toute les matrices de scattering étaient iden-
tiques (symétrie verticale et horizontale). Ici on s’intéresse au cas de la symétrie verticale
seulement. Pour cela on se donne une collection de matrices de scattering (.5;);ecz et on consi-
dére le modéle de Chalker-Coddington introduit précédemment (partie 2.1) avec ’hypothése
supplémentaire suivante :

Pour tout j € Z on a S, = S; pour tout k € Z.

Notre but est de nous ramener & une marche quantique Uy(y) en dimension 1 ou y € [—m, 7]
est le parameétre introduit lors de la transformation de Fourier selon I'axe vertical. On définit
ce qu’est une marche quantique en dimension 1 dans I’annexe A.



4.1 Transformation de Fourier selon ’axe vertical.

Soit Y I'espace des fonctions f = (f1, f2)* € L2([—m, @], £2(Z,C?),d\/27) telles que f €
LQ([—W,W],€2(Z, (C)) est m-périodique et fo est m-antipériodique. On définit application F
sur H et a valeurs dans ) de la maniére suivante. Si ¢y € H est de coordonnées dans la base

canonique notées (111(]', k))]k oy, alors :
‘If‘?(y)> ,
F = J ® |7)-
=3 (yie)
Ou:
(4.1) W(y) = ez V(5. 2k)eY et W(y) = 3z 9 (), 2k + 1)elPHHDY.

Remarque 4.1. L’application F est unitaire. En effet, sont image est dense dans Y et c’est
une 1sometrie :

27
IR = [ (X w2008 + o 2%+ 1F) 5

JEZ " keL

= [[4][z-

0

maintenant a 'action de FU..F~! sur les vecteurs de la forme suivante. Soient j, k dans Z :

On note | + 1) = <1> et | —1) = <(1)) les deux vecteurs de base de C? On s’intéresse

y— €M) + 1) @ [27), y e 4 1) @ |25 4 1)

et y = RV 1) @ [25), gy Y| — 1) © |25 4 1)

Ainsi on a :
FULF e | +1) ©125))(y) = —laje¥eM] — 1) @ [2)
+ro;e?R| + 1) ® (25 + 1)
FULF e[+ 1) @25+ 1)) (y) = rayjpae Ve —1) @ (25 + 1)
+toi41€2M] +1) ® (25 + 2)
(4.2) , o
FULF (R0 1) @ [2)) (y) = roj—1eWelGRHv] 4 1) @ |25)

—tgj_lei(mﬁ_l)y‘ - 1> & ’2] - 1>

FULF P 1) @ (25 + 1)) (y) = toje WGy 4 1) @ |25 + 1)
+T2j€i(2k+1)y’ — 1> & |2j>

v

Proposition 4.1. Si {b\ = ZjeZ (WJ
J

) ® |j) € YV ou 5 et ¥¢ sont définis comme dans (4.1)

alors :

FULF ()= (i]]) @1

JEZL J



5:(y) = Z <T2j—1w(2j7 2k — 1) + tg;19(25 — 1, 2k))e”ky

kEZ

gj<y) = Z ( - tzjw(Qj, 2k) + 7“2]-1/1(23' +1, Qk))ei(2k+1)y
kez

VoY) = Z (T2j1/1(2j, 2k) + tojp (25 + 1,2k + 1))6i2ky
keZ

\I/gj+1(y) = Z ( — t2j+11/}(2(j + 1), 2k + 1) + T2j+11/)(2j + 1, 2(]{: + 1)))ei(2k+1)y'
kEZ

La forme de lopérateur FU..F ! rappelle celle d'un opérateur de marche quantique uni-
dimentionnelle (voir annexe A pour la définition d’un tel opérateur). Les marches quantiques
modélisent la dynamique de particules (comme les électrons) a partir de leurs états de spin
qui sont ici modélisés par les vecteurs | + 1) et | — 1).

4.2 Lien avec les marches quantiques et propriétés de 1’opérateur.

Proposition 4.2. Soit y € [, 7|, FUF 1(y) est unitairement équivalent ¢ une marche
quantique en dimension 1 dont les matrices agissant sur les spins sont :

tyj1  roj1€ roj  tojem
C2j—1 = ( ! iy J et ng = J J .

roj—1e” Y —lgi1 —tyje™ 1y

Démonstration. On définit application unitaire I : C2®¢%(Z) + ¢?(Z) de la maniére suivante.
Soit j € Z :
I(| = 1) ®15)) = [2j)
I([+1)®@15) =127 +1).

On note [7; pour FU.F 1. Les égalités (4.2) nous permettent d’écrire I'application
IU..I~! défini sur £2(Z) sous la forme matricielle suivante :

0 ry1e™™  —tgj
toj 2 0 0
0 0 *tg ~eiy T4
4. M = . J J
(4.3) (v) toj 1 ro;_1€W 0 0 ‘
0 0 ng_,_le_zy
725 tgjefly 0

Tous les coefficients en dehors de cette diagonale de blocs sont nuls. Ici le premier 0 écrit
sur la diagonale correspond au coefficient (45 — 2,45 — 2) de la matrice. Ainsi on reconnait
(voir annexe A) I'écriture matricielle d’'une marche quantique en dimension 1 dont les matrices
agissant sur les spins sont bien celles annoncées dans la proposition (il suffit d’identifier les
coefficients).

O]

Il est en faite possible de factoriser la phase dans l’expression matricielle de la marche
quantique a y € [—m, 7] fixé.

10



Proposition 4.3. Soit D(y) = Diag(...,e ¥, e~ W e e~ .. .) ou "Diag" signifie que
D(y) est une matrice diagonale dont les termes sont explicités dans la parenthése. Le premier
coefficient dans ’écriture précédente correspond par exemple au coefficient (45 — 2,45 — 2)
de la matrice D(y). On a alors que M(y) est unitairement équivalent o D(y)M(0) en tant
qu’opérateur de multiplication sur Y.

Démonstration. Plus généralement, soient o = (o )kez, 0 = (0k)kez et T = (Tk)kez des suites
réelles. On se donne une matrice de la forme suivante :

EOEE N
* %X ¥ %

(4.4) M(a,0,7) =

* X X %
* X X X

Ou les blocs matricielles 4 x 2 sont de la forme :

wie 102 +02j 1) p—iagj—Taj—1) 4 o—i(025+025-1) i(T2j+725-1)

oo t02i+025-1) p—i(azj—azj—1)  4;o—i(02+02j—1) i(T2+o2j-1)

wie— 024025 41) o —i(T2jFa2j11)  Ge—i(02+02511) pilazj—azjt1)
we— 021025 41) o—i(T2j+72541) (02 +025+1) pilaz;—T2541)

x et o sont des coefficients réels que I'on ne précise pas. Les terme avec ¢ sont ceux placés
sur la diagonale de la matrice M («, 0, 7). Le lemme 3.2 de [2| nous dit qu'il existe un opérateur
V' unitaire tel que :

M(a,8,7)=VM(a,6,0)VL

Un corollaire est que pour n’importe quelle autre suite 7 = (7 )kez de réels, M(«, 0, 7) est
unitairement équivalente & M («, 6, 7). Soit y € [—m, 7], on veut appliquer le résultat précédent
a la matrice M(y) de (4.3). Le lemme 2.6 de [1] nous dit que M (y) peut ce mettre sous la
forme (4.4). On note alors :

M(y) = M(a(y),0(y), 7(y))-
Ou a(y), 6(y) et 7(y) sont des suites réelles indexées par Z qui font que M(y) est bien de la
forme 4.4. Ainsi, en prenant 7(y) définie de la maniére suivante :
_ T(Y)k si k est paire
Tk = . -
T(y)r £y  sik est impaire.

on obtient que M (y) est unitairement équivalente a M (a(y), 0(y), 7(y)) qui s’écrit de la maniére
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suivante :

0 ng_le_iy —tgj_le_iy
t2j72e—iy 0 0
0 0 —tgj eiy 7’2]‘ eiy
t2j71€iy T‘ijleiy 0 0
0 0 T'2j+1€7iy
nge_iy tzje_iy 0

Enfin, un calcul montre que l'on peut factoriser les phases e et e~® pour obtenir que
M(a(y),0(y),7(y)) = D(y)M(0) ot D(y) est la matrice diagonale introduite dans ’énoncé de
la proposition. O

Remarque 4.2. On retrouve une partie des symétries énoncées dans la partie 2.2. En effet,
on avait défini S sur H = (*(Z?) par :

S(lj k) = (=1 |, k) ou (j k) € Z°.

On considére IFULF1IY ou I : C? @ (?(Z) v (*(Z) est lapplication introduite dans la
preuve de la proposition 4.2. C’est 'opérateur de multiplication par M (y) sur Y. Ay € [—n, 7]
fixé M(y) envoie respectivement un vecteur de la forme |4j),|4j + 1), |45 + 2), |45 + 3) sur
un vecteur dans Span(|4j + 1), |4j — 2)), Span(|45), |4 + 3)), Span(|4j), 4] + 3)), Span(|4j +
2),14(j + 1)+ 1)). De plus on a les égalités suivantes, pour tout j € 7 :

|47) —[47)
TFSF-11-1 |45 + 1) _ |45 + 1)

145 +2) 45 + 2)

|47 + 3) —|47 + 3).

On note S pour IFSF~YI~Y. Comme la forme de la matrice M (y) ne dépend pas de y (seul
une partie des coefficients varient avec y) on peut écrire :

SMS =-M
Ou M est lopérateur de multiplication par M (y) sur Y. Par conséquent on obtient que p(M) =
—p(M).
5 Chalker-Coddington avec interface séparant deux classes de

matrices particuliéres.

5.1 Description du modéle.

Soient jg, j1 € Z, jo < j1, on s’intéresse ici au modéle suivant :
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C’est & dire que 1’on suppose toujours qu’il y a une symétrie verticale et on fait les hypothéses
supplémentaires suivantes :
— Pour tout j < 2jg, les matrices de scattering S; sont identiques égales a :

0 -1
=)
Cela correspond au cas 7 = 0 et t = 1 dans la description générale faite du modéle dans
la partie 2.1. Cela se traduit par le fait que dés qu’une composante d’un vecteur rentre
sur une plaquette ol la matrice de scattering est Sy alors "on tourne a gauche". Par
exemple, si la composante entrante était de la forme |27, 2k) (on rentre sur la plaquette
par le bas) il y aura qu'une seul composante sortante qui sera |27, 2k + 1). De méme
avec |25 + 1,2k + 1) comme composante entrante (par le haut) et |2j + 1,2k) comme
composante sortante.
— Pour tout j > 271 + 1, les matrices de scattering S; sont identiques égales a :

10
o)

Cela correspond au cas r = 1 et t = 0. Dans ce cas "on tourne a droite" lorsque qu’on
rentre sur une plaquette dont la matrice de scattering est Sy.

— Pour les j tels que 2590 + 1 < j < 2j; les matrices de scattering sont quelconques. Elles
constituent ce que l'on appelle ["interface entre les deux classes de matrices décrient
précédemment.

Notre but est de comprendre le spectre de ce type d’opérateur de Chalker-Coddington. En
particulier de montrer que quelque soit 'interface on aura toujours que le spectre continu de
U.. contient tout le cercle unité.

Proposition 5.1. {+1,+i} C p,(Us) le spectre ponctuel de U et ces valeurs propres sont
nfiniment dégénérées.

Démonstration. Soit j € Z tel que 2j < 2jo. Pour tout k € Z, les sous espace Hy(j, k) =
Span {27, 2k), |24, 2k + 1), |2j — 1,2k + 1),]2j — 1,2k) } sont stable sous Up,.. Par conséquent,
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Uec restreint & Hy(j, k) est juste une matrice 4 x 4 de la forme :

0 0 01
-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 10

Ses valeurs propres sont exactement {41, +i}. Comme il y a une infinité de sous espace H,(j, k)
distinct stable sous U,. on a bien que chacune de ces valeurs propres est infiniment dégénérées.
On peut faire pareils pour les sous espaces Hq4(j, k) = Span {|2j, 2k), |25 + 1,2k), |25 + 1,2k —
1), 27,2k — 1>} ou k €Z et j €7Z et tel que 251 + 1 < 25. On obtient alors les mémes valeurs
propres. L]

Proposition 5.2. H; = Span{\2jo +1,k),... 251+ 1,k), k € Z} est stable sous Ug,.

Remarque 5.1. Dans toute cette partie (5) on a supposé que les matrices de scattering appar-
tenant a linterface couvraient toutes les plaquette dont les coordonnées sont comprises entre
2j0+1 et 251 inclus. En effet, c’est dans ce cas que l’on obtient le comportement le plus simple.
On aurait trés bien pu supposer que que les matrices de scattering appartenant a linterface
débutaient sur une plaquette dont la coordonnée sur Z était de la forme 2jy et quelle terminées
sur une plaquette de la forme 251 + 1. Dans ce cas le comportement est un peu différent, les
sous espace stable sous l'opérateur ne sont pas tout a fait de la méme forme mais tous les
résultats restent les mémes. Pour un exemple voir 5.1.

Dans la suite on se contente donc d’étudier U, restreint & H; que ’on note UCC‘HI. Avant
de montrer le résultat dans le cas générale on s’intéresse au cas particulier suivant.
5.2 Dans le cas ou il n’y a pas d’interface.

Dans cette section on suppose qu’il n’y a pas d’interface, S; = S, pour j < 2jg et S; = Sy
pour j > 2jp ol jo € Z est fixé. On représente ce cas comme suit :

On commence par ce ramener a la forme matricielle de 'opérateur en utilisant la proposi-
tion 4.2. De plus par la proposition 5.2 sur la stabilité de I'opérateur & I'interface, on obtient
le résultat suivant :
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Proposition 5.3. Soit Vs le sous-espace hilbertient de LQ([—T(',TF],(Cz) des fonctions f =
(f1, f2)T telles que f1 € L? est m-antipériodique et fo est T-périodique. Uccp, est unitairement
équivalent a l'opérateur de multiplication sur Yo par la matrice :

M(y) = (egy eoiy> :

Ay € [, 7] fixé les valeurs propres de la matrice M (y) sont {4-¢~%}. Par un raisonnement
similaire & celui effectué dans la partie 3.2 on a :

Proposition 5.4. Le spectre absolument continu de Ucep,» €t donc celui de U,.. non restreint,
contient tout le cercle unité. De plus le spectre ponctuel de U.. est donné par { + 1,:|:i}
(proposition 5.1)

On donne 'exemple suivant en guise d’illustration de la remarque 5.1.

Exemple 5.1. On se place toujours dans le cas ot il n’y a pas d’interface. Néanmoins on
suppose que la transition entre les matrices de scattering de la forme Sy et celles de la forme
Sy est positionnée de la maniére suivante : soit jo € Z,

— Pour tout j € Z tel que j < 2jo+1, S; = 9,.

— Pour tout j € Z tel que j > 250 + 1, Sj = S4.

Ainsi on représente le modéle par :

Dans ce cas Uopérateur Uecjz, est unitairement équivalent a lopérateur de multiplication
par la matrice M (y) (celle de (5.1)) défini sur un sous-espace hilbertient Vs de L? ([—m, w], CY).
Vs est Uespace des fonctions f = (f1,..., fe)T telles que fi € L? est w-périodique si j est paire
et w-antipériodique si j est impaire.

(5.1) M(y) =

oo R O oo
_ o O O OO
[N eNel =]



Par conséquent on obtient a nouveau que le spectre continu de ['opérateur de multiplication
par la matrice M(y) contient tout le cercle unité. La différence avec le cas précédent (celui
de la proposition 5.4) est qu’indépendamment aucune valeur propre ne parcourt tout le cercle
lorsque y varie dans [—m, 7).

5.3 Spectre de 'opérateur restreint a une interface quelconque.

On revient au cas générale introduit en 5.1. On note n la longueur de 'interface. Dans le
cas que 'on considére n est toujours paire : n = 2(j1 — jo) + 2.

Proposition 5.5. Le spectre absolument continu de Uccjz, contient tout le cercle unité.

Corollaire 5.1. Du fait des proposition 5.5 et 5.1 on a que le spectre absolument continu de U,
est tout le cercle unité et le spectre ponctuel est { +1, :l:i}. De plus les valeurs propres (celles
introduites dans les preuves des propositions) sont continues en y donc le spectre singulier
continu est réduit a l’ensemble vide.

Démonstration. (Proposition 5.5)

Soit Yy le sous-espace de LQ([—ﬂ',T{'],CN) des fonctions f = (f1,... fn)7T telles que f; € L2
est m-périodique si j est paire et m-antipériodique si j est impaire. UCCIHI est unitairement
équivalent a l'opérateur de multiplication par M (y) sur Yy ou N =2+ 2n et :

0 rojor1e”Y  —tojop1e” Y

e~ 0 0
0 0 —tgjl eiy 7‘2j1 eiy
M(y) = . o
t2j0+1ely r2jo+161y R 0 0

0 0 e W
T2, e t2j1€fzy 0

Elle peut aussi s’écrire sous la forme M (y) = D(y)M(0) ou
D(y) = Diag(e ™, e™ ", e, ... Y e ).

Plus précisément D(y) est la matrice diagonale dont les coefficients s’organisent de la maniére
suivante :
— Le premier et le dernier coefficient est de la forme e=%.
— Entre ces deux coefficients on a une succession de blocs diagonaux Diag(e=%,e%) ou
Diag(et®,e~%) dont le nombre totale est n (longueur de I'interface).
Ces résultats sont une conséquence des propositions 4.2 (pour I’écriture sous forme matricielle)
et 4.3 (pour la factorisation de la phase).

Comme y — det(M(y)) est 2m-périodique on peut définir sont indice noté Ind(det(A/)). D'une
part on a que pour tout y :

det(M (y)) = det(D(y)) det(M(0)) = e2Y donc Ind(det(M)) = —2.
D’autre part My) est unitaire donc on peut la diagonaliser dans une base de vecteurs propres.

On note A1(y),...,An(y) les valeurs propres associées. Ainsi on a :

N
Ind(det(M)) = Ind(] [ X))
j=1
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On aimerait maintenant en déduire qu’il existe un ensemble de valeurs propres telles que I'union
de leurs supports lorsque y parcours [—m, 7] donne tout le cercle unité. Soit yo € [—m, 7] un
point non exceptionnel (i.e pour lequel les valeurs propres sont toutes différentes), on sait que
les points exceptionnels sont en nombre fini sur [—m, 7| (voir [4]). Comme y — M (y) est 27-
périodique on a que les ensembles {A1(yo), ..., An (o) } et {Ai(yo+27),..., An(yo+27)} sont
les mémes. Par conséquent il existe une permutation o € Sy (comme yg est non exceptionnel
on a bien N éléments distincts) telle que :

Aoy (¥0) = A1(Yo + 27), - - -, Aov) (o) = AN (yo + 27).

De plus o se décompose en cycles a supports disjoints que 1'on note 7,, ¢ = 1,...,s. Ainsi
pour tout ¢ € [1, k], H]ESupp ) Aj est 2m-périodique donc on peut définir son indice et comme
|_| Supp(ry) = {1,...,N} on a que :

q=1

—2 = Ind(det(M Zlnd T »

JESupp(7q)

Par conséquent il existe gy € [1, k] tel que :

(5.2) Ind II ) #o

JE€Supp(7¢q)

Soit & C [—m, 7] 'ensemble des points exceptionnels (qui sont en nombre fini). On note
{a1,...,ap} = Supp 7y, pour tout y € [—m, 7] \ € on a les relations suivantes :

Aay (Y +21) = Ay (¥), -y Aap s (Y +27) = Aa, (1), Ao, (y +27) = Aoy (¥)-

Avec (5.2) on en déduit que I'union des supports des A; pour j € Supp(7y,) donne tout le
cercle unité. Cela conclut la démonstration. O

6 Vecteurs propres généralisés.

Dans cette partie on s’intéresse au modéle de Chalker-Coddington avec symétrie verticale
pour lequel les matrices de scattering se répartissent de la maniére suivante :
— Pour j <0 on suppose que S; = S, ot

0 -1
5, = (1 : ) .
— Pour j > 0 les matrices de scattering sont toutes égales & une matrice S € O3(R) que
I’on note :
S = (r _t) onr? 42 =1.
t r
On suppose en plus que rt # 0.

Remarque 6.1. Les sous espace H_ = Span (\j, k),7 <0,k € Z) et Hy = Span(!j, k),j >
1,k e Z) sont stables sous Uy et H=H_ H H.
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On rappelle que sous I’hypothése de la symétrie verticale on a que U, est unitairement
équivalent a l'opérateur de multiplication par la matrice M(y) (définie en (4.3)) sur l'espace
Y C L([~m,n],4*(Z)). Dans ce cas particulier M (y) a la forme suivante :

0
0 0 —teW r
; _

0 0

r te™"

Le premier 0 sur la diagonale correspond au coefficient (—1, —1) de la matrice. A y € [—7, 7]
fixé M (y) est un opérateur sur ¢2(Z).

Remarque 6.2. La décomposition de H faite dans la remarque 6.1 se lit aussi sur la matrice
M(y). Pour tout y € [—m,m| on peut écrire £2(Z) comme la somme directe des deuz sous
espaces stables suivants :

Span (|5),7 <1) et Span(|j),j > 2).

On s’intéresse maintenant & I’équation aux vecteurs propres généralisés pour l'opérateur

M (y) sur ¢%(Z) :

(6.2) M(y) = 2.

Ou z € C est sur le cercle unité et v est une suite complexe indexée par Z. Dans un
premier temps on ne rajoute aucune condition sur une quelconque convergence de i en plus
ou moins l'infini. On s’intéresse seulement & une construction récursive de . Ensuite on verra
sous quelles conditions (sur y et z) il est en fait possible d’obtenir un vrai vecteur propre dans
?%(Z) pour l'opérateur M (y) et la valeur propre z.

6.1 Matrices de transferts.

On note U le cercle unité de C. Soient donc z € U et y € [—, 7] fixés. Etant donné la
remarque 6.2 on se rend compte que le fait que ¢ soit une solution de I’équation aux vecteurs
propres généralisés (6.2) n'impose pas de conditions sur une relation entre les 1); pour j < 1
et les ¢; pour j > 2. Par conséquent on s’intéresse aux relations entre les coordonnées de 9
seulement pour les j > 2.

Proposition 6.1. Si v = (¢;) ez est solution de I’équation (6.2) alors :
(6.3) e Wby — 213 = 0.
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Et pour tout j > 1 :
( Yaj > _ <¢4g 2 )
Yaj1 Pyj-1
<¢4j+2> _ ( Y >
et =
Yaj+3 Yajy1
Ty et T1 sont ce que l'on appelle les matrices de transferts et elles sont définies par :

_Zz T e~y
_ t t
To = <_reiy 1 >
t tz

z Loty
et T1=<tr_~y T1>-
te 1
T rz

Démonstration. Ces égalités proviennent juste de l'écriture de I'équation (6.2) sous forme
matricielle. ]

Remarque 6.3. On a det(Ty) = —1 et det(Th) = 1.

Par récurrence on obtient ainsi que pour tout 7 € N* :

Yoj \ _ A P2
o (55 )=t (%)

Ou 0(27) = 0 si j est paire et §(25) = 1 si j est impaire. Par conséquent si j > 3 est impaire

on a :
< V2 > i-1)/2 <7!)2>
P41 3
Ou
(6 5) . - _% _ e2zy ze—iy + TIZ e
. — 1 0 pu—

Remarque 6.4. On a del(T) = —1 et Tr(T) = L (272 — 22) — 2isin(2y).

rt

Dans la suite on cherche & savoir si il est possible d’obtenir un vecteur 1 dans ¢?(Z) qui
satisfasse I’équation (6.2). Bien str cela dépendra de y et z.

6.2 Conditions pour avoir un vecteur propre dans (*(Z).

Soient y € [, 7] et z € U fixés, z = € ot § € [—7,7]. On note Ay, Ag les valeurs propres
de la matrice T" obtenue en (6.5). Comme det(7') = —1 on a |A;| |A2] = 1. Il s’agit de savoir si
I’'une des valeurs propres de T' est de module strictement plus petit que 1 et s’il est possible de
trouver un vecteurs propre pour cette valeur propre dont les coordonnées satisfont 1’équation

(6.3). En effet :

Proposition 6.2. 5i T posséde une valeur propre A de module strictement inférieur a 1 et
un vecteur propre n dont les coordonnées satisfont (6.3) alors il existe 1 € (*(Z) solution
Ty = 2. C’est a dire que z est une valeur propre de la marche quantique Uy(y).
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Démonstration. 1l est possible de construire (¢;);ez de la maniére suivante :
— Si j > 4 on obtient 1; par récurrence grace a la formule (6.4) & partir de la condition

initiale s
2\ _
<¢3> -

— Si j <1 on peut prendre ¢; = 0. (remarque 6.2)

Par construction on a que 9 est solution de (6.2). En effet, on a supposé que les coordonnées
de n satisfont (6.3) . Il reste & vérifier que 1 est bien dans ¢*(Z). Comme 1; = 0 pour tout
j < 1il n’y a aucun probléme en moins U'infini. De plus si j > 3 est impaire alors comme 7
est un vecteur propre de T pour A on a :

[ < UV et ] < INUD2 ],
De méme si j > 2 est paire alors :
[ < 1 Toll X922 n]] et [aja| <[ Toll MU=

Comme |A| < 1 on a bien que ¥ € ¢%(Z).

Remarque 6.5. On définit les exposants de Lyapunov dans le cas qui nous intéresse :

j—too | |

St pour z et y donnés les deux valeurs propres de la matrice T sont de module égale a 1 alors
on a que 4+ est nul. Par conséquent z appartient au spectre de M (y) mais comme z ne peut
pas étre une valeur propre on a que z est dans le spectre continu de M (y).

On regarde le comportement des valeurs propres de la matrice 7'
Proposition 6.3. Siy € [, 7] et 2 = € € U sont tels que :
1. .
|—t sin(260) + sm(Zy)} > 1.
r

Alors une des deux valeurs propres de T est de module strictement inférieur a 1. Sinon A1 et
Ao sont de module égale a 1.

Démonstration. On note \; = pe'® ol p € R* et o € [—7, 7). Comme A\ Ay = det(T) = —1 on
a que Ay = —p~le . De plus :
AL+ Ao = Tr(T) 1(1 2) 2isin(2y)
=Tr(T)=—(— — — 2isin
e rt\z2 ! 4

1
- —Qi(—t sin(20) + Sin(2y)>.
r
En prenant les parties réelles et imaginaires on obtient :

{COS(a)(p —p7h) =0

sina)(p+ ') = —2( % sin(20) +sin(2y)) (1) ou (2) ou (3).

~—
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(1) -~ ‘- 7T_/12 1 o i
p+pt= _2<E sin(260) + Sln(2y)>

(2) & {a:__T/Q 1o .
p+pt= +2<E sin(260) + Sln(2y)>

3) {p,: ! 1. .
sin(a) = — (E sin(26) + Sln(2y)>

Comme p > 0, il y a exactement deux couples (p,«) solution (1) si et seulement si
(rt)~1sin(20) + sin(2y) < —1. Dans le cas ot (rt)"!sin(20) + sin(2y) = —1 les solutions
sont telles que p = 1. Dans les autres cas, i.e (rt)~!sin(26) + sin(2y) < —1, une des solution
est telle que 0 < p < 1 et autre telle que 1 < p.

Le raisonnement est le méme pour (2) a une différence prés : la condition pour qu'’il y ait des
solutions telles que p # 1 est (rt)~!sin(20) + sin(2y) > 1.
Enfin (3) posséde exactement deux solutions si et seulement si |(rt) ™! sin(20) + sin(2y)| < 1.
Néanmoins ces solutions sont telles que p = 1.

O]

Remarque 6.6. Si 0 = +x/4 alors il n'existe pas de y € [—m, | tel que z soit une valeur
propre de M (y).

Dans la proposition 6.2 on a également supposé qu’il était possible de prendre 1 € C? qui
soit vecteur propre de T et dont les coordonnées satisfont I’équation (6.3).

Proposition 6.4. Il existe n € C? un vecteur propre de T (non nul) pour la valeur propre
A et tel que ses coordonnées satisfont l’équation (6.3) si et seulement si les deuz conditions
sutvantes sont vérifiées :

(6.6) 2 e { + ei%,iei%&}.

Ou € €]0, 7| est tel que :

(6.7) c?s(f) = rcos(2y)
sin(¢) = /1 —r2cos?(2y).
2 . —21
BtA=—-% — e o= 4 L
Démonstration. Comme les coordonnées de n satisfont 1’équation (6.3) il existe x € C tel que

n = li(l, z_le_iy)T ainsi le systéme d’équations pour le vecteur propre de T pour la valeur
propre A devient :

2 . —2i
_ 2 oy e 1) -
K rt € A+ t + rz2 ) T 0
_ze—iy _ €Y | eTW 4 e A —iy)
K 7€ tz + rtz3 z 2 € =0.
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Donc on peut prendre k # 0 si et seulement si :

2 . —2;
_zZt g2y e 1
{ rt e + t + rz2 A

_z—iy €Y e | T3 A iy
~e — T Ze =0.

+
{—fj — e 4 Lfiy + L=

rtz3 z
rz?2

24— 2rcos(2y)z2 +1 =10
2 . —21
- —Z —ef ey L=
z € { £ el/2 Lei/2)

Ou & €]0, 7] est tel que :

{cos(f) = rcos(2y)
sin(§) = /1 —r?cos(2y)?.
O

Remarque 6.7. Dans le cas ot z € { + ¢1€/2, ie‘i5/2} on a que A = —% — e 4 % + #
est bien solution d’un des systemes (1) ou (2) que l'on avait posé dans la démonstration de

la proposition 6.3. Si z = £e*/2 alors X = —i(1 + )t~ (r~1y/1 — 12 cos(2y)? + sin(2y)) et si
z=xe /2 glors A = —i(1 + )t~ (—r~1/1 — r2cos(2y)? +sin(2y)). On en déduit :
Al = (1+ t)t_1’ + 711 —r2cos(2y)? + sin(2y)‘.
Finalement on obtient le critére suivant :

Proposition 6.5. Soit y € [—m, x|, z € U est une valeur propre de M(y) si et seulement si
2 = F¢il/2
(1+ t)(rt)*1< 1 —1r2cos(2y)? + rsin(2y)> <1

z = te%/2
(L+0)(rt) ! (T — 17 cos(2y)? - rsin(2y)) <1.
Ou & est défini par (6.7).

Remarque 6.8. Sur la proposition 6.5.

— Le "ou" de la proposition est exclusif. Les deux inégalités ne peuvent pas étre vérifices
simultanément.

— 1l est possible d’avoir les inégalités des systémes seulement dans le cas ot :
(6.8) ré¢ [-1/v2,1/V2].

— Dans le cas ot la condition (6.8) est vérifiée alors l'inégalité du premier systéme cor-
respond auz y € [—m, | tels que :

1—r2

sin(2y) < ———

r
Et linégalité du deuxieme systéme correspond auz y tels que :

1— 72

sin(2y) > —5—.

r
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7 Annexes.

A Sur les marches quantiques.

On donne ici une définition de ce qu’est une marche quantique (déterministe) en dimension
1. Soit H = C%2® (?(Z). La notation employée pour définir H est une commodité, on peut voir
H comme £2 (Z,C2). L’opérateur de marche quantique est obtenu par composition de deux
opérateurs : celui agissant sur ce qu’on appelle les spins (modélisés par des éléments de C2),
et celui générant le shift sur Z. On commence par munir 4 de sa base canonique que ’'on
note {|7) ® [j),7 = xtletj € Z}. {|7),7 = £1} est la base canonique sur C? au sens ou

|+1) = <(1)> et |—1) = <(1)) {|5),7 € Z} est la base canonique de ¢*(Z) au sens o si j € Z

est fixé, [j)(k) = d; 1 pour tout k € Z.

On définit maintenant les deux parties de I'opérateur de marche quantique :

— Soit (C(j))jez une collection de matrices unitaires. On note C'® 1 'opérateur agissant
sur les spins. Si ¢ = 3,797 ()| +1) @ [7) + ¥~ (j)] — 1) @ |5) est un élément de H

(pour tout j € Z, ¥ (j),v~(j) € C) alors :

CRL)W) =Y v (H(CHI+1) i)+~ () (CH)| - 1) @)

JET

— On note P;,7 = #1 les projecteurs orthogonaux sur les éléments de base de C2. On
définit alors I'opérateur de shift par :

S= Y Pali+n{l

jE€Z,T=%1

Définition A.1. On définit l'opérateur de marche quantique sur H par :

Uy=8C®1)= Y  PCy{ e+l
JjEZ,T=%1

Proposition A.1. Pour tout j € Z on note :
N [a5 G
ci)= (3 §)cw©,

Uy est unitairement équivalent a un opérateur sur 0%(Z) qui se met sous la forme matricielle

sutvante :

0 b dj
C]_l 0 0
M= 0 0 bjy1 djp
aj ¢ 0 0
0 0  bjto

aj+1 ¢+ 0
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Démonstration. 11 suffit de considérer 'application J : C? ® ¢*(Z) + (?(Z) définie par son
action sur les vecteurs de base de la maniere suivante :

127) siT=+1
2j+1) siT=-1

J(Im) @ 15)) = {

J est unitaire et on a M = Jqufl.

B Opérateur d’entrelacement.

On se place sur un espace de Hilbert quelconque. Soit P(y) un projecteur dépendant
analytiquement de y € [—7, 7]? ot d € N*. L’opérateur d’entrelacement permet d’obtenir une
base de Ran (P(y)) pour tout y a partir d'une base de Ran (P(O)) et de sorte que chaque
vecteur de base soit analytique en y. Les preuves des résultats suivant sont faites dans [4].

Proposition B.1. Si P(y) est un projecteur analytique en y alors il existe un opérateur dit
d’entrelacement noté T, tel que :

— Ty est analytique et pour tout y, 7;_1 existe et dépend analytiquement de y.

— Pour tout y on a EP(O)E_l = P(y).

Proposition B.2. Soit N € N*. Si Pi(y),...,Pn(y) sont des projecteurs qui dépendent ana-
lytiquement de y et tels que :

Pi(y)Pp(y) = 6,0 Pu(y) et XL Pily) = 1.

Alors il existe un opérateur d’entrelacement T, commun a tout ces projecteurs. C’est a dire
que pour tout j € [1,N], Ty est un opérateur d’entrelacement pour Pj.

Dans le cas qui nous intéresse on a d = N = 2 et si la matrice M (y) de 'expression (3.1) ne
posséde pas de points exceptionnels alors les projecteurs propre vérifient toutes les hypothéses
de la proposition B.2 (I'analyticité des projecteurs dans ce cas est faite dans [4]). Ce résultat
permet de compléter la preuve de la proposition 3.2.
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