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M1 Mathématiques générales

TD1 : rappels de calcul différentiel et d’équations différentielles

Exercice 1.
Pour toute fonction g : R® — R de classe C?, on définit le laplacien de g
par

Soit f : R™ — R de classe C?. Montrer que, pour toute isométrie linéaire
A:R" —» R",
A(foA)=AfoA.

Exercice 2.
Pour tout M € M, (R), on pose f(M) = det M.
1. Montrer que f est de classe C*° et calculer df . Indication : on pourra
d’abord calculer df (I,), puis df (A) si A est inversible, et enfin traiter
le cas général.

2. Soient I un intervalle de R, et A: I — M,(R) une fonction conti-
nue. Soient y1,...,yn : I — R™ des solutions de y'(t) = A(t)y(¢)
pour tout t € I. On pose w(t) := det(y1(t), ..., yn(t)) pour tout t € I.

(a) Montrer que, pour tout t € I, w'(t) = (¢r(A(t)))w(t).
(b) Si A est constante, calculer det(e'?).




Exercice 3.

Soit f : R" — R"™ de classe C'. Pour tout x € R", on dit que = est un
point critique de f si et seulement si df (x) n’est pas inversible. On note C;
l’ensemble des points critiques de f. L’ensemble f(Cy) est appelé ensemble
des valeurs critiques de f et on pose

Reg f:=R"\ f(Cy).

On notera qu’un élément de Reg f n’est pas forcément une valeur prise par
f.
1. On suppose f de classe C et que lim| 100 || f(x)]| = 400. On
note X := Reg f.
(a) i. Montrer que, pour tout y € R™, f=1({y}) est compact.

ii. Montrer que, pour tout y € X, f~*({y}) est fini. On notera
n(y) le cardinal de cet ensemble.
(b) Vérifier que {y € X; n(y) =0} est un ouvert de R™.
(¢) Soit k > 1 un entier.
i. Soit y € X tel que n(y) = k. Montrer l'existence d’un ouvert
U C R™ et d’un ouvert V contenant y tels que df(x) soit
inversible pour tout x € U et, pour tout y € V, l’équation
f(z) =9y a exactement k solutions dans U.
ii. Soit y € X tel que n(y) = k. Montrer qu’il existe un ouvert
W contenant y tel que, pour tout y' € W, toutes les solutions
de f(z) =y appartiennent a U.
iti. Déduire de ce qui précéde que {y € X; n(y) =k} est un ou-
vert de R™.
(d) Montrer que, si X est connexe, alors n est constante sur X.

2. Soit f : R™ — R" de classe C" telle que lim,|_, 4 || f(2)]| = +oc.
On suppose Reg f connexe et que Reg f N f(R™) # (. Montrer que
f est surjective.

3. Soit P un polynome sur C non constant. Déduire de ce qui précéde
que P est surjective.




Exercice 4.

Soient T > 0 et a,c,u : [0,T] — R des fonctions continues. On suppose
que, pour toutt >0, a(t) >0 et

u(t) < c(t) —1—/0 a(T)u(r)dr.

Montrer que, pour tout t > 0,

u(t) < cft) + /0 clratrje (/

On pourra définir

t

a(s)ds) dr.

et écrire une inégalité différentielle satisfaite par v.

Exercice 5.

On considére ’équation différentielle
u'(t) = (1 +cost)u(t) — (u(t))®. (1)

1. (a) Soient J C R un intervalle et v : J — R une solution de (1). On
suppose qu’il existe s € J tel que u(s) = 0. Déterminer u

(b) Soient ug > 0 et u la solution mazimale de (1) satisfaisant
u(0) = ug. On note J lVintervalle de définition de u. Montrer
que, pour tout t € J, avec t > 0,

0 < u(t) < uge?.

(¢) Montrer que toute solution maximale de (1) est définie au moins
sur [0, +o0].
2. On note ¢ le flot de (1) en 0. Pour tout v > 0, on définit p(v) =
w(2m,v) pour tout v > 0.
(a) Calculer p(0) et p’(0).
(b) Vérifier que p est solution d’une équation différentielle que l'on
résoudra.

(c) Montrer que (1) posséde une solution 2m-périodique & valeurs
strictement positives.




Exercice

6.

1.

Soit ug € R. Déterminer l'intervalle de définition de la solution
mazimale de u'(t) = (u(t))? telle que u(0) = uo.

Soient J un intervalle contenant 0 et v : J — R une fonction conti-
nue. On suppose que, pour tout t € J,

u(t) < exp (/Otu(T)dT) .

Montrer que, pour tout t € J avec t < 1, v(t) < %_t

On considére l’équation
u'(t) = (u(t)? + % (2)

Soit u la solution mazimale de (2) vérifiant u(0) = 0. On définit

2(t) == exp < /0 tu(s)ds) .

(a) Vérifier que z est solution d’une équation différentielle d’ordre
2, puis que 2’ (0) = 2"(0) = 23 (0) = 0.

(b) Chercher une solution de I’équation différentielle satisfaite par z
sous forme d’une série entiére, puis résoudre cette équation.

(c) En déduire qu’il existe T > 2 tel que u soit définie sur | —7,7][.




Exercice 7.

Soient I C R un intervalle et f: I x R™ — R™ une fonction continue. On
suppose [ globalement lipschitzienne par rapport 4 sa deuziéme variable,
au sens suivant : pour tout compact K C I, il existe C > 0 tel que, pour
tout t € K et tous u,v € R",

1f(t0) = f(tw)ll < Cllv = ul].

Soient tg € I et ug € R™. On veut montrer qu’il existe une unique solution
u € CYI,R") de

u'(t) = f(t,u(t)) our tout t € I,
{ u(to) = up. g (3)

1. On suppose d’abord I compact. Soit E ’espace des fonctions conti-
nues de I dans R™ muni de la norme

[ulloo == sup [lu(®)]] -
tel

On rappelle que E est complet pour cette norme. Pour toute fonction
u € E, on définit F(u) : I — R" par

F(u)(t) :=up + t f(s,u(s))ds.

(a) Montrer que u— N(u) := sup;c; e~ Sl =%l ||u(t)|| est une norme
sur E, et que, muni de cette norme, E est complet.

(b) Vérifier que F(u) € E pour toute u € E.

(¢) Vérifier que, pour toute u € E, u est solution de (3) si et seule-
ment si F(u) = u.

(d) Montrer que F est contractante de E dans E pour la norme N.

(e) Conclure.

2. Traiter le cas général pour I.




