Intégrales généralisées

* Supposons que (I(X,)), n'est pas majorée. Pour tout M > 0, il existe n, tel que
I(X,,) > M. Par croissance de I, on a donc que pour tout X € [X,, 0], [(X) > M.
Cela montre que /(X) tend vers +oco quand X tend vers b_.

O

Proposition 7.13. Soient a € R et b €la, +o0|. Soient f et g deux fonctions continues
par morceaux sur [a, b et telles qu’il existe m € [a, )] tel que

g(z) > f(x) >0 pourtoutz € [m,b].

Si lintégrale | Ib g(z) dz est convergente, alors Uintégrale | j’ f(x)dz Uest aussi.

Si lintégrale | f’ f(z)dz est divergente, alors Uintégrale f: g(z) dx Uest aussi.
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Intégrales généralisées

Proposition 7.14. Soient a € R et b €]a, +o0|. Soient f et g deux fonctions continues
par morceaux sur [a, b et telles qu’il existe m € [a, b] tel que

g(z) >0 et f(x) >0 pourtoutz € [m,b.

Supposons que f(z) ~ g(x) quand = — b~, alors les intégrales impropres fab flx)da et
? g(x) dz ont méme nature.

Supposons que f(x) = o(g(z)) ou que f(x) = O(g9(z)) quand x — b~. Alors
si lintégrale impropre fab f(z) dz diverge, fab g(z) dz diverge aussi
et si fab g(z) dz converge, jab f(z)dz converge aussi.
Démonstration : La stratégie est la méme que pour les séries. Il suffit de montrer
que I'équivalence, ou le petit ou grand o implique un encadrement, et ensuite d’ap-

pliquer le principe de comparaison précédent. Par exemple, si f(z) ~ g(z) quand
x — b~, alors il existe § > 0 tel que, pour tout z € [b — 4,b], 1 f(z) < g(z) < 2f(z). O
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Feuille 5 - Ex.4

Nature de fﬁoox -

Posons f(x) = Xre’ix. La fonction f est définie et continue sur
[1, 4-o0.
On a aussi f(x) > 0 pour tout x € [1, +oc].
(e —"
Pour x >eonalnx>lne=1lete*<1<e<x. y, A
Donc f(x)zﬁzizﬁ hJ 7/ ?/ R

z+¢? 24

On sait que f1+oo %dx est divergente.

Par le théoréme de comparaison d'intégrales de fonctions positives,

on en déduit que [;">° 2] dx diverge.
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Feuille 5 - Ex.4

Nature de fol i

x4-e—*

Posons f(x) = —I"X_ |a fonction f est définie et continue sur

x+e~X
10,1].
On a aussi f(x) < 0 pour tout x € ]0,1].

Quand x - 0onax+e X — 1.
Donc f(x) ~ Inx quand x — 0.

On sait que fol In x dx converge.

Par le théoréme de comparaison d'intégrales de fonctions négatives,

P 1
on en déduit que |, X—I:e)ix dx converge.
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Feuille 5 - Ex.4
Nature de f+oc c

VX

%

Posons f(x) = &~ La fonction f est deflnle ?icontmue sur -

10, +oc. C/l Sr’OthCWcMI‘

On a aussi f(x) > 0 pour tout x G 10, +oo[

En0: Jé[z)‘\’ et f ([XUL

Quand x — 0 on a e V¥ — 1, donc f(x) ~ %

On sait que fol %dx converge.
Par le théoréme de comparaison d'intégrales de fonctions positives,
on en déduit que fol f(x)dx converge.

En 400 :




Feuille 5 - Ex.4

e
Nature de foﬂo e dx

Donc

Ae_\/;( —u\/Z -1 VA
/1 \/;(dx—2[—e L =2(e"" —e V")

puis flA e\/gdx — 2 quand A — oo.

. VR
Ainsi [ €5 dx est convergente.

Finalement f0+°° e\_/\;/;

dx est convergente.






Feuille 5 - Ex.4

Nature de f0+oo (3x3 +1—vx2+ 1)dx

On pose f(x) = v/x3 +1—+/x2 + 1. La fonction f est définie et
continue sur [0, +o0|.

Cherchons un équivalent 5|mp|e de f en +o0.

On va utiliser le fait que L 0 quand x — oo et le developpemen7 )

limité de (1 + y)“ eny—O (143) - 1_’, 0(5_ o
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Feuille 5 - Ex.4
Nature de f0+oo (3x3 T

()0
Ainsi f(x) ~ —5~ quand x — —1—51)7 POM{Z' aM‘JJﬂA ':;
Ona—%<0pourx>0. !3 —og_

Donc on a aussi f(x) < 0 pour x assez grand. Dowc jA f?7' )
— (/ £

x4 = [
On sait que [ Ldx est divergente. A = afat)
Donc par le théoréme de comparaison d'intégrales de fonctions A/U.A

négatives, on en déduit que [;7* f(x)dx diverge.
: ({"J ¥ () g 9 ()
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Feuille 5 - Ex.5

Limite et convergence d'intégrale

¢ YT/ /

(1) f: [0, 4+o00[— [0, +oc[ continue par morceaux telle que f( ) — |
quand t — +oo avec | > 0 ou / = 400. Montrer que f f(t)dt
diverge.

(2) Trouver g: [0, 4o0[— [0, +oo[ contmue par morceaux telle que
g n'a pas de limite en +o0 et fo g(t)dt converge.



