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La théorie de Galois a pour objet I’étude des extensions de corps commutatifs. Dans
toute la suite, les corps considérés seront donc toujours commutatifs.

1 Rappels

1.1 Extensions de corps

On rappelle sans démonstration quelques définitions et résultats de base sur les extensions
de corps, qui serviront & de multiples reprises dans la suite.

Définition 1.1.1.
Soit K un corps (commutatif).

1. Une exlension de K est un corps E contenant K comme sous-corps. On la nole

2. On appelle degré de E/K la dimension de E comme K -espace vectoriel. On le note
[E : K|. Lorsque celui-ci est fini, lextension est dite finie.

3. Une sous-extension L de E/K est un sous-corps de E contenant K.

4. Si S est une partie de E, Uextension de K engendrée par S, notée K(S), est le plus
petit sous-corps de E contenant K et S.

5. Un élément o de E est dit algébrique sur K s’il est racine d’un polyndme non nul
de K[X]. Il est dit transcendant dans le cas contraire.

6. On dit que E/K est une extension algébrique si tout élément de E est algébrique
sur K.

7. Soient E/K wune extension algébrique et o € E. Le polynéme minimal de o sur
K, noté Irr(a, K) est l'unique générateur irréductible unitaire de l'idéal annulateur
{P € K[X]; P(a) =0}.

Remarque :
Toute extension finie est algébrique (I'implication inverse est fausse : ’ensemble des
nombres complexes algébriques sur Q est une extension algébrique de degré infini).

Proposition 1.1.2.

Soient K un corps et a un élément d’une extension de K.

Alors a est algébrique sur K si et seulement si K(«)/K est de degré finie.

Dans ce cas, (1,c,...,a™ 1) est une K-base de K (o), oti m est le degré du polynéme
minimal de o sur K.

Proposition 1.1.3.

Soient K un corps et aq,...,a, des éléments d’une extension de K.

Alors K(aa,...,ap) est 'ensemble des fractions rationnelles sur K en les o; (1 < i <n).
Si tous les oy sont algébriques, alors K(oq,...,ap) est Uensemble des polynéomes sur
K enles a; : K(ag,...,an) = Klaq, ..., ]



Définition 1.1.4.
Soit K un corps et P un polynéme non constant de K[X].
— Un corps de rupture de P sur K est une extension L/ K telle que L contient une
racine o de P et L est engendré par . (L = K(«))
~ Un corps de décomposition (ou corps des racines) de P sur K est une extension
E/K telle que E contient toutes les racines aq,...,a, de P et E est engendré par
ces racines. (E = K(aq,...,an))

Remarques : Un corps de rupture et un corps de décomposition existent toujours.
Attention, il n’y a pas unicité du corps de décomposition, & moins de se placer dans une
cloture algébrique de K (par exemple C pour K = Q). En revanche (cf. [1.1.9)), tous les
corps de décomposition sont isomorphes, il y a donc unicité a4 isomorphisme prés.
On notera donc Dk (P) un corps de décomposition de P sur K choisi arbitrairement, &
moins que les racines «aq, ..., a, soient déterminées, auquel cas on posera

DK(P) = K(al,...,an)

Proposition 1.1.5 (formule de multiplicativité des degrés).

Soient L/K et M/L deux extensions de corps.

Alors M/K est de degré fini si et seulement si L/K et M/L sont de degrés finis.
Dans ce cas, [M : K| = [M : L|[L : K]

Corollaire 1.1.6.
— Une extension finie de K est de la forme K(aq,..., ), avec «; algébrique Vi ;
— Un corps de décomposition est de degré fini (et donc algébrique).

Proposition 1.1.7.
Soient K et L deur corps et P dans K[X] tels que K C L C Dg(P). Alors Dk (P) est
ausst un corps de décomposition de P sur L.

Notation : Si i : K — K’ est un morphisme de corps (ie un morphisme d’anneaux
entre deux corps), on notera i : K[X] — K’[X] son extension naturelle aux anneaux de
polynoémes.

Proposition 1.1.8.

Soient K un corps, soit i : K — K un isomorphisme d’anneauz et soit P € K[X] un
polynome irréductible.

Soient K () un corps de rupture de P et K(B) un corps de rupture de i(P).

Alors il existe un isomorphisme d’anneauz 1 : K(a) — K(B) qui prolonge i el envoie «
sur (3.

En particulier, deux corps de rupture d’un méme polynéme irréductible sont isomorphes
(prendre i = id ).



Proposition 1.1.9.
Sotent K1, Ko deuz corps, soit f : K1 — Ko un isomorphisme d’anneauz et soit P un
polynéme de K1[X].
Soient L1/Ky un corps de décomposition de P et Lo/ Ko un corps de décomposition de

f(P).
Alors il existe un isomorphisme d’anneauz f : L1 — Lo qui prolonge f.
En particulier, deux corps de décomposition d’un méme polynéme sont 1somorphes.

On pourra appliquer ce résultat a la suite du précédent pour obtenir un automorphisme
d’un corps de décomposition D (P) qui relie deux racines « et f d’'un méme polyndme
irréductible P de K[X] et qui fixe K (i = idg).

1.2 Le groupe symétrique S,
On note ¢ le morphisme signature.

Proposition 1.2.1.
a) Vn > 2, &, est engendré par les transpositions de la forme (1 i+1),i€ {1,...,n—1}
b) Vn > 3, le groupe alterné 2, est engendré par les 3-cycles

Proposition 1.2.2.
Si p est un nombre premier, alors S, est engendré par toute partie {o, 7} formée d’un
p-cycle et d’une transposition.

Démonstration.

7 est de la forme (i j) avec 4,j € {1,...,p} distincts. o étant un p-cycle, il existe un
entier k tel que o(i) = j. Comme o* €< o > et 0% # id, o est d’ordre p (car p est
premier) donc est encore un p-cycle. Quitte a renuméroter ’ensemble {1,...,p}, on peut
se ramener au cas oit 7 = (1 2) et o* = (1 2...p) (par la permutation ¢ € &, définie
par 671(s) = (0*)*1(), 5 € {1,....,p}).

Montrons donc que &, =< (1 2),(1 2...p) > := G. (vrai méme si p n’est pas premier)
Il suffit d’aprés la proposition a) de voir que G contient les transpositions de la
forme (i i +1). Or o¥7(c®)™1 = (2 3), et o¥(i i + 1)(¢*)™' = (i + 1 i 4+ 2) pour tout 4
dans {1,...,p — 2}, donc on trouve par récurrence que (i i + 1) € G pour tout ¢ dans
{1,...,p—1}, donc G = &,

[

Proposition 1.2.3.
Soit o € G,,. Alors



2 Extensions galoisiennes

Nous allons ici nous intéresser a la théorie de Galois dite "classique" (a distinguer
des théories "inverse" ou "infinie" développées par la suite), qui ne traite que le cas des
extensions finies. Passées les premiéres définitions, et sauf exception, nous ne conside-
rerons donc que des extensions F/K finies. A ces extensions, nous allons associer un
groupe

Gal(E|K) := {0 € Aut(E) ; o = idk} = Autk(E)
Les éléments de Gal(E|K) sont ainsi les K-automorphismes de corps de E, ie les auto-
morphismes de E qui fixent K. Gal(E|K) est bien un groupe : Gal(E|K) = Nyex Stab(x),
ou Stab(z) est le stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) de z pour l'action de Aut(E)
sur E.

Définition 2.0.1.

Gal(E|K) est appelé le groupe de Galois de FE sur K.

Si P est un polynéme de K[X]|, on note Gal(P|K) := Gal(Dg (P)|K) le groupe de Galois
"du" corps de décomposition de P sur K (bien défini a isomorphisme prés, cf. et
remarque page [3).

2.1 Définition et caractérisations

Définition 2.1.1.
Soit K un corps et E/K une extension algébrique.

1. On dit que E/K est une extension séparable si le polynome minimal sur K de tout
élément de E n’admet que des racines simples (dans une cloture algébrique de K ).

2. On dit que E/K est une extension normale si tout élément de E est racine d’un
polynome non nul de K[X]| scindé sur E.

Proposition 2.1.2.
Les extensions algébriques d’un corps K fini ou de caractéristique nulle sont toutes sépa-
rables.
Plus précisément, tout polynéome irréductible P de K[X]| a ses racines simples dans
Dk(P).
Démonstration.

Supposons K fini ou de caractéristique nulle. Soit P € K[X] irréductible.
Par I'absurde, supposons que P posséde une racine a au moins double (deg(P) > 2) :
P=(X—a)"Q avec a > 2 et Q(a) # 0.

Ona: P =aX-a)*1Q+ (X —a)*qQ, donc P'(a) = P(a) =0

Premier cas : P’ n’est pas le polynéme nul (P’ # 0). C’est vrai en particulier si K
est de caractéristique nulle. Alors comme P est irréductible et s’annule en a, P est a

une constante multiplicative prés le polynéme minimal de a sur K, et divise donc tout



polynome annulateur de a. En particulier P divise P’ qui est non nul, donc deg(P) <
deg(P"), ce qui est absurde.
Deuzieme cas : P’ est le polynome nul. Alors K est un corps fini, de caractéristique

un nombre premier p.

Notons P := Zaka; alors P’ = Zkaka—l =0
k>0 E>1

Donc kap = 0 pour tout k. En particulier si ar # 0, k est un multiple de p. Ainsi
P =73 aipXip. De plus il existe un entier n > 1 tel que K = Fpn» (corps a p”

n n— p
éléments), donc x = zP = (:sz 1) pour tout x dans K. On peut donc noter les

: NP
aip € K sous la forme bf. Ainsi P = 37, b} (X*)P = (Eizo bl-X’> (car p divise (})
pour tout k € {1,...,p—1}). Or p > 2 donc P n’est pas irréductible, contradiction.

Dans tous les cas, P n’a donc que des racines simples.
O

Définition 2.1.3 (extension galoisienne).
Soit K un corps. Une extension E/K est dite galoisienne (ou de Galois) si elle est de
degré fini (donc algébrique), normale et séparable.

Remarque : La définition "classique" d’extension galoisienne, également utilisée pour
la théorie de Galois infinie, ne demande pas que l’extension soit finie mais seulement
algébrique. Le choix fait ici permettra de simplifier significativement la rédaction.

L’un des objectifs de cette section sera de montrer que si K est de caractéristique nulle
ou est un corps fini, une extension E/K est galoisienne si et seulement si ¢’est un corps
de décomposition sur K d’un polynéme de K[X].

Dans le cas ou E/K est galoisienne, nous pourrons ensuite établir la correspondance
de Galois, qui nous assurera entre autres que les applications I' et ® définies ci-dessous
sont des bijections réciproques entre I’ensemble des sous-extensions de F contenant K
et I'ensemble des sous-groupes du groupe Gal(E|K) (qui est fini car E est un corps de

décomposition, cf. [2.1.5)) :

KE .= {sous-extensions de E/K} +— {sous-groupes de Gal(E|K)} := HE
F 5 Gal(E|F)
Ef ={xeE;VheH hiz)=a} < H

On peut vérifier que ces deux applications sont bien définies et vérifient toujours les
propriétés suivantes :



Propriétés 2.1.4. Soient F, F' € KE et H, H' € HE.
a) T' et ® renversent les inclusions : { IZCCZ’:;%(F};)/)CCF;?I){)
b) FC ®ol'(F)
¢) HCTo®(H)

d) Pollod =19
e) Todol'=T
Proposition 2.1.5.

Soient P un polynome de K[X] et E un corps de décomposition de P sur K.
Soit R :={ai,...,a,} Uensemble des racines distinctes de P dans E.

a) Pour tout g € Gal(P|K), la restriction de g & R est une permutation de R. Cette
restriction induit un isomorphisme de Gal(P|K) sur un sous-groupe de Sp ~ &,

b) Soit [1;_, Plk’ la décomposition de P en irréductibles de K[X| (i # j = P; # P}),
et soit R; 'ensemble des racines de P; dans E. Alors les R; sont exactement les
orbites de R = J;_; R; sous laction de Gal(P|K). (autrement dit Gal(P|K) agit
transitivement sur les racines de chaque composante irréductible de P)

c) Si P est a racines simples, P est irréductible si et seulement si Gal(P|K) agit
transitivement sur R.

Remarque : Si K est de caractéristique nulle ou est un corps fini, on a alors (2.1.2)) :

P € K[X] irréductible = Gal(P|K) agit transitivement sur ses racines (toutes distinctes)

Démonstration de la Proposition [2.1.5

a) Soient g € Gal(P|K) et o; € R. g fixe les éléments de K donc il fixe les coefficients
de P. Ainsi P(g(wi)) = g(P(ai)) = 0. Donc g(a;) € R et g(R) C R. Or g est injectif et R
est fini, donc g(R) = R, et en notant g|r la restriction de g & R au départ et a larrivée,
9ir € Sr.
Notons p : Gal(P|K) — Gp la restriction & R au départ et & l'arrivée.
Vg,9' € Gal(P|K), (9o g')|r = gr © 9\/R7 donc p est un morphisme de groupes. De plus,
p est injectif.
En effet si p(g) = idg, alors g, qui fixe les éléments de K, fixe aussi chaque «;, donc
tout polynome sur K en les «;, ie tous les éléments de K (a1, ...,a,) = Dg(P).
Donc g = idp, (p), et p est injectif. Ainsi Gal(P|K) s’identifie au sous-groupe Im(p) de
Gr~G,.

b) Avec les notations de I'énoncé, soient « et § deux racines de P; (donc de P) dans
E. D’apreés[1.1.8] il existe un K-isomorphisme g : K (o) — K(8) tel que g(a) = S.



Or (L.1.7) E := Dg(P) est a la fois un corps de décomposition de P sur K («) et K(f),
donc d’apres[1.1.9] g se prolonge en un K-automorphisme g: E — F.

En particulier g(a) = 8, donc les racines de P; sont toutes dans la méme orbite sous
laction de Gal(P|K).

Par ailleurs si a € R; et 3 € R; sont tels qu'il existe g € Gal(P|K) vérifiant g(o) = 5,
alors 0 = g(P;(a)) = Pi(9(a)) = Pi(8), donc 8 est racine de P;, et donc ¢ = j car P a
toutes ses racines simples par hypothése.

Les R; sont donc exactement les orbites de R sous l'action de Gal(P|K).

¢) immédiat d’aprés b).

Exemple 2.1.6. On considére le polynome P := X3 — 2 € Q[X].

Soit R := {ay := v/25% ; 0 < k < 2} I’ensemble des trois racines (distinctes) de P.

P est irréductible (de degré 3 sans racine rationnelle). Son corps de décomposition est :
E = Q(¥/2, ). D’aprés la proposition précédente, Gal(P|Q) s’identifie & un sous-groupe
de &3, que 'on va déterminer en prolongeant & F les Q-automorphismes de la sous-

extension Q(7)/Q de E/Q :
Ona Irr(j,Q) = X2+ X +1, et ses racines sont j et 52 = j. Un élément g de Gal(Q(5)|Q)

est déterminé par g(j) et envoie une racine sur une racine (deux choix possibles), donc
conjugaison complexe

Gal(Q(7)|Q) = {idg(;), (a + bj — a+ bj>, a,b€ Q)}

Par la proposition [[.1.§] chacun de ces deux automorphismes peut se prolonger en un
automorphisme de E (vu comme corps de rupture de P sur Q(j) : E = Q(j)(ax))
de trois facons différentes :

ag — ag, 0 < k<2

Ainsi Gal(P|Q) contient au moins 2 X 3 = 6 éléments. Or Gal(P|Q) s’injecte dans S3
qui est de cardinal 6, donc Gal(P|Q) ~ &s.

Exemple 2.1.7. Soit n > 2. On considére ®,, le n-iéme polynéme cyclotomique sur Q.
On note ¢ la racine primitive n-iéme de Punité €27/, On peut montrer (admis ici) que
®,, appartient & Q[X] (et méme a Z[X]) et est irréductible sur Q. £ engendre le groupe

des racines n-iémes de 1’unité donc :

Q&) = Do(X™ = 1) = Do(®n) := E, et [E: Q] = deg(®n) = ¢(n),

ol ¢ est l'indicatrice d’Euler.



On note R l'ensemble des racines (toutes distinctes) de ®,. Pour k dans Z, k €
(Z/nZ)* si et seulement si k est premier avec n, donc R = {¢*¥ ; 1 < k < n,k €

(Z/nZ)*}.

Soit ¢ : (Z/nZ)* — Gal(®,|Q) = Aut(Q(€))
k(€= &)

On peut facilement vérifier que ’application 1 est bien définie et est un isomorphisme
de groupes. En particulier Gal(®,|Q) est abélien, de cardinal ¢(n).
Enfin si n est premier, alors Gal(®,|Q) est cyclique (c’est un résultat sur les corps finis :
tout sous-groupe fini du groupe des inversibles d’un corps (ici Z/nZ) est cyclique).
Par exemple :

— (€ &3) engendre Gal(®17]/Q) (on vérifie que 3 engendre (Z/17Z)*);

— (Z/87)* ~ (Z/27)?, donc Gal(®g|Q) est d’ordre 4, abélien non cyclique.

Dans toute la suite, on supposera désormais que K est de caractéristique nulle
ou est un corps fini. On note (xK) cette hypothése.

Remarques : Sous cette nouvelle hypothése, une extension galoisienne est donc une

extension finie et normale, puisque le caractére séparable est automatique d’aprés [2.1.2]
n divise |Gal(P|K)|

De plus si P € K[X] est irréductible de degré n, on a alors : ,
|Gal(P|K)| divise n!

ou |X| désigne le cardinal d'un ensemble X.
La premiére relation provient du point ¢) de la proposition et du fait que le cardinal
d’une orbite divise le cardinal du groupe. La seconde relation provient du point a) de la

proposition [2.1.5]
La proposition qui suit montre que le groupe de Galois de toute extension finie est un
groupe fini, et borne son cardinal :

Proposition 2.1.8.
Soit E/K une extension finte.
On a |Gal(E\K)| < [E : K].

Démonstration. Par récurrence forte sur le degré [E : K] de 'extension :
“Si[E:K]=1E=K et Ga(E|K) = {idk}.
- On suppose que la propriété est vraie pour toute extension E'/K’ de degré strictement

inférieur & n pour un certain n > 2. Soit £//K une extension de degré n. On a E # K,



donc il existe x € E\K. Alors [E : K] = [E : K(2)|[K(z) : K] = n, donc [E : K(z)] <n,
et ’hypothése de récurrence donne donc :

[E: K] n o
—— = — d:=[K(z): K| >2.
() K]~ a Ot = K@ K2
On note G := Gal(E|K). On veut montrer que |G| < [E : K]. D’apres le corollaire|1.1.6]

E est de la forme K(a1,...,as). Un élément g de G envoie chacun des «; sur une racine

Gal(E|K(2))| < [E: K(x)] =

de son polynéme minimal sur K (nombre fini de possibilités), et les g(«;) déterminent
entiérement g, donc G est un groupe fini.
Gal(E|K(z)) ={g € G ; g(x) = z} := Stabg(x) est le stabilisateur de x pour l’action

de G sur E. En notant Orb(z) l'orbite de = pour l'action de G sur E, on a la relation

G| = |Staba(z)| x |Orb(x)|, et |Staba(x)| < ,donchﬁx Orb(x
d

Q. I3

On considere Q = Irr(z, K). Q € K[X] est de degré

Vg € G, 0=g(Q(x)) = Q(g(x)), et g(x) est une racine de @

Donc il y a au plus deg(Q) valeurs possibles pour g(x), c’est a dire |Orb(x)| < d.

(= [K(z) : K]) et annule z, donc

Ainsi |G| < g x d=mn=[E : K], ce qu’on voulait démontrer.
O

Nous allons maintenant voir plusieurs caractérisations de la notion d’extension galoisienne,
que nous utiliserons en fonction de nos besoins :

Théoréme 2.1.9.
Soit E/K wune extension algébriqgue. On suppose (xK). On note G := Gal(E|K) et

EC :={x € E;Vg € G, g(x) =z} (cf page@. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
A) L’extension E/K est galoisienne;
B) L’extension E/K est un corps de décomposition ;
C) OnalE:K|<ocoet K=FEY;
D) On a |Gal(E|K)| =[E: K] < c©.

Proposition 2.1.10.
La notion d’extension normale admet elle-méme plusieurs caractérisations :
Les propriétés suivantes sont équivalentes (E /K extension algébrique) :

a) E/K est une extension normale, ie tout élément de E est racine d’un polynéme non
nul de K[X]| scindé sur E ;

b) Pour tout x dans E, Irr(z, K) est scindé sur E ;

c) Tout polynome irréductible de K[X| qui admet une racine dans E est scindé sur E.
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Démonstration du Théoreme [2.1.9.
On va prouver la suite d’implication : B) = D) = C) = A) = B)

- B)=> D) : Onal[E: K] < oo par le corollaire [1.1.6] et |Gal(E|K)| < [E : K]
par la proposition . Reste a voir que sous 'hypothése (xK) et si E est un corps
de décomposition sur K (E = Dg(P)), alors 'inégalité inverse est vraie. Pour cela on
reprend la preuve de la proposition [2.1.§] en remplacant l'inégalité de 1’hypotheése de
récurrence par une égalité et en ne considérant que des extensions E'/K’ qui sont des
corps de décomposition :

Si [EF: K] =n > 2, on peut maintenant prendre pour le choix du x € E\K une des
racines de P qui n’est pas dans K. Irr(z, K) divise P, donc par la proposition m,
Gal(E|K) agit transitivement sur les racines de Irr(x, K), c’est a dire l'orbite Orb(x)
est exactement ’ensemble des d racines (toutes distinctes) de Irr(x, K).

Comme |Gal(E|K(z)| = [E: K(z)] = g par hypothése de récurrence (et par|1.1.7),

on a |Gal(E|K)| = |Stabg(z)| x |Orb(x)| = % X d = n, ce qui conclut.
- D) = () : On veut montrer que K = EY c’est a dire que K est exactement
Iensemble des éléments de E fixés par tout élément de G := Gal(E|K). On utilise les

applications I" et ® deéfinies page [6] :
d’apres [2.1.4] )

Gal(E|E®) =T(EY) =T o®(G)=Todo(K)=T(K) =G

Donc (proposition [2.1.8) |G| = |Gal(E|E®)| < [E: E9]| < [E: K] < 00
Mais par hypothése (D), |G| = [E : K], donc [E : EY] = [E : K] = [E : E¥][E® : K],
donc [EY: K] =1, ie B¢ = K.

()= A): OnalFE:K]<oo.llreste a voir que 'extension F/K est normale,
ie (proposition [2.1.10]) que le polynéme minimal sur K de tout élément de E est scindé

sur F. Soit @ € E. On va montrer que :

P:=1Irr(a,K) = H (X -0):=Q,
BeOrb(a)
ot Orb(«) est l'orbite de « sous I’action de G := Gal(E|K). 1l suffit pour cela de montrer
que @ € K[X] car alors :
— P divise @ dans K[X] (donc dans F[X]) par définition de P;
— @ divise P dans E[X] car Orb(a) C E N {racines de Irr(a, K)};
— P et Q sont unitaires, d’ou il suit que P =Q .
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Montrons que @ € K[X] : on note fi,..., 34 les éléments de l'orbite (finie) Orb(«).
Sije{0,...,d— 1}, le coefficient de degré j de Q est a; := (—1)d_jad_j(51, ooy Ba),
ol oy, est le polynéme symétrique élémentaire de degré k. Un élément g de G induit une

permutation de Orb(a), notée s. On a :

(—1)d_jg(aj) =04-(9(B1),---,9(Ba)) = 04—j o s(B1,...,Ba) (0q—; vu comme fonction)
=04—j(B1,- .., Ba) (0a—; symétrique)

= (1) a,
Donc pour tout j dans {0, ...,d}, a; € E% = K (aq = 1 car Q est unitaire), et Q € K[X].

- A) = B) : L’extension E/K étant finie, il existe un entier s > 1 et des éléments
ai,...,as de F tels que E = K(aq,...,as). Par hypothése Irr(a;, K) est scindé dans
E pour tout i € {1,...,s}. On pose P :=[[;_, Irr(a;, K).

Ainsi P € K[X], P est scindé sur E, et son corps de décomposition sur K (plus petit
corps contenant K est les racines de P) est K(a1,...,as) = E. Donc E est un corps de
décomposition sur K.

]

Corollaire 2.1.11.

Soit P € K[X] un polynome irréductible et F une sous-extension de D (P) contenant
une racine de P. Alors F est galoisienne si et seulement si F' = Dy (P).
Démonstration.

Si F' est galoisienne et contient une racine o de P, alors d’aprés la proposition
Irr(a, K) est scindé sur F. Or P est irréductible, donc P et Irr(a,K) sont égaux
A une constante multiplicative prés, et F' contient donc toutes les racines de P, donc
F = Dk(P).

L’autre implication est immédiate.

O

Enoncgons maintenant un lemme qui sera utile pour la preuve de la correspondance de
Galois.

Lemme 2.1.12.
Soit E un corps et G un sous-groupe fini de Aut(E). Alors [E : E¢] < |G|.
En particulier Uextension E/EC est galoisienne, et Gal(E|E®) = G.

Remarque :
Ce lemme fournit en particulier une preuve directe de Uimplication C) = D) du

théoréme (prendre G := Gal(E|K)).
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Démonstration du Lemme.
— Posons G := {g1,...,9n}. Montrons que toute famille {a1,...,ap+1} de n + 1
¢léments de E est lice sur E@ (ce qui donnera [E : E¢] < |G]) :
gi(ar) ... gi(ans1)
Posons A := : : € My nt1(E), et r:=rang(A).
gn(al) cee gn(an-i-l)
Quitte & renuméroter les «;, on peut supposer que les r premiéres colonnes de A sont
linéairement indépendantes (sur E). La (r + 1)-iéme colonne de A est donc combinaison

linéaires de ces colonnes, avec des coefficients A\; € E (1 < j < r) uniques. On veut

montrer que \; € E€ pour tout j. On a :
glary1) =AM glar) +...+ A - glar) Vg €G (1)

On applique ¢’ € G a cette égalité pour obtenir :

(g o g)(ari1) =g’ (M)(g"0g)(@1) + ...+ g (M) (g' 0 g)(ew) Vg, 9 €G  (2)
— —
=] =L
En appliquant d’une part 1’égalité (1) pour g = idg et d’autre part ’égalité (2) pour

¢ =g~ !, on obtient :

ar+l:)\1'a1+'--+)\r'ar:g_l()‘l)'051+~'-+g_1()‘7“)'05r (3)

Or g=! parcourt G quand g parcourt G (car G est un groupe), donc par unicité de la
famille (A\;);, A\j = g()\;) pour tout j dans {1,...,n} et tout g dans G, ie \; € ES< pour
tout j.

D’aprés l'égalité (3), a,41 est donc une combinaison linéaire a coefficients dans E€,
donc la famille {ay,. .., any1} est lide sur EC et [F: E¢] <n = |G|

— Par la proposition |Gal(E|E®)| < [E : EC]. Par ¢), on a donc :
Gl < [T o ®(G)| = |Gal(B|E®)| < [E : EF] <|G]

Il y a donc égalité partout. Par la caractérisation D) du théoréme [2.1.9) E/E® est donc
galoisienne, et G = Gal(E|EY). O
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2.2 Correspondance de Galois

On rappelle les définitions des applications I' et ® de la page [f] :

KE .= {sous-extensions de E/K} +— {sous-groupes de Gal(E|K)} := HE
F % Gal(E|F)
E¥ = {zeE;VheH hz)=a} < H

Théoréme 2.2.1 (Correspondance de Galois).
Soit E/K une extension galoisienne. On suppose (xK ). On note G := Gal(E|K).

a) Les applications T' et ® sont des bijections, réciproques l'une de lautre.

b) Pour chaque extension intermédiaire F/K, on a, en notant H = Gal(E|F) :

— L’extension "du haut" E/F est galoisienne F
G|
(et donc |H| =[E : F] et [F: K] = —).
|H| H

- L’estension "du bas”" F/K est galoisienne
st et seulement st H est distingué dans G G F I
st et seulement siVg € G, g(F)=F
Dans ce cas on a alors Gal(F|K) ~ G/H

(isomorphisme induit par la restriction & F des

—K

automorphismes de F)

Démonstration. On note K (resp. H) au lieu de KZ (resp. HE) pour alléger I'écriture.
Si F'/K est une sous-extension de E/K, et si E := Dy (P) avec P € K[X], alors :
E = Dp(P), donc E/F est galoisienne (premiére partie de b)).

Si H := I'(F) = Gal(E|F), alors caractérisation C) F = Ef = & o I'(F), donc
® o I' = idk. De plus par la caractérisation D du théoréme [2.1.9]

E: K] _ |G _ [G : H] (indice de H dans G)

F K] =g T

Pour terminer la preuve de a), montrons que I' o ® = idy :

Soit H € H. H est un sous-groupe fini de G (donc de Aut(FE)), donc par le lemme

2.1.12, [E : EH] < |H|. Or (2.1.4l¢) H C T o ®(H) = Gal(E|E™), donc (2.1.8) :
|H| < |Gal(E|E®)| < [E: Ef] < |H|. Ainsi |[H| = [E: EH] et H=T0®(H).
Finalement I' o ® = idy.

Reste a étudier l'extension "du bas" F/K. On aura besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.2.2.

Si F/K est une sous-extension d’un corps de décomposition E sur K,

alors tout K-morphisme de F' dans E se prolonge en un K-automorphisme de E.
De plus il y a exactement [F : K| K-morphismes de F dans E.

(pour F := E, cela montre 'implication B) = D) du théoréme [2.1.9)

Démonstration du Lemme.

Notons p : G := Gal(E|K) — Morphi(F, E) la restriction & F. Pour montrer le
premier point, il suffit de voir que p est surjectif :
Sif:F — E est un K-morphisme, f est injectif donc c’est un K-isomorphisme de F
sur f(F) C E.
Par hypotheése, il existe P € K[X] tel que E = Dg/(P).
Si on note f : F[X] — f(F)[X] I'extension naturelle de f aux anneaux de polynomes,

f(P) =P, et E = Dp(P) = D (f(P)). Ainsi par la proposition |1.1.9 I'isomorphisme
—_— —

::L1 ;:L2

f se prolonge en un isomorphisme ]7: E — E, qui est donc un élément de Gal(E|K).

On a ainsi f = p(f), donc p est surjective.

Montrons maintenant le deuxiéme point du lemme, ie |p(G)| = [F : K] :

On définit sur G une relation d’équivalence par :

9R G = gr=9g/p < plg) =pld)

Iy |p(G)] classes d’équivalence pour cette relation. Déterminons le cardinal d’une classe :
On a vu dans la premiére partie de la preuve de la correspondance de Galois que E/F
est galoisienne, donc [E : F| = |H|, ou H := Gal(E|F).

Soient g,g" € G. Notons fir : R — f(R) l'application induite par la restriction d'une

application f & un sous-ensemble R. Alors :
-1 .
pl9)=p(d) = gr=9p = dpogr=idr < gogeH<=gecdH

Et |¢H| = |H| = [E : F], donc la classe d’équivalence de g € G est de cardinal [E : F.

Ainsi |G| = |p(G)| x [E : F] (les |p(G)] classes ont méme cardinal), donc :
_ 6l _[E:K]

Il y a donc |p(G)| = [F : K] morphismes de F' dans E.
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Terminons maintenant la preuve de la correspondance de Galois :
- On se sert de 'application p définie au début de la preuve du lemme[2.2.2] La propriété
(Vg € G,g(F) = F) est équivalente a p(G) = Gal(F|K), c’est a dire Morphi(F,E) =
Gal(F|K) car p est surjective. Or Gal(F|K) s’injecte dans Morphy (F, E) qui est un
ensemble fini, donc la propriété équivaut a 1’égalité des cardinaux : |Gal(F|K)| = [F : K].
Cette égalité est elle-méme équivalente a F/K galoisienne.

- On remarque que pour tout g dans G, Gal(E|g(F)) = go Gal(E|F)og~!

(I'inclusion D est évidente ; conjuguer par g~! pour montrer Iinclusion C)

Cette égalité nous donne immédiatement que H est distingué dans G si et seulement si
Vg € G, Gal(E|g(F)) = Gal(E|F), ie Vg € G, T'(g(F)) =I'(F), ie Vg € G, g(F)=F)
car I' est injective (c’est une bijection d’aprés a)).

Finalement H <G <= (Vg € G, g(F) = F).

-On avuque (Vg€ G,g(F) =F) < p(G) = Gal(F|K).

L’hypothese (Vg € G, g(F) = F') assure également que p est un morphisme de groupes,
et en prenant ¢’ = idg dans la preuve du lemme , on a p(g) =idp <= g € H, ie

Ker(p) = H. La factorisation de p fournit donc 'isomorphisme G/H ~ Gal(F|K).
O
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2.3 Exemples

Exemple 2.3.1. P=X? -2 K=Q

On a vu (exemple que le corps de décomposition de P sur Q est E := Q(«,J)
(o := V/2), et que G := Gal(P|Q) est isomorphe a4 &3. On va expliciter cet isomorphisme,
en commencant par choisir une bijection entre I’ensemble R := {a, jo, j?a} des racines

de P (sur lequel agit G) et 'ensemble {1,2,3} (sur lequel agit G3) :
a—1, ja—2, j2a—3

Le schéma ci-dessous résume le procédé de construction des éléments de G utilisé
dans 'exemple La derniére ligne donne 'isomorphisme entre G et G3 :

UHﬂ///// \\\\7ﬁ%f)
g N

(a— a) (a— ja) (a+ j2a) (a— a) (a— ja) (a+— j2a)
| | ! | ! I
{id} (123) (132) (23) (12) (13)

A\ 5[2 J/

En utilisant la proposition [I.2.2] on peut déterminer 'ensemble des sous-groupes de
&3, isomorphes aux éléments de 7—[5 . Ce dernier étant en bijection avec IC(S d’aprés la
correspondance de Galois, on peut donc également déterminer ’ensemble des sous-corps
de Q(a, j) contenant Q :
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card 1 {id}

2
2
2

/ 3
card 2 < (23) > < (13) > < (12) >
card 3 Az =< (123) >

3 3 3

2

card 6 G~ 63

Schéma de ’H(g (6 isomorphisme prés) avec les cardinauz et indices

Schéma de IC(S avec les degrés des extensions

D’aprés la correspondance de Galois, on sait que les extensions "du haut" sont toutes

galoisiennes. En revanche, Q(j)/Q est la seule extension "du bas" galoisienne :

— Gal(E|Q(j)) ~ A3 (cf. arbre page [17) et |Gal(Q(4)|Q)| = 2 (cf. exemple [2.1.6)),
donc Gal(Q(7)|Q) ~ Gal(E|Q)/Gal(E|Q(j)) ~ &3/A3 (d’ordre 2).

— en notant g l'automorphisme de E qui envoie j¥a sur j¥Tla (g s’identifie a la
permutation (123)), on a g(Q(j*a)) # Q(j*a), donc les trois extensions de la

forme Q(j*a)/Q ne sont pas galoisiennes.
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Remarque : Dans cet exemple, il n’était bien sfir pas nécessaire d’utiliser les argu-
ments de la correspondance de Galois pour déterminer quelles extensions "du bas" sont
galoisiennes :

~ Q(j)/Q est le corps de décomposition sur Q de X2 + X + 1 donc est galoisienne;

— a, jo et j2a ont le méme polynéme minimal X3 —2 dont le corps de décomposition
Q(j, @) contient strictement Q(a), Q(jr) et Q(j2%a) (tous 3 distincts), qui ne sont
donc pas des corps de décomposition sur Q (corollaire [2.1.11)).

Exemple 2.3.2. P:= X% - 5X? 4+ 6 = (X% - 2)(X? - 3) € Q[X]
Notons E := Dg(P) et G := Gal(E|K).
Les racines de P sont +1/2 et j:\/g, et £ = Q(\/i \/§) On a:
£:Q) = [Q(v2)(V3): Qv2)) x [Q(VD): Q) =2 x 2 = 4 car V3 £ Q(V2)

donc |G| = 4. (X% —2)(X?—3) est la décomposition de P en produit d’irréductibles dans
Q[X], donc d’aprés la proposition G agit transitivement sur chacune des orbites
{—v2,v/2} et {—/3,V/3} de I’ensemble des racines de P. En particulier pour tout g € G,
g(v/2) = £v2 et g(v/3) = £1/3. Les éléments de G sont donc tous d’ordre au plus 2, et
G est isomorphe & Z/27 x Z/27. En notant :

91(\/5) =2 92(\/5) =2 L ¢=093
{ n(v3)=—v3 { (V3 = v3 o EO Tl g (grom)

Par la correspondance de alois, les sous-extensions de F contenant Q sont donc :
(< g1 >) = Q(V2), (< g2 >) = Q(V3) et B(< g3 >) = Q(V6)
On obtient les schémas de 7-[6 et de IC(S :

~u 7 7

G Q
Pour k = 2,3,6, I'extension Q(vk)/Q est galoisienne si et seulement si Gal(FE|Q(Vk))

est distingué dans G (point b) de la correspondance de Galois), ce qui est ici trivialement
vérifié car G est abélien (d’ordre 4).

Ainsi toutes les extensions intermédiaires sont galoisiennes.
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3 Reésolubilité par radicaux

Dans la suite, tous les corps considérés seront de caractéristique nulle.

On donne toute de suite la définition d’une extension résoluble par radicaux. Des exemples
suivront pour se familiariser avec cette notion.

Définition 3.0.1.
Soit K un corps de caractéristique nulle.

a) Une extension L/K est radicale si L est de la forme L = K(ay,...,a,), ot pour
tout i € {1,...,r},

il existe ny > 1 tel que af* € K, et sii>2, a" € K(a1,...,ai-1).

b) Une extension E/K est résoluble par radicaux si E peut étre inclus dans une
extension radicale L/ K.

¢) Un polynéome P de K[X] est dit résoluble par radicauz si lextension D (P)/K est
résoluble par radicaux.

Autrement dit, une extension est radicale si elle s’obtient en un nombre fini d’extensions
monogenes successives, oll a chaque étape "le" générateur de I'extension est un radical, ze
une racine n-iéme d’un élément de ’extension précédente. A chaque étape, les éléments de
I'extension s’expriment donc en terme des opérations usuelles de 'extension précédente
et de ce radical.

Remarque : Choisir K = R comme corps de base n’a que peu d’intérét : toute extension
intermédiaire entre R et C est résoluble par radicaux en une étape (C = R(i), i2 € R).

Exemple 3.0.2.
K =Q, a:= 3+ /2. L'extension Q(«)/Q est-elle résoluble par radicaux ?

a1::\3/§ as =«

En prenant ,
ny =3 ng:=2

on obtient la "tour d’extensions" :|Q C Q(\d/i) C Q(\g/ﬁ, a) = Q(a)
(V2)3€Q a2eQ(V2)

Donc Q(«)/Q est résoluble par radicaux, et méme radicale (en au plus 2 étapes).

Exemple 3.0.3.

K=Q,P:=(X?-3)2-2¢c Q[X]. Le polynome P est-il résoluble par radicaux ? Les
racines de P sont ++/3 +j"7\3/§. On note oy, une racine carrée de 3 +jk\3/§, 0<k<2.
(on peut prendre oy = «, ¢f. exemple
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a1 =v2 ay:=j a3=0a as1=o0q as=ao
En prenant ,
n =3 no:=3 n3g=2 nyu=2 n5=2

On obtient la "tour d’extensions" :

Q c QW2 c QW2 < QW2ja)

(¥2)3€Q §3eQ(¥2) a2eQ(¥2,)
- Q(%7j7a7a1) - Q(\g/iﬂ.jaa7al7a2)
(a1)2€Q(V/2,5,0) (2)2€Q(V/2,5,0,01)

contient Dg(P)

Donc P est résoluble par radicaux (en au plus 5 étapes).

3.1 Sur ’équation X" —a =0

Comme on vient de le voir, chacune des extensions successives d’une extension radicale
est monogéne, engendrée par une racine d’un polynéme de la forme X" — a, ol a est un
élément de l’extension précédente. Les résultats des paragraphes précédents n’étant en
général valables que pour des extensions galoisiennes, nous allons voir comment rendre
galoisienne chacune de ces extensions successives.

L’idée importante (ce sera la proposition[3.1.3)) est qu’une extension de la forme K (&,b)/K
(ott b € K est une racine du polynome X™ —a := P et £ est une racine primitive n-iéme
de l'unité) contient toutes les racines de P, et est méme un corps de décomposition de
P sur K, ie une extension galoisienne.

Cette démarche sera décisive pour la preuve du théoréme d’Abel-Galois.

On commence par le cas particulier ot @ = 1 (polyndéme X" — 1) :

Proposition 3.1.1.

Soit K un corps (de caractéristique nulle), soit n un entier > 2 et soit E := D (X" —1).
Pour toute racine primitive n-iéme de l'unité £ dans E, on a K(§) = E, et Gal(E|K)
est abélien.

(K doit ici étre vu comme un corps intermédiaire entre Q et E)

Démonstration.

On plonge E dans C. Ainsi les racines de X" —1 dans F sont exactement les racines n-iéme
de l'unité dans C. Soit £ une racine primitive n-iéme de 1. Toute racine du polynéme
X™ — 1 peut g’écrire comme une puissance de &, donc K(§) = E, et tout élément g de
G := Gal(F|K) est entiérement déterminé par I'image de £. De plus 'image par g d'une
racine de X™ — 1 est encore une racine, donc g(£) = &* pour un k dans N.

Si g,¢' € G sont tels que g(&) = ¥ et ¢/(&) = ¥, alors

(90 9)() = 9(€") = (€)' = (€)* = g/ 0 9)(€), donc g o g’ = g' 0 g et G est abélien_
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Définition 3.1.2.
Une extension E/K est dite abélienne (resp. cyclique) si elle est galoisienne et si son
groupe de Galois est abélien (resp. cyclique).

La proposition suivante servira pour la preuve de la premiére implication du théoréme

d’Abel-Galois.

Proposition 3.1.3 (Kummer).
Soit K un corps (de caractéristique nulle), soit n un entier > 2, soit a € K\{0}.
On suppose que K contient une racine primitive n-iéme de l'unité notée €. Alors :

a) Les corps de décomposition de X™ —a sur K sont ezactement les corps de la forme

K (D) tels que b" = a.

b) Si b" = a, Uextension K(b)/K est cyclique de degré d un diviseur de n tel que
vle K, et onalrr(bK)=X%—p?,

c) En particulier si X™ — a est irréductible sur K, alors Gal(K (b)|K) ~ Z/nZ.

Démonstration.
Notons E := Dg(X™ — a). Soit b tel que b" = a.

IN T
a) Les racines de X™ — a sont les V' tels que (V)™ = a, ie les b tels que (b) =1

/
L’ensemble des — est donc ’ensemble U, (K') des racines n-iéme de 1, qui est de cardinal

n car K est de caractéristique nulle (contre-exemple : si carac(K) =n, X"—-1 = (X-1)",
donc U, (K) = {1}).

Les racines de X™ — a sont donc les b¢* avec 0 < k < n — 1. Or £ € K par hypothése,
donc b&* € K (b) pour tout k, et donc K (b) = Dg(X™ —a) (et K(b)/K est galoisienne).

b) Notons G := Gal(K (b)|K). Tout g € G est entiérement déterminé par I'image de
b, de la forme g(b) = b€* pour un k € {0,...,n — 1}.

Soit ¢ : G — Up(K(b)) = Up(K) =< £ >

b

- ¢ est un morphisme de groupes : si g, ¢’ € G sont tels que g(b) = b&¥ et ¢'(b) = beF,

, pek ek
) = bRV done olg0 ) = "5 = 0(0)ols))

o / — k/ — k/
(gog)b) =gbe™) = g(b)g( &
eK
g € Ker(¢) <= g(b) = b <= g = idk ), donc ¢ est injectif.

Or (U, (K), x) est cyclique d’ordre n (engendré par &) donc isomorphe a (Z/nZ,+).
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Ainsi G s’identifie & un sous-groupe de (Z/nZ,+), forcément cyclique (engendré par le
plus petit entier naturel non nul h tel que h soit dans le sous-groupe). |G| := d divise

donc n. Pour tout g dans G tel que g(b) = b&¥, on a :

1 = ¢(idgp) = d(97) = ¢(9) = ()7, done ¥ = 1.
Par ailleurs K (b)/K est galoisienne donc b% € K <= b? € K(b)¢ <= g(b?) = b? Vg € G.
Soit g € G tel que g(b) = b&*. On a g(b?) = g(b)¢ = (be¥)4 = b4 (¢%) = b9, donc V¢ € K.
Ainsi X4 —b? € K[X]. C'est le polynéme minimal de b sur K car b annule X9 — %, donc
Irr(b, K) divise X — b? et tout deux sont de degré d = |G| = [K(b) : K], donc ils sont
égaux car unitaires.
¢) Si X™ — a est irréductible sur K, alors X" —a = Irr(b, K), donc [K(b) : K] =n

= |Gal(K (b)|K)|, donc Gal(K (b)|K) est cyclique d’ordre n par le point précédent.

O

Reprenons maintenant l’exemple On avait obtenu la tour d’extension :

C QW2 Cc Q{20 =Q)|,ona:=v3+ 2
(V2)3eQ a2eQ(V2)

Q(«)/Q est une extension radicale. On veut rendre ses extensions intermédiaires galoi-
siennes. Q(v/2, a) /Q(+/2) étant déja galoisienne, il n’y a qu’a s’occuper de Q(¥/2)/Q (non
galoisienne, cf. remarque page . D’aprés la proposition précédente, il suffit d’ajouter
une racine 3-iéme primitive de 1 dans une premiére extension :

C QU . c  QGVY2  c . Q3 V2a)DQw)
73€Q (¥2)3€Q()) a2eQ(j,V/2)

Les extensions successives sont maintenant toutes galoisiennes (remarque : cette tour
d’extensions ne nous dit pas que Q(«)/Q est radicale).

Plus généralement, pour rendre galoisiennes les extensions successives d’une l'extension
radicale K (a1,...,a,) (o a;* € K(ai,...,a;—1)), on ajoute une racine n;-iéme primitive

de 1 pour tout i € {1,...,7}. On peut en réalité faire plus simple : il suffit d’apres la
proposition suivante d’ajouter une racine m-iéme primitive de 1 au début de la suite
d’extensions, ou m est le PPCM des n;.

Proposition 3.1.4.
Soit m € N*. 51 £ € K est une racine primitive m-ieme de Uunité, alors K posséde une
racine primitive n-iéme de ['unité pour tout diviseur n de m.

Démonstration.
Soit n un diviseur de m. Il existe X tel que m = An. £* € K et est d’ordre n, c’est
une racine primitive n-iéme de 'unité. O
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Remarque :

Le fait que les extensions successives d’une extension radicale K(a1,...,a,)/K soient
galoisiennes ne nous dit pas que la "grande" extension K(ay,...,a,)/K est galoisienne!
On verra dans la preuve du théoréme d’Abel-Galois qu'une maniére de s’en assurer est
d’ajouter les racines des polynémes minimaux des a;.

Voici pour terminer une réciproque a la proposition qui servira pour la preuve de
la seconde implication du théoréme d’Abel-Galois.

Proposition 3.1.5.

Soient K un corps de caractéristique nulle et E/K une extension cyclique de degré n.
On suppose que K contient une racine primitive n-iéme de ['unité notée .

Alors il existe b € E tel que b" :=a € K et E = K(b).

En particulier, Gal(FE|K) = Gal(X"™ — a|K), et X™ — a est irréductible dans K[X].
Démonstration.

-Sin=1, F= K et tout est trivial.

- Supposons n > 2. Soit g un générateur de G := Gal(FE|K). g est un K-endomorphisme
de E d’ordre n, donc il annule le polynéme X™ — 1 qui est scindé sur K (U,(K) =
{¢*, 0 <k <n—1}). Donc g est diagonalisable, et ses valeurs propres sont dans U, (K).

Pour montrer la proposition, il suffit en fait de montrer qu’une racine primitive n-iéme
de 1 est valeur propre de g. En effet si £ est une racine primitive n-iéme de 1 valeur
propre de g et b € E\{0} un vecteur propre pour ¢ (g(b) = £b), on a g*(b) = &Fb si
0 <k <n-—1, donc l'orbite de b sous G =< G > a n éléments.

Notons P := Irr(b, K). Les éléments de l'orbite de b sont tous racines de P, donc
[K(b) : K] = deg(P) > n. Par ailleurs K(b) C E, donc [K(b) : K] < [E : K| = n. Donc
K(b)=EFE.

De plus on a :
g*(b™) = (g% (b))™ = (£*b)™ = b™ pour tout k, donc b" :=a € EY = K
X" —a € K[X] est de degré n et annule b, donc c’est Irr(b, K), irréductible dans K [X].

Montrons donc qu’une racine primitive n-iéme de 1 est valeur propre de g, et méme

que le sous-ensemble A des valeurs propres de g est exactement U, (K) :
— A est un sous-groupe de U, (K) : 1 € A car g = id. Si g(b) = Ab et g(b') = N'V/
(o1 b, b" vecteurs non nuls de E), alors g(bb') = g(b)g(b') = ANbY. Comme b’ # 0,
c’est un vecteur propre pour A\, et AN € A. Enfin, A" =1 donc A™! = A"~ € A,

— U,(K) est isomorphe & Z/nZ, donc |A| := d divise n. Comme g est diagonalisable,
il existe une base composée de vecteur propres de g, et comme g%(v) = v pour tout

vecteur propre v, g = idg. Mais g est d’ordre n, donc d = n, et A = U,(K). O
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3.2 Reésolubilité par radicaux des polyndmes de degré 2 ou 3

Soit K un corps de caractéristique nulle : on suppose que Q ¢ K c C.
Dans toute la suite, pour z € C, {/z désignera une racine n-iéme de z dans C, fixée une

fois pour toutes.

Cas des polynomes de degré 2 : P:= X?+aX +b € K[X]

—a * \/Z
2
On a Dg(P) = K(vVA), donc Dg(P)/K est une extension radicale, obtenue en une

étape (et P est résoluble par radicaux).

Le discriminant est A = a? — 4b € K et les racines sont

Cas des polynomes de degré 3 : Q := X> 4+ aX? +bX + c € K[X]

On effectue le changement de variable X' = X + % pour obtenir @ de la forme

~ ~ a
X 4+ pX'+q:= Q. zest une racine de Q si et seulement si z — 3 est une racine de Q.
On pose

P:=X?+pX +q € K[X]

Si P n’est pas irréductible dans K[X], alors P posséde une racine z € K et P est de la
forme (X — 2)S avec S € K[X]| de degré 2.
On a alors D (P) = Dg(S) et on est ramené au cas des polynémes de degré 2 (P est

résoluble par radicaux, en une étape).

On suppose donc P irréductible dans K [X], et on note 21, 22, 23 ses trois racines distinctes
(proposition [2.1.2)).
— Sip=0, P= X3+ q et ses racines sont les j*—q avec k € {0,1,2}. On a alors

D (P) = K(¥—=q,j¥/—q,j2¥—q) = K(j, ¥—q), et Dk (P) est une extension radicale
obtenue en deux étapes (au plus).

— On suppose donc p # 0. Notons E := Dg(P).
Ajoutons j & E pour la premiére étape de notre tour d’extensions et notons
Gy := Gal(E(j)|K(j)). P est de degré 3 sans racine dans K(j) (si z est une racine
de P dans K(j), K(2) C K(j) donc [K(z): K] < [K(j): K], absurde), donc P est

~~

=d" Irr(z,K)=3 <2

irréductible dans K (j)[X].
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On a E(j) = Dg;)(P), donc G1 = Gal(P|K(j)) et d’aprés la proposition , Gy
s’identifie donc & un sous-groupe de S qui agit transitivement sur I’ensemble des racines
z; (une seule orbite & trois éléments). Or le cardinal de l'orbite divise le cardinal du
groupe, donc 3 | #G1 | #S3 = 6 et G s'identifie soit & As soit & Ss. Il sera nécessaire de

séparer les deux cas un peu plus loin.

Dans tous les cas, il existe o € G agissant comme le 3-cycle (1 2 3) sur les z;.

2
S'i=Y = ¥ g, ((jo)? = (jo)?)
k=0 €<jo>
Posons 9 e 9==)
"= et =3 g
k=0 ge<j20>

S" et S” sont des K (j)-endomorphismes de E(j).

7' =8"(zn) =z +jn+5%s (1)
Posons
7" :=8"(z1) =21+ j%22 + jz3 (2)

. Effectuons quelques calculs concernant Z' et Z" qui seront utiles pour la suite :
. . _ 21+22+23=0
a) Relations coefficients/racines : P
2122 + 2123 + 2223 = p

b) 7'+ 7" =3z

-3
c) Z'Z" = —3p (en particulier Z' #£0, Z" £0, Z" = Z’p)
d) K(Z',2") = K(Z)
e) Exzpression des z; en fonction de Z' et Z" :
_Z/+ZN _j2Z/+jZ” _jZ,+j2Z”
= = 3= ————

3 3 ’ 3

(donc z; € K(j,Z',Z") = K(j,Z'), mais Z' n’est pas a priori une racine n-iéme
d’un élément de K(j)!)
Démonstration.
b) Ona Z'+ Z" =221 — 29 — 23 = —(21 + 20 + 23) + 321 = 32,
c) Ona Z'Z" =23 + 25 + 25 + (j + 7%) (2122 + 2123 + 2223)
=_1
= (21 + 22 + 23)2 — 2(2122 + 2123 + 2023) — (2122 + 2123 + 2223)

= —3(z122 + 2123 + 2223) = —3p
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e) On calcule (1)+(2) puis j2(1)+7(2) et j(1)+52(2) et on utilise dans chacun des cas
I'égalité 213 + 29 + 23 = 0.
O

On remarque que Im(S’) est fixe par jo et Im(S") est fixe par j20. En particulier,

jo(Z2" =27 | o2 =422 # Z' (car Z' #0)
jQU(Z//) — " » 1€ O‘(Z”) ZjZ” # VA (car VA 75 O)

Donc Z' et Z” ne sont pas fixes par o € Gy et 2, Z" ¢ E(j)% = K(j).

Deux cas se présentent :

o(Z2"3) =27
O‘(Z//3) — Z//3 ’
par tout élément de Gy, ie Z’3, 7" € K(j). On peut donc ajouter Z’ comme seconde

— Soit G1 ~ A3 : < 0 >= (1, donc comme { 7" et Z'3 sont fixes

étape de notre tour d’extensions, et on obtient :

K c K(j) c K(jZ)
J3eEK Z/3€K(j)A/—/
DDk (P)

Donc P est résoluble par radicaux (en au plus deux étapes).

— Soit G1 = 83 : < 0 ># Gy =< 0,7 >, ou 7 est I'élément de G agissant comme
la transposition (2 3) sur les z;. On a
7_(Z/3) — Z//3
T(Z") = 2"

%= idg et 7(Z2") = 2", donc{ ,
et Z' et Z"3 ne sont pas égaux & priori, donc on ne sait pas si 23, 2”3 sont dans K (5)
et on ne peut pas conclure comme dans le premier cas.

En revanche, 7 fixe Z"3 + Z"3, donc Z”® + Z"3 € K(j) (c’est bien str encore vrai si
G ~ As, donc la suite du raisonnement est également valable dans le premier cas, elle

est seulement moins "optimisée").

On a Z% 4+ 72" € K(j) et 232" € K(j), donc Z” et Z" sont les racines du poly-
A - 2 _ 13 "3 13 7113 .
nome R:= X* - X(Z"” +2")+ 277" € K(j)[X]

=—27p3
Calculons Z3 + Z"3

(Z/ 4 Z//)?) — Z/3 + Z/I3 + 3Z/Z//(Z/ 4 Z”) — Z/3 + Z//S o gp(Z/ + Z//)
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Par ailleurs, z; =

Z' + z" Z'+ 7" 3 Z'+ 7"
=) T

—3 donc P(z1) =0= 3 3

ie (2" + 2")3 = —27q — 9p(Z' + Z"), donc Z"3 + Z'® = —27q

27q¢% + 4p*
27 ’
et on a vu dans ’exemple précédent que R est résoluble par radicaux, avec

et R = X?+27¢X — 27p>. Son discriminant est A = 272 <

Dgj)(R) = K(j)(VA)

On a ainsi la tour d’extensions :

K c K(j) - K(j,VA) - K(j,VA,Z')
JEK (VA)2EK(j) ZBeK (j,VA) %/_’D )
DDk

Ainsi P est résoluble par radicaux (en au plus trois étapes).

On peut pour terminer calculer explicitement les racines de P :

s “2Ta+ VA = [ (4p° +27¢%)
2 2 2 27

13 _ —27q — VA — 97 —-q9 1 (4273 + 27q2)
2 2 2V 27

De Pexpression des z; en fonction de Z’ et Z” (e), on retrouve les formules de Cardan

Z'3 et Z"3 sont racines de @, donc

(& partir de ces formules, il est bien sir facile de retrouver la tour d’extensions ci-dessus)

Ceci termine le paragraphe sur la résolubilité par radicaux des polynémes de degré 2 ou 3.

Comme on vient de le voir, il est important dans I’étude de la résolubilité par radicaux
d’un polynéme P de faire des cas sur la facon dont Gal(P|K) s’injecte dans &g, ot R
est ’ensemble des racines de P.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour savoir si Gal(P|K)
s’'injecte ou non dans Ap :



Proposition 3.2.1.
Sous Uhypothese (xK ), soient P € K[X] et R := {a1,...,a,} l'ensemble des racines de
P.Ona:

Gal(P|K) est isomorphe & un sous-groupe de Apr
si et seulement si
le discriminant A(P) := [[;_;(ci — ;) est un carré dans K
Démonstration.
Notons G := Gal(P|K), E := Dg(P) et 6§ := [][,_;(e; — ;) € E. On identifie un
élement o de G a la permutation des racines «; qui lui est associée par restriction. Pour

tout o € G, on a par la proposition :0(0) = [Li<j(0(as) — o(aj)) =€(0)s .

Donc § € EY = K <= Vo € G, ¢(0) =1 <= G C Ap. O
Remarque : G ¢ i n’implique pas que G ~ Gp :

fourni un premier exemple, un autre est donné par le polynéme cyclotomique ®7,

irréductible de degré p(7) = 6 = |Gal(®7|Q)|. Gal(P7|Q) n’est pas isomorphe & S ~ S¢
et contient (par un théoréme de Sylow) un groupe d’ordre 2, donc une permutation.
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3.3 Groupes résolubles

Définition 3.3.1 (Groupe résoluble).
Soit G un groupe. On dit que G est résoluble s’il existe n dans N et une suite de sous-
groupes (dite "suite de résolubilité¢” de G)

Go=GDG1D...0G,-1 DG, ={lg}
telle que Vi € {1,...,n—1},Gi41 < G; et G;/G,iqq1 est abélien.
Autrement dit un groupe résoluble est un groupe qui peut étre construit a partir de

groupes abéliens par une suite finie d’extensions de groupes :

pour tout 1 <¢ <n —1, on a la suite exacte courte 1 — G; mﬁd Git1 N Giy1/Gi — 1

Proposition 3.3.2.
Si K, H sont des sous-groupes de G tels que K C H/K <H et H/K est abélien fini,
alors il existe une suite finie de sous-groupes de H

Ky=KCKiC...CK,=H
telle que Vi € {1,...,r — 1}, K11 < K; et K;/K;1 est cyclique.

La démonstration est admise.

En particulier si G est un groupe résoluble fini, G;/G;y1 est encore fini et il existe donc
n' et une suite de sous-groupes

v=GDG D...0G,_ DG, ={lg}
telle que Vi € {1,...,n' — 1},G},, <G et G} /G, est cyclique.

On note D(G) le sous-groupe dérivé de G et D*(G) := D(D"1(@G)) le n-iéme groupe

,,,,,,

Proposition 3.3.3.
Un groupe G est résoluble si et seulement si il existe n dans N tel que

DYG) = {1c}

La démonstration est admise.

Présentons quelques résultats (utiles pour la section suivante) sur la résolubilité du groupe
symétrique &,, suivant les valeurs de n :
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Proposition 3.3.4.
a) Vn >3,D(6,) =AU,

b) Go, 83 et &4 sont résolubles

c) Yn > 5,6, n'est pas résoluble

Démonstration. On note € le morphisme signature.

a) - Soient a,b € &,. e([a,b]) = e(a)e(b)e(a™)e(b™1) = 1, donc [a, b] € Ay,

et D(S,) C Ay.

- Réciproquement, soit (abc) un 3-cycle. (abc) = (ac)(be)(ac)(be) = [(ac), (be)] € D(S,,)
Or les 3-cycles engendrent 2,,, donc A, C D(S,,).

b)
— 63 est commutatif donc D(S2) = {id} et Gg est résoluble (caractérisation ;
— A3 est commutatif donc d’aprés a), D?*(&3) = D(3) = {id}, et &3 est résoluble;
— Pour n = 4, on note Vy le sous-groupe de 24 composé de I'identité et des produits de
deux transpositions a supports disjoints. On vérifie facilement que Vy est distingué
dans 204. On a ainsi la suite {id} < V; <24 < &4. Les quotients successifs sont des

groupes d’ordre au plus 4 donc sont tous abéliens, et G4 est donc résoluble.

¢) Soit n > 5. Soit (abc) un 3-cycle de 2A,. Il existe deux éléments d,e de {1,...,n}
tels que a, b, ¢, d, e soient deux & deux distincts. Alors (abc) = [(adc), (bec)] € D(2,).
Or les 3-cycles engendrent 2,,, donc A, C D(2,,). L’autre inclusion est évidente. Ainsi
Vk < 1,D¥(&,) = A, # {id}, donc &,, n’est pas résoluble.

0

Proposition 3.3.5.
L’image d’un groupe résoluble par un morphisme est un groupe résoluble.

Démonstration. Soit G un groupe résoluble et ¢ : G — H un morphisme de groupes.
D’aprés la caractérisation [3.3.3] il suffit de montrer que D"(¢(G)) = {1y} pour un
certain n dans N. Par hypothese, il existe n dans N tel que D"(G) = {1¢}. Montrons
que D™(¢(G)) C ¢(D™(G)) :

Soit [a,b] un commutateur de ¢(G). Il existe x,y dans G tels que a = ¢(z) et b = ¢(y).

[a,0] = [¢(x), 9(y)] = &([2,y]) € ¢(D(G))

Or les commutateurs de ¢(G) engendrent D(¢(G)), donc D(¢(G)) C ¢(D(G)). Une
récurrence immédiate donne D"(¢(G)) C ¢(D™(G)), et ¢(D™"(GQ)) = ¢({1c}) = {1u},
donc ¢(G) est résoluble. O
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3.4 Théoréme d’Abel-Galois

Théoréme 3.4.1 (Théoréme d’Abel-Galois).
Soient K un corps de caractéristique nulle et P € K[X].
Alors P est résoluble par radicauz si et seulement si Gal(P|K) est résoluble.

Avant de démontrer ce théoréme, utilisons-le pour répondre & une question historiquement
trés importante :

les polynomes de degré 5 (ou plus) sont-ils tous résolubles par radicaux ?

Des réponses partielles et non constructives ont été données par Ruffini (1799) puis Abel
(1824), mais il faudra attendre les travaux de Galois (vers 1830) pour obtenir un exemple
concret de polynéme de degré 5 non résoluble par radicaux. Nous aurons besoin du lemme
suivant :

Lemme 3.4.2.
Soient p un nombre premier et P un polynome irréductible de Q[X] de degré p.
Si P a exactement 2 racines non réelles dans C, alors Gal(P|Q) est isomorphe a Sy,.

Démonstration.

— Puisque P est irréductible, G agit transitivement sur I'ensemble R = {a1, ..., ap}
des p racines distinctes de P dans C. Par la proposition G s'identifie
par restriction a un sous-groupe de &, ~ Sg. Or |6,| = p(p — 1)!, donc par un
théoreme de Sylow, &, contient un groupe d’ordre p, donc un p-cycle. G "contient"

donc un p-cycle (par restriction aux racines).

— La conjugaison complexe 7 (d’ordre 2) fixe les coefficients de P et induit donc
une permutation de R qui a par hypothése exactement p — 2 points fixes : c’est
la transposition (p — 1 p) si on note a,—1 et «a; les deux racines non réelles.
De plus le corps de décomposition (dans C) de P sur Q est Q(oy,...,qap), donc
T7(Dg(P)) = Dg(P), et 7 induit donc par restriction un élément de G d’ordre 2, ie
une transposition.

G "contient" ainsi un p-cycle et une transposition. Par la proposition G est donc
isomorphe & G,,.
O

Proposition 3.4.3.
Le polynéme P := X° — 6X + 3 de Q[X] n'est pas résoluble par radicauz.
Démonstration.

Le critére d’Eisenstein pour p = 3 montre que P est irreductible dans Q[X]. Puisque
deg(P) = 5 est premier et que S5 n’est pas résoluble (3.3.4)), il suffit d’apres le théoréme
d’Abel-Galois et le Lemme précédent de vérifier que P a exactement 3 racines

réelles (et donc 2 non réelles).
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Ona P’ = 5X*—6. En posant zo := +/6/5 (> 1), on obtient le tableau de variation de P :

T —00 —x9 —1 1 zo +0o0
P'(x) + 0 — 0 +
>0 +oo
N
P(x) AN '2
N
—00 <0

P(—1) =8et P(1) = =2, donc P(—xzg) > 0 et P(xg) < 0. Ainsi P s’annule exactement
3 fois sur R, d’ou le résultat.
O

Ce résultat montre en particulier qu’il n’existe pas de formule générale d’expression
des racines par radicaux pour les polynomes de degré 5, contrairement aux degrés 2,3
(vu au [3.2) et 4 (méthode de Ferrari).

Démonstration du théoréme d’Abel-Galois :
P résoluble par radicaux = Gal(P|K) résoluble :

Si P a toutes ses racines dans K, Di(P) = K et Gal(P|K) = {idk} est résoluble.
Dans le cas contraire, il existe par hypothése s dans N* | ni,...,ns dans N* et des
éléments ay,...,as tels que Dg(P) C K(a,...,as), ai™ € K et Vi € {2,...,s},
a;" € K(ay,...,a;—1). On note L := K(aq,...,as) Pextension radicale obtenue et
E = Dg(P).

On va chercher une extension N de F telle que N/K soit ga-

loisienne et Gal(N|K) soit résoluble. En effet comme E/K N
est également galoisienne, le dernier point de la correspon-
dance de Galois donnera : gal. E
Gal(E|K) ~ Gal(N|K)/Gal(N|E) = 7(Gal(N|K)) gal
ou 7 est la surjection canonique sur le quotient. Gal(P|K)
— K

sera donc résoluble comme image d’un groupe résoluble par

un morphisme de groupes (3.3.5).

On a E C L, mais comme L/K n’est a priori ni galoisienne ni de groupe de Galois réso-

luble, on va étendre L pour obtenir ’extension N désirée :
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Fait . Il existe un entiert > 2, mo, ..., my dans N* et une extension N := K (&, by, ..., b)
contenant L telle que N/K est galoisienne radicale et vérifie :
b e K1 Vie{2,...,t}, ou K1 :=K(§) et K; := K(&ba,...,b;),1>2
— £ est une racine primitive m-iéme de ['unité dans C, ot m := PPCM (ny,...,ng)
- K11/ K; est galoisienne pour tout i dans {1,...,t — 1}
- K11/ K; est abélienne (cf. pour tout i dans {1,...,t —1}

Démonstration.

Soient : £ une racine primitive m-iéme de I'unité dans C, ot m := PPCM (nq,...,ns)
L':=K(&, ay,...,as) Vextension de L obtenue par 'ajout de &
P; := Irr(a;, K) le polynéme minimal de a; sur K (1 <1i <)
N := Dy, (I[;_; P) un corps de décomposition sur L'

R; I’ensemble des racines de P, dans N.
On a a; € |J;_; R; pour tout j dans {1,...,s}, et :
=Q

v = v m) = o U = 56 Ur) = o (e - 0[] ) ) = Dx(@)

i=1 =1 =1 =1

Donc N est galoisienne sur K (ie N/K est galoisienne). On note | J;_; R; := {ba, ..., b},
ol on numérote successivement les éléments de Ry, Ry , ..., Rs. Montrons que N/K est

radicale, et plus précisément que pour j € {2,...,t},

=Kj1

i—1
si b; € Ry, alors b € K(§, U Ry) (C K(&,b2,...,bj—1)). On pose alors m; :=n;, j > 2
=1

Pour tout i € {1,...,s}, P; est un facteur irréductible (sur K) du polynome @, donc
d’aprés b), R; est une orbite sous Gal(N|K) de I’ensemble des racines de @) :
sibj € R; (2<j<t),alors il existe g € Gal(N|K) tel que g(a;) = b;. On a alors :

i—1 i—1
b;" = g(a;""), et par hypothese a;"" € K(, U R)) = Dk ((Xm - 1)(H Pz)) = Ni—1
1=1 i=1

Comme g(N;_1) = N;_1 (car g fixe K, g(&) = £* est encore une racine de X™ — 1, et
g(R;) = Ry pour chaque [), on a b;" € N;—1 (2 < j < t). En notant b; := &, on a
également b € K, donc N/K est radicale.
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K11/ K; est abélienne : en effet, m; divise m pour tout i, et £ € K, donc (proposition
D K; contient une racine primitive m;-iéme de I'unité (£™/™). Or on vient de voir
que u := (bjy1)™i+! € K;, donc d’aprés la proposition [3.1.3]

Kit1/K; = Ki(biy1) = Dk, (X™+1 — u) extension cyclique de K;

O
On en déduit Uimplication cherchée :

Soit N comme dans le Fait. Montrons que Gal(N|K) est résoluble (cf. définition [3.3.1)) :
Posons G := Gal(N|K) et G; :== Gal(N|K;), i € {1,...,t}.

Ona:Gt:{idN}CGt,lc...CGlCGO

N/K est galoisienne, donc (1.1.7) N/K; est encore galoi-

NG sienne pour tout ¢ € {1,...,t — 1}, et :
gal. ‘ ‘ - On a G411 < G; d’aprés la correspondance de Galois, car
Kiv1 Gia Ki+1/K; est galoisienne.
gal. ’ - Le quotient G;/G;41 est abélien d’aprés la correspon-
K, G, dance de Galois : G;/Gi+1 ~ Gal(K;11]K;), groupe cyclique.

Donc Gal(N|K) est résoluble.

Pour la preuve de 'autre implication, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.4 (Lemme "du trapéze").
Soit E/K une extension galoisienne. Soit K' un corps contenant K, et soit E' .= K'(E).
Alors E'/ K’ est galoisienne, et Gal(E'|K") est isomorphe a un sous-groupe de Gal(E|K).

Démonstration.
E/
- E/K est galoisienne, donc de la forme Dk (P) = K(ayq,...ay),
o R:={ay,...a,} est U'ensemble des racines de P € K[X]. /
E' =K'(E)=K'(a1,...ap,) = Dg/(P) car P € K'[X], E
donc E'/K' est galoisienne.
- Si g € Gal(F'|K'), g fixe K et g(R) = R, donc la restriction : K
p: Gal(E'|K') — Gal(FE|K) est bien définie et est un morphisme /
de groupes.

K
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Enfin, E' = K'(a, ... ay), donc pour g € Gal(E'|K"),

p(g) = idg = ¢ fixe K’ et chaque o; = g = idp/

Donc p est injectif, et Gal(E'|K") est isomorphe a un sous-groupe de Gal(E|K).

Gal(P|K) résoluble = P résoluble par radicaux :

Soit E un corps de décomposition de P sur K.

a)

Premier cas : K contient une racine primitive n-iéme de l'unité &, ou n = |G| :
Puisque G := Gal(P|K) est résoluble fini, il admet (proposition [3.3.2)) une suite

G=GyCG;C...CGy, ={idg} de sous-groupes

telle que pour tout i € {0,...,m — 1}, Git+1 <G et G;/Git1 est cyclique.
On va montrer grace a la correspondance de Galois que E/K est radicale :
Pour i € {0,...,m}, posons K; := ®(G;) = E%. Ainsi on a une suite

K=K¢ycKyC..CK,=FE

Comme E/K est galoisienne, E/K; est galoisienne pour tout i d’aprés la corres-
pondance de Galois, et Gal(E|K;) =T o ®(G;) = G;. Puisque G;11 <Gy, Ki11/K;
est galoisienne (deuxiéme point de la correspondance de Galois). De plus on a
Gal(Ki1|K;) ~ Gal(K|K;)/Gal(K|Ki+1) = Gi/Git1, cyclique, donc Ky /K; est

G,

|Gl :=n;i41 (et nj4q divise n).
|Giy1]
Comme K contient une racine primitive (n;41)-iéme de 1 (proposition [3.1.4)), les
hypotheése de la proposition sont donc vérifiées, et il existe donc b1 € K11
tel que K11 = Ki<bi+1), et (bi_:,_l)n”l e K;.

On trouve ainsi par récurrence E = K(by,...,by), extension radicale de K.

cyclique, de degré

Cas général : On va se ramener au premier cas :

Soit £ une racine primitive n-iéme de 1 dans Dg(X" —1) = E(£). Par le lemme "du
trapeze" (3.4.4), Gal(E(£)|K(£)) est isomorphe & un sous-groupe de Gal(E|K) qui
est résoluble par hypothese, donc Gal(E(£)|K (£)) est résoluble ([3.3.3).

On est ainsi ramené au premier cas, et E(£)/K (&) est donc radicale, de la forme
K(¢)(ai,...,as) = K(& a1,...,as) avec a;™ € K(& a1,...,a; — 1) Vi > 1, et
¢" € K, donc E(£)/K est encore radicale, et E/K est résoluble par radicaux.

O]
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Remarque :

D’apres le Fait de la premiére partie de la preuve, il suffit pour qu'un polynéme P € K[X]
irréductible soit résoluble par radicaux qu’un corps de rupture de P soit résoluble par
radicaux.

En effet, si K(a) est un corps de rupture de P résoluble par radicaux, il existe une ex-
tension radicale L/K contenant K (a)). On peut alors prendre N comme dans le Fait : NV
est radicale et galoisienne, donc P est scindé dans N (point ¢ de la proposition ,
donc Dk (P) C N.

FIN
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