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Rédiger séparément la partie 1 (exercices 1 et 2) qui est notée sur 10 et
la partie 2 (exercices 3 et 4) qui est aussi notée sur 10.

Partie 1 « Points fixes, stabilité et bifurcations »

Exercice 1

Le Brusselateur est un modéle simple qui décrit une réaction oscillante basée
sur une réaction autocatalytique. En coordonnées réduites (sans dimension)
cela s’écrit comme :

= 1—(b+ 1)z +az?y
{y = bz —az’y

ol a,b > 0 ce sont des paramétres positifs et ,y > 0 sont des concentrations
réduites.

1. Déterminer tous les points fixes du systéme et étudier leur stabilité.

2. Tracer les isoclines nulles du systéme.

3. Contruisez une région de piégeage des flots.

4

. Montrez qu’une bifurcation de Hopf apparait pour une valeur de para-
métre b = b, ol b, est & déterminer.

5. Est-ce que le cycle limite existe pour b > b, ou b < b.? Justifiez en
utilisant le théoréme de Poincaré-Bendixson.
Exercice 2

On considére deux aimants qui peuvent tourner sur un axe de rotation
commun, comme le montre la Figure suivante.



Les deux aimants sont placés dans I'entrefer d’un électroaimant. Soit 61 et 6o
les deux angles repérant les poles nord des aimants par rapport a l'axe
horizontal (sens trigonométrique). La dynamique des deux aimants est donnée
par le systéme d’équations , ayant K > 0 :

91 = KSiIl(91 - 02) — sin(@l)
0y K sin(fs — 01) — sin(6s)

1. Déterminer ’ensemble des points fixes (07, 603) de ce systéme dans
linterval [—m, 7] et étudier leur stabilité.

2. Tracer le diagramme 67 en fonction de K. Montrer qu’une bifurcation
existe pour K = K.. Donner K.. Quel est le type de la bifurcation ?

3. Montrer qu'il existe une fonction V' (61, 62) telle que 0, = —9V/db; et
02 = —0V/005. On donnera son expression.

4. Déterminer les orbites périodiques de ce systéme dynamique.



Partie 2 « Chaos »

Exercice 3 "dynamique probabiliste”

Dans une montagne, on suppose qu’il y a deux espéces (majoritaires) de
fleurs : des gentianes bleues « et des gentianes jaunes (. Pour l’espéce a, la
proportion 7, = 20% de sa population disparait chaque année. L’espéce 3 a
une plus grande durée de vie et seulement 753 = 2% de sa population disparait
chaque année. Si une fleur disparait, cela donne un emplacement est libre, et il
y a la probabilité p, = 90% qu’il soit repeuplé par une fleur de I'espéce « et la
probabilité pg = 1 — p, = 10% par une fleur de Pespéce (.

1. On note N, (n) (respect. Ng(n)) la proportion de fleurs de 'espéce o
(respect. de l'espéce ) a l’année n € N. Ecrire la loi d’évolution sous la

forme
( Na(n+1) ) :M( N (n) )
Ng(n+1) N (n)

avec une matrice M que I’on explicitera en fonction de 7., 73, o, Pg. On
dessinera le graphe de Markov associé.

No (0)
N (0)
un temps caractéristique 7 que 'on calculera en années en fonction de
Tas T8, Pa,>Ps, la proportion de fleurs dans la prairie se stabilise & un

*

2. Pour une situation initiale ( ) quelconque, montrer que aprés

état d’équilibre N* = € R? que 'on calculera en fonction de

«
Ng
Ta, T8> Pas P3- Application numérique : calculer 7 et N* pour les valeurs
numériques données.

Exercice 4 "Dynamique chaotique de Rdossler”

En 1976, E.Rossler a proposé le modéle suivant qui décrit I’évolution de trois
variables x (t),y (t), 2 (t) € R en fonction du temps t € R :

E= —y®) -2
W= () +ay(t) )
L= bt (x(t)—c)z(t)

ot a, b, c € R? sont des paramétres fixés. Ces équations se rencontrent en chimie
pour décrire I’évolution de la concentration de certains composés dans une réac-
tion spécifique. Ce modéle est aussi interessant par lui méme car il posséde un
attracteur étrange chaotique comme le modéle de Lorenz, en étant plus simple
par certains aspects.

1. Préciser si le systéme dynamique est : (a) & temps continu ou temps
discret 7 (b) déterministe ou non déterministe? (c) linéaire ou non li-
néaire ?

2. Trouver le nombre de points fixes du systéme et leur position (z,y, 2)
en fonction des paramétres a, b, c.

3. La figure (a) suivante montre l’attracteur A du systéme (1) pour les

paramétres a = b = 0.2 , ¢ = 5.7 obtenu par simulation numérique.
Le schéma (b) qui suit montre que les trajectoires tournent autour d’un



"normalband” .-

FiGURE 1

point fixe instable dans une "bande”. La partie intérieure de cette bande
appelée "bande normale” reste dans le plan horizontal, s’étire en largeur,
fait un tour puis se place dessous. La partie extérieure appelée "bande
de Moebius” fait aussi un tour en s’étirant, mais s’éléve et se retourne,
avant de se placer dessus. Etc.

Dans ce mécanisme, on suppose que les deux bandes sont remplies de
trajectoires de fagon dense et reviennent contractées en épaisseur d’un
facteur € < 0.5. Rappeler la définition de la dimension fractale d’un
ensemble de points. Calculer la dimension fractale de I'attracteur dim.A
en fonction de e. Application numérique : calculer dimA si e = 1/167

4. On appelle X € [0, 1] la position transverse d’une trajectoire lorsqu’elle
traverse ’axe X de la figure (b). On note f : X,, — X411 = f(X,)
I’application de retour de Poincaré aprés un tour. En observant la figure
(b), tracer I’allure du graphe de la fonction Y = f (X).

5. On souhaite simplifier le modéle.

(a) Pour approcher la fonction f(X) avec X € [0,1], quelle fonction
proposez vous parmi les fonctions f; et fo suivantes?

X) = ) ;
HX)=19x% 4 si X >1/2 22X siX>1/2

2X si X <1/2 2X si X <1/2

{ 2 - { /

(b) Pour les fonctions f = f; puis f = fa, décrire précisément la valeur en
temps long n > 1 du systéme dynamique X, 11 = f (X,,) & partir de
la valeur initiale Xy est écrit en base 2, c’est a dire Xq = 0, bob1b2bs3 . ..
avec des bits b; € {0,1}.

(c) Soit § < 1 lincertitude sur Xy a la date n = 0. Aprés quel temps
n () cette petite incertitude § < 1 rend la prévision impossible ?



