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TD3. De I’équation des fluides de Euler a I’équation d’onde du son. Solution

Référence : Notes de cours..

On décrit l'air (fluide gazeux) par un modéle de gaz parfait a 1'équilibre local décrit par
avec un champ de pression p (z,t) € R, un champ de densité (masse volumique) p (z,t) € R et
d’un champ de vitesse v (z,t) € R3, ou x € R? est la variables d’espace et t € R est le temps.
Le champ de vitesse détermine des trajectoires du fluide ¢t — z (t) par I’équation % = v. On

dt
notera l’accélération du fluide par

dv d

Le fluide subit des forces de pression internes, la force résultante est opposée au gradient de
pression et I’équation de la dynamique de Newton pour le fluide par unité de volume prend

donc la forme
dv

p—; = —erad (p) (0.1)

appelée équation d’Euler.

1. Montrer que la fonction densité p (z,t) satisfait
Op +div (pv) =0 (0.2)

appelée I’équation de conservation de la masse ou équation de continuité.

Solution 0.1. Notons le flot ¢! : R3 — R?, c’est a dire ¢' (z) = z (¢), ddiit =v.S5iQ CR?

est un domaine initial quelconque et € () = ¢* (2) son évolution, alors on stipule que la
masse M contenue dans € (t) est constante. On note xq la fonction caractéristique du
domaine . Donc xq@) = xoo¢ . On a

M:/ pdx :/ (xao ¢ ") pdx
Q(t) R3

donc avec une intégration par parties

0= (%—]‘f) -/ (Z (02,x0) <—vj>> p+ (xa00™) (Bp) do

J

o (Z (0, (v;p)) + atp) iz = [ xa (div (vp) + Oup) d

(par parties) -
J

Si cela est vrai pour tout domaine {2 alors nécessairement div (vp) + 0;p = 0.
2. On suppose des petites fluctuations adiabatiques de la pression p et de la densité p
autour de ’état d’équilibre constant et uniforme, i.e.

p($,t) = Do —I—p($,t)

p(ﬂ?,t) :p0+p($vt)

avec |p| < po et |p| < po. Montrer que au premier ordre le champ de fluctuation de
pression p (z,t) satisfait
0*p — Ap =0 (0.3)
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appelée équation des ondes avec la vitesse du son
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ou Ty est la température du gaz au repos et v = %, et que la loi de Laplace s’écrit

2 _ 2 0.4
Po fyﬂo ( )

Solution 0.2. Supposons maintenant des petites fluctuations
p(ZE,t) = Po +p($at)

p(x,t) = po+p(x,t)
avec [p| < po et |p| < po et |(9,,0) v;| < [9yv]. On a
dv d ’ da;
d_t = EU (.ZU (t) ,t) = Z (6xj?)) E + atv

j=1

3
= Z (0s,v) v; + Opv

J=1

Donc au premier ordre % = d,v et (0.1) donne

po0yv = —grad (p) (0.5)

et (0.2) donne

Oyp + podiv (v) = 0. (0.6)
On déduit

po0idiv (v) o —div (grad (p)) = —Ap,
2 . B
@P+m@¢V@N%¢L

et donc

Ot p = Ap. (0.7)

D’aprés la formule de Laplace d'un gaz parfait adiabatique :

Y
pV7 = cste < p = cste (%) S p=Cp’

on déduit

d d
p:C'p7<:>lnp:lnC—|—fylnp<:>?p:7_p

p
et donc au premier ordre pour les petites fluctuations p, p :

p __p
p— ry_
Po Po

On a obtenu (0.4). Finalement, on obtient I’équation d’onde pour p :

o'p = (m) Ap = A Ap
0.7\ Po

. (’Ypo) 12
C = —_
Po

2

avec la constante
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appelée vitesse du son. L’équation des gaz parfait est poV = nRTy. Avec la masse
volumique pg = {7 est la masse molaire M = * on obtient

@ . VTLRT() . RTO

00 mV M’
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. Calculer la valeur numérique de ¢ pour lair a température Ty = 20°C' et pression pg = 1
atm.

Donc

Solution 0.3. Avec une température Ty = 293K = 20C°, une pression py = 10°Pa,

alors la densité de l'air est py = ];g% = 1.19kg/m3. On obtient une vitesse du son

1/2 1/2
7P vRTo>
c= | — = = 343 m/s. 0.8

(Po) ( M / ( )

. Vérifier que le mode de Fourier (ou onde plane) py, (7,t) = Ae!k#=%t) est solution de
I’équation d’onde sur R? & une certaine condition sur k € R? et w € R.

Solution 0.4. Si on place p = Ae'**+%") dans (0.3) on obtient

(iw)® — ¢ (ik) . (ik) = 0 (0.9)
Sw = tclk| (0.10)



