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1 Entropie et suites standard. Solution.

Dans cet exercice on défini la notion d’entropie selon Shannon ' (1949). Références : (Shan-
non, MacMillan 1949)(cf Khinchin p.17, Zinmeister p.22).

Considérons un ensemble de n événements possibles {1,2...n} ayant chacun la probabilité
pi > 0,1 = 1,...n vérifiant > . p; = 1, appelée “loi de probabilit¢ finie”. Soit N > 1.
Considérons une suite de N réalisations aléatoires indépendantes de ces événements, notée

7= (i1, 49, ..., i) (1.1)

Comme exemple simple, on pourra considérer un jeu de pile/face, c’est & dire n = 2 événe-
ments possibles, mais de probabilités non égale (appelé loi de Bernouilli) :

-

1. Quel est le nombre total Ny (N) de suites i7 Quelle est la probabilité p (z) pour que la

suite 7 := (41,142, ...,1y) apparaisse ? Dans I'exemple pile/face, quelle est la suite la plus
probable 7 la moins probable ?

Réponse : Il y a N (N) = nV = eNlen guites possibles. Comme les événements
de la suite ¢ sont indépendants, la probabilité pour que cette suite ¢ apparaisse est le
produit :

P <;> = Diy -Dig- - - - Din (1.2)

Dans l'exemple pile/face, la suite qui est individuellement la plus probable est

i=(1,1,1...) (1.3)

—

de probabilité p <z> pY = e Nos(l/p1) — ¢=NO04 15 guite la moins probable est

i=(2,2,2,2..)) (1.4)

de probabilité p <;> = pi = e~ Nlog(l/p2) — g=N11,

2. Par définition, on appelle “suite standard” une suite 7 := (11,19,...,iy) trés longue,
i.e. N > 1 et ot le nombre d’apparition N; de chaque chiffre i est N; ~ p; N (précisément
N; =p;N + o(N)). Dans I'exemple de pile/face, une suite standard ressemblerait a

i=(1,2,1,1,2,1,2,1,1,1,2,1...,1) (1.5)

avec le nombre de 1 : Ny =~ pN = %N et Ny ~ %N . Est-ce que la suite la plus probable
(respect. moins probable) de (1) sont standard 7 Montrer que la probabilité d’apparition
d’une suite standard ¢ donnée est

p (Z) =e V9 = (e*S)N

1. (ref : wikipedia “history of entropy”) L’histoire raconte que en 1949 Claude Shannon qui travaillait en
télécomunication au BELL labs a développé la théorie qui suit, en définissant une fonction H qu’il voulait
appeler “incertitude”. Il rencontre le physicien-mathématicien Von Neumann. Ce dernier lui fait remarquer
qu’il devrait appeler sa fonction “entropie” pour deux raisons : 1) car cela correspond au concept de Ientropie
développée depuis Boltzmann et Gibbs 1872 qui mesure le “désordre”, et 2) car il deviendrait célébre en donnant
enfin une explication claire de ce qu’est I’entropie.



http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_probabilit%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Bernoulli
https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_entropy

avec

S = — Zpi log p; = Zpi log (1/p:)
i=1 i=1

—

appelée entropie. Aide : utiliser que p <Z> = Diy -Dig- -« - - Diy = pipd? .pNn_ Calculer

I’entropie de I'exemple 7

Réponse : Les suites particuliéres i = (1,1,1...) et i = (2,2,2,2...) ne sont pas
standard. Pour une suite standard, on écrit

p(z) = Piy Dig- - - - - Diy = D] 1p22...p£]

N1 log p1 Ny, log pn

=€ ... €

— eN(prlogpit..pnlogpn) _ —NS

Pour I'exemple, S = — 3" | p;logp; = —3log 2 — s log s = 0.63.. > 0

3. Pour N > 1, on note Ny le nombre de suites standard de longueur N. Montrer que

1
NN ~ eNS & S —log/\/N
N
c’est a dire que 'entropie est le taux exponentiel du nombre de suites standard. Aide :
montrer que Ny = #,'N, et utiliser la formule de Stirling In N! ~ NIln N—N+o (N)
pour N > 1.

Réponse : On choisit N; parmi N puis Ny parmi (N — N;) etc. On a donc

_ N1 N2 Nn
NN — CN CN*Nl N CN—(N1++NH71)

B N! (N — Ny)! (N —(Ny+...N,))!
(N — NN (N — (Np + No))INy! 7 (N — (Ny + Ny + ... N,))!IN,,!
N!
NN, LN

_ NI N=N+57 (~Nilog Nit Ni)+o(N)
_ 6Nln N—N+>" ,(—p;iNlog(p; N)+p; N)+o(N)

— oNInN=N+371L, (=piN log pi—pi N log N+piN)+0o(N)
_ NIn N=N+NS=Nlog N+N-+o(N)

_ eNS+o(N)

_ oN(S+o(1))

4. D’aprés les résultats précédents les suites standard sont équiprobables et de probabilité
P (22) = e NE+W) Ty en a Ny = eN+toMW) | Cela semblent indiquer ? que leur proba-

bilité cumulée est Nyp <ZS> ~ 1 pour N > 1(la preuve sera dans la question 5). Quelle

signification des suites standard et de l'entropie S cela suggere t-il 7 Pour quelle(s) lois
de probabilité (p;),_,_,,, a t-on S =logn? S =07 Quelle est la valeur maximale de 57
Comparer Ny et Ny (N)? Dans quel cas a t-on Ny = Ny (N) ?

No(

2. En fait, on ne peut pas déduire Nyp (;5) ~ 1 car on a négligé des corrections eV°(M) = (V) qui peuvent

étre non négligeables, par exemple In N = o (N) mais ™V = N > 1.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Stirling

Réponse : Signification des suites standard et de I'entropie : “presque surement” (cad

avec probabilité 1) une suite sera une suite standard et I’entropie est le taux exponentiel

de leur nombre. L’entropie mesure donc le taux exponentiel de réalisations possibles.

L’entropie est une mesure de l'incertitude sur les événements & venir.

— Pour une loi déterministe comme p; = 1, p;»1 =0, on a S = —pylogp; = 0. C'est la
valeur minimale pour S. Il y a une seule suite standard i= (1,1,1...1). On n’a pas
d’incertitude sur les événements & venir qui sont forcément égaux a 1.

— Pour la loi équiprobable p; = £, ona S = =3, pilogp; = =, 2log = = logn.
C’est la valeur maximale. Alors Ny = eV = eNlogn = nN = A/, (N). L’incertitude
est maximale.

— Dans un cas intermédiaire, 0 < S < logn et donc Ny = 5V < eMlosn = A (N).
Le nombre de suite standard est trés petit par rapport au nombre total de suites
mais cependant il croit exponentiellement.

-

. (Optionnel) Pour montrer que Nyp (zl) ~ 1 pour N > 1, écrire p (z) = exp (— Zjvzl Xj>
avec X; = —log p; et appliquer la loi des grands nombres.

Réponse : L’astuce est de faire apparaitre une somme de variables aléatoires indépen-
dantes. On écrit

p (E‘) = Diy-Pig- - - - - Piy = 625.\[:1 Ingij

avec
Les variables aléatoires X; sont indépendantes, de méme loi, et de moyenne qui est
précisément 'entropie :

<Xj> = Zpi (—logpi) =S

Considérons la somme moins la moyenne :

ainsi on peut exprimer :
p () = st

La loi (faible) des grands nombre (cf Proposition 1.1) dit que Yy “converge vers 0”
au sens ou pour tout a > 0 (arbitrairement petit) et pour N — oo,

proba (|Yy| <a) =1—-0(1) (1.7)
Donc on définit les suites standard par
Aa::{; tq —a<YN<a}

_ {; iq p (;) c [e—NS(l—i-a)?e—NS(l—a)}}

Cela donne
Vie A, e NSO+o() Sp(lj < e~ NS(-o(1)) (1.8)

On a d’apres la loi des grands nombres

Zp(f)=1—o(1)

;E .Aa


https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_des_grands_nombres

donnant

Zp(z):1—o(1), Zp(z):ou). (1.9)

icA ieB

Par conséquence
(#A4) .M <1 —0(1) et (1A) VY > 14 0(1),

donnant
NS(-0(1) < 4 A < NS(I+o(1) (1.10)
Il reste a justifier la loi des grands nombres utilisée dans (1.7).

Proposition 1.1. “La loi faible des grands nombres”. Supposons que (Xj)jeN sont des

variables aléatoires indépendantes, de méme moyenne (X) et méme variance o =
(X - (X>)2> Pour N > 1, on pose

1 N
YN::N;(X]—

qui est la “moyenne temporelle centrée”. Alors pour tout a > 0 (arbitrairement petit) et
pour N — o0,
proba (|Yn| > a) =0 (1)

Démonstration. Notons pour simplifier Z = |Yy|* et p(Z)dZ la densité de probabilité.
On a

proba (|Yy| > a) = proba (|YN]2 > a?)

_/:p<2)d2g/: (é)mzmz

1 o

- (Z)ng%/ooZp(Z)dZ
= () = 5 (%)

ou (.) désigne la moyenne. (Ce dernier calcul s’appelle “inégalité de Tchebychev”). On
a ((X; — (X)) = (X) — (X) = 0 et donc pour j # k ((X; — (X)) (X — (X)) =
(X; — (X)) (Xi — (X))) = 0. Alors d’aprés (1.6)

(V1) = 5 A = (0) (= (X0 = 30 {0 -

! 250
=—o0
N

On déduit que proba (|Yy| > a) = o(1). O
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