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Annexe A

Logiciels pour 'acoustique musicale

A.1 Pour 'audio

Liste de logiciels pour ’audio

Applications Android gratuites conseillées pour ce cours :
— sonometre : mesure 'intensité d’un son en décibels.
— Lexis Audio Editor : permet de visualiser le signal d’un son enregistré.
— Spectroid : permet de faire une transformée temps-fréquence d’un signal sonore en
temps réel.

A.2 Audacity

Audacity permet 'enregistrement et ’analyse de sons.
— TP.

— Créer des wave-form a la main.

— Autre TP sur la transformée de Fourier avec Audacity.
— Créer des scripts sous audacity.

A.3 Autres

— BaudLine : Spectrogram

— Sonic Visualiser

— FreeFem : pour résoudre des EDP non linéaires.
— Ecoute d’intervalles justes

— Analysis and creation of sounds

— Real-time analysis of sounds, Section 5
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https://marcotonini.wordpress.com/software/
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.gamebasic.decibel&hl=fr&gl=US
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.pamsys.lexisaudioeditor&hl=fr&gl=US
https://play.google.com/store/apps/details?id=org.intoorbit.spectrum&hl=fr&gl=US
https://audacity.fr/
http://www-ext.impmc.upmc.fr/~ayrinhac/documents/Traitement_du_Signal_avec_Audacity.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=kjPR9tEKe_s
http://cedric.cnam.fr/~bouchati/enseignement/STMN_TDS/TP3_TFetSpectre.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=LyQDDVkGBSY
http://www.baudline.com/index.html
https://www.sonicvisualiser.org/
https://freefem.org/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript1/just_interval/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript2/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/MOLT_explorer/
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Annexe A

Notions de base utiles en
mathématiques

Dans ce cours on ne suppose aucune base en science. Cependant on aura besoin de
quelques notions élémentaires qui sont expliquées dans cette section.

A.1 Les fractions et équations du premier degré

A.1.1 Additions et soustractions

On désigne par exemple une grandeur numérique recherchée par la lettre x. Par exemple
x est le poids d'une pomme, et 1’on sait que le poids du saladier est 0.8kg et on pése au
total 1kg pour le saladier qui contient la pomme. On écrit

r+08=1

La solution est
z=1-08=02kg

Plus généralement, si a, b, ¢ son des chiffres, on a I’équivalence suivante des équations :

at+b=c Sb=c—a Sa=c—b
S0=c—b—a S0=a+b—c

Exercice A.1.1. Vérifiez ces équations avec les valeurs a = 3, b = 2, ¢ = 5.

A.1.2 DMultiplication et divisions

On désigne par exemple une grandeur numérique recherchée par la lettre x. Par exemple
x est le poids d'une pomme, et I'on sait que 10 pommes pésent 2kg. On écrit

10 x x = 2 ou 10x = 2.
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La solution est

9
_— 02k
10 &

Plus généralement, si a, b, ¢ son des chiffres non nuls, on a 1’équivalence suivante des équa-
tions :

X

ab:c<:>b:E<:>a:E<:>1:£<:>1:a_b
a b ab c

Exercice A.1.2. Vérifiez ces équations avec les valeurs a = 3, b = 2, ¢ = 6.

Notations de puissance :

x2:x><x, m?’:a:xmxx, etc

_ 1 _ 1 1

:clz—, 2= = —, ectc
T TXT T

Par commodité, 2 = 1. Quand on écrit 2™, I'entier n s’appelle 'exposant.

A.2 Exposants, logarithme et décibels

On présente quels notions importantes pour la suite. Cela peut concerner toute sorte
de grandeur physique.

Dans le tableau suivant on a écrit sur la premiére ligne différentes valeurs d’une grandeur
x. Par exemple x = 100.

Sur la deuxiéme ligne, on écrit cette méme valeur avec un exposant, par exemple
x = 10%. La troisiéme ligne donne la valeur de l'exposant, aussi appelé le logarithme de
x et noté Log,, (z). Par exemple Log;, (100) = 2. La derniére ligne est appelée décibels,
c’est seulement I'exposant multiplié par 10, i.e.

dB (z) = 10 x Logy, (z)
Par exemple dB (100) = 20.

Valeurs de = et opérations : R — 0.1 — 1 — 10 — 100 — 1000

écriture de = avec ’exposant =101 =10° = 10! =102 =103
Logjg (z) : exposant ou logarithme (en base 10) -1 0 1 2 3

dB (z) = 10 Logio (z) :décibel —10 0 10 20 30

Remarque A.2.1. Sur la ligne de = on passe d’'une colonne a la suivante de droite en
multipliant par 10. Donc on passe & la colonne de gauche en divisant par 10. Alors dans
sur la ligne des logarithme (et des décibels) on passe d’une colonne & la suivante de droite
en ajoutant 1 (ou ajoutant 10 pour les décibels). Cette remarque montre que la fonction
logarithme transforme les opérations multiplication en addition. C’est 'intérét
essentiel de cette fonction. Par exemple 3 = Log,, (100 x 10) = Log,, (100) 4+ Log,, (10) =
2 4+ 1. On retiendra que pour tout nombre positif x, y,

Log, (z x y) = Log,o () + Logy, (y) -


https://fr.wikipedia.org/wiki/Puissance_d%27un_nombre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme
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Remarque A.2.2. Concernant le cas particulier ol on mesure une puissance sonore
p, le décibel est utilisé de sorte a ce que 0 décibels correspond & une puissance de référence,
qui est la limite de I'inaudible (i.e. trés faible), et correspond a la valeur py = 10~12W/m?.

Pour une puissance sonore quelconque p on notera alors z = p% (sans unité) de sorte

que dB (%) = dB(1) = 0. Ajouter +1dB correspond alors au seuil de perception du

changement de puissance. Il apparait que dB (z) = 120dB est un son trés (trop) fort au
seuil de la douleur, qui est p = 1W/m?.

Remarque A.2.3. Le tableau s’étend a droite et a gauche. Comme valeurs notables,

— il y a z = 1000000 = 10® appelé million, donnant Log,, (z) = 6 et dB (z) = 60.

— il y az = 1000000 000 = 10% appelé milliard, donnant Log,, (z) = 9 et dB (z) = 90.

— il y a z = 0.000000001 = 10~ appelé nano, donnant Log,, (z) = —9 et dB (z) =
—90.

— Voici des noms couramment utilisés pour désigner ces exposants :
| x: 107 ]10° ] 10° | 10° | 10" |
’ nom : ‘ nano ‘ kilo ‘ Mega ‘ Giga ‘ Tera ‘
Par exemple en informatique 2 10? octets se dit 2 Giga-octets (on verra une valeur
plus précise plus loin).

Exercice A.2.4. Entre la puissance du son le plus fort (seuil de douleur) et le plus faible
(perceptible) il y a une différence de 120dB. Quel est le rapport de puissance correspon-
dant ?

Solution A.2.5. Le rapport est 10'20/10 = 10'2= 1000 milliard !

Exercice A.2.6. Compléter le tableau suivant

Instrument trombone clarinette voix humaine chanteur
fortissimo fortissimo parlant fortissimo
Puissance en W 5W 0.05W 5107°W 0.05W
. X7 x? X7
rapports de puissance “— “— -
Puissance en dB ? ? 60 ?

Solution A.2.7. Voici la solution :

Instrument trombone clarinette voix humaine chanteur
fortissimo fortissimo fortissimo
Puissance en W 5W 0.05W 5107°W 0.06W
. X100 X 1000 X 1000
rapports de puissance — — —
Puissance en dB 110 90 60 90
Remarque A.2.8. La fonction x — Log,, (z) n’est pas restreinte & x = 1,10, 100, ... mais
s’étend a toutes les valeurs intermédiaires. Par exemple Log;,(2) = 0.301... Sur une

calculatrice, c’est la touche Log. Dans le moteur de recherche google, écrire Log(2) par
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exemple. On définit toujours les décibels par dB () = 10Log;, (z). Voici une table avec

quelques valeurs intermédiaires.
x 1] 2 3 5 |10

Logy (z) | 0] 0.30 | 0.47 | 0.70 | 1
dB(z) |0] 3 | 47| 7 |10

Exercice A.2.9.

1. Une clarinette jouant fort émet un son a 90dB. Quel est le niveau sonore de 2
clarinettes (en dB)?

2. Un trombone jouant fort est & 110dB. Combien faut-il de clarinettes jouant fort
pour avoir la méme puissance ?

Solution A.2.10.
1. Le niveau sonore de 2 clarinettes est 90 + dB (2) = 90 4+ 3 = 93dB

2. On cherche le nombre n de clarinettes tel que
90 + dB (n) =110 & dB (n) = 110 — 90 = 20
donc n = 100.

Remarque A.2.11. Quelques formules utiles & savoir sur la fonction x — Log (x). Pour
z,y > 0,0n a
Log (vy) = Log (y) + Log (y) (A.2.1)

Log (¥) = yLog ()

A.3 Le cercle, sinus et décomposition de Fourier

Bien que peu présent dans la nature, le cercle est un concept fondamental en science.
(Dans la nature, on observe rarement des formes quasiment circulaires : silhouette du
soleil ou de la pleine lune, arc en ciel, ronds dans l'eau,... ?)

A.3.1 Phase, sinus, cosinus

s D

Définition A.3.1. Sur un cercle, 'angle ou phase ¢ en radian est la longueur d’arc
mesurée en unité de rayon. En particulier le nombre pi est

T = 5 circonférence ~ 3.14 . . .

La projection sur 'axe x s’appelle cos ¢ (cosinus de ¢) et la projection sur I'axe y
s’appelle sin ¢ (sinus de ¢).



https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle
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Exercice A.3.2. Donner les valeurs de cos (0) , sin (0) , cos (7/2) , sin (7/2) , cos (7) , sin ().

A.3.2 Mouvement circulaire

Définition A.3.3. Un mouvement circulaire uniforme est un point qui bouge
sur un cercle a vitesse constante. Ce mouvement est caractérisé par :
— sa période T qui est le temps en sec. pour faire un tour ou la fréquence
qui est f = 1/T, (nombre de tours par seconde en Hz = s7!). La fréquence
est positive (respect. négative) si le mouvement est dans le sens direct, i.e.
anti-horaire, (respect. indirect, i.e. sens horaire).
— lamplitude A > 0 qui est le rayon du cercle.
— la phase @ au départ (a la date t = 0).
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Remarque A.3.4. On note aussi w = 27 f la vitesse angulaire (en radian par seconde).

Exemple A.3.5. Pour f =2Hz, T = % =0.5s., w =27 x 2Hz.

Exemple A.3.6. (Le diapason) Pour f = 440Hz, T = % = ﬁs. = 0.0022s. = 2,2ms.
Cest “trés rapide”.

Proposition A.3.7. On déduit que la composante du mouvement circulaire ci-dessus
sur l'aze y a une forme sinusoidale :

La formule précise est :

t
y (t) = Asin <27rf + 900) = Asin (27 ft + ¢o)

Remarque A.3.8. Pour se convaincre de la forme sinusoidale, observer un tire-bouchon
de coté.

Remarque A.3.9. La phase @y est reliée a la date tg du maximum par sin (2#% + 900) =sin §
donc @y = —27% — 7.

A.3.3 Addition de mouvements circulaires, épicycles et décompo-
sition de Fourier

Exemple A.3.10. la Terre a un mouvement circulaire autour du soleil, de période T7 =
365.25 jours et rayon A = 145 10%%km et la lune a un mouvement circulaire autour du soleil,
de période Ty, = 27.3 jours et rayon A = 0.4 10%%km.

— On déduit que la trajectoire de la lune par rapport au soleil est la somme de ces
deux mouvements circulaires et n’est pas périodique (car % = 13.38... n’est pas
un entier ni un rationnel). De 1a vient la difficulté des calendriers basés sur 1'orbite
terrestre soleil ou sur le mois lunaire (calendrier arabe) (Attention, le dessin n’est
pas a l’échelle)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Orbite_terrestre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Orbite_de_la_Lune
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— Voir cette animation de 'orbite lunaire
— De la valeur % —1=12.38... on déduit qu’il y a un peu plus de 12 pleines lunes

par an, montrant I'importance du chiffre 12 dans I’histoire ancienne. (I'importance
du chiffre 7 vient qu'il y a 7 astres non fixes dans le ciel : lune (lundi), mars (mardi),
mercure (mercredi), jupiter (jeudi), venus (vendredi), saturne (samedi), soleil (di-
manche, sunday).

Exercice A.3.11. (Difficile) A partir des périodes Ty, T5 ci-dessus, déduire la période d'un
mois synodique (par rapport au soleil) et le nombre de mois lunaires par an.

Exemple A.3.12. La superposition de deux mouvements circulaires de méme amplitude
A mais fréquences f et —f (égales et opposée), (et phase a 'origine nulle, ¢y = 0), est un
mouvement selon 'axe y, sinusoidale de fréquence f et amplitude 2A.


https://youtu.be/qS4H6PEcCCA?t=10
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Exercice A.3.13. Faire I’ exercice de ce lien.

Dans I’histoire des sciences il y a une longue histoire sur I'étude de 'addition des
mouvements circulaires. On peut citer les études des épicyles par les grecs, les Travaux de
Al Din Al Touzi au XIXéme siécle en perse.

Une étape trés importante est le théoréme de Fourier obtenu par Joseph Fourier en
1811 & grenoble :

Théoréme A.3.14. (Fourier 1811) Tout mouvement x (t),y (t) dans le plan se
décompose de fagcon unique comme la superposition de mouvements circu-
laires, de différentes fréquences f, amplitudes A et phases a l’origine @q.

Voir ces illustrations.

Remarque A.3.15. La transformée de Fourier fournit une formule pour obtenir cette
décomposition en mouvements circulaires.


https://youtu.be/qS4H6PEcCCA?t=10
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89picycle
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9ocentrisme#Le_syst%C3%A8me_de_Nasir_ad-Din_at-Tusi_et_d'Ibn_Al-Shatir
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9ocentrisme#Le_syst%C3%A8me_de_Nasir_ad-Din_at-Tusi_et_d'Ibn_Al-Shatir
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier
https://www.youtube.com/watch?v=qS4H6PEcCCA
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier
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A.3.4 Cas particulier d’un mouvement périodique (série de Fou-
rier)

En musique, on s’intéresse particulierement aux signaux périodiques, car donnant
un son “harmonieux” a la perception.

Remarque A.3.16. La justification du terme “harmonique” en musique est que ’on percoit
les signaux périodiques comme “harmonieux” et remonte peut étre a I'ouvrage de Kepler
Harmonices Mundi “L’Harmonie du monde” 1619 o il relie (sans trop de raison scientifique)
musique et orbites planétaires.

Remarquer qu'un mouvement circulaire de période T' ou %T ou %T etc est a fortiori de
période T'.

Théoréme A.3.17. Inversement d’apres le Théoréme de Fourier ci-dessus, tout si-
gnal périodique de période T se décompose de facon unique comme la superposition
de mouvements circulaires de périodes %T avecn = 1,2,3,... appelé numéro de
l’harmonique. En terme de fréquence, f = % est la fréquence fondamentale du si-
gnal périodique et la fréquence de I’harmonique n > 1 est z = nf, donnant la

suite :

[,21,31,4f, ...

. J

Exemple A.3.18. Sur la premiére figure, voici un signal y (¢) obtenu comme somme de
quatre fonctions sinus wug (t) ,us (t),us (t),uy (t) de période respectives T %T, %T, iT avec
n = 1,2, 3,4 représentées en couleur sur la 2eme figure. La 3eme figure montre les sommes
partielles uy, uy +us, u; +us+us, etc pour observer la reconstruction du signal. En rajoutant
des harmoniques convenables n = 5,6, ... etc on peut obtenir un signal en “dent de scie”
a la limite.

sssssss

Exemple A.3.19. Avec le programme suivant en javascript, vous pouvez changer de fagcon
interactive les amplitudes A, et phases ¢, et écouter le son résultant. Remarquer que si
on change les phases, le signal change fortement, mais & 1’écoute on ne percoit aucun
changement.

Exercice A.3.20. Voici un signal Voyelles Par Malik.wav qui est le son d'une voyelle
“A”. On mesure que la période est T' = 0.0625. Quelles sont les fréquences des harmoniques ?


https://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonices_Mundi
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript2/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/Voyelles_Par_Malik.wav
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Solution A.3.21. La fréquence est f = 7 = 5532
niques sont alors :

f=160Hz, 2f=320Hz, 3f=480Hz, 4f=640Hz, etc

= 160Hz. Les fréquences des harmo-

A.4 Codage des nombres en base 2 (binaire)

Voir systéme binaire sur wikipedia.

A.4.1 La base 10

On rappelle qu’en base 10, qui est la base usuelle, on a 10 symboles disponibles :
0,1,2,...,9 et que les nombres entiers écrits de la fagon suivante :

0,1,2,...9,10,11,12,...,19,20,21, ...

Exercice A.4.1. En base 10, combien d’entiers différents peut-on écrire avec B = 3 cases
Dj] et un chiffre dans chaque case ?

Solution A.4.2. On peut écrire les entiers de 0 = 000 & 999, ce qui fait 1000 = 10° entiers
différents. Plus générallement avec B cases, on peut écrire 10” entiers différents.

A.4.2 La base 2

De la méme fagon, en base 2 on a 2 symboles disponibles, par exemple 0, 1. Les nombres
entiers sont écrits de la fagon suivante :

0,1,10,11, 100,101,110, 111, 1000, 1001, . . .

Exercice A.4.3. En base 2, combien d’entiers différents peut-on écrire avec B = 3 cases
Dj] et un chiffre dans chaque case ?

Solution A.4.4. On peut écrire les entiers de 0 = 000 & 111, ce qui fait 8 = 23 entiers
différents. Plus généralement avec B cases, appelé nombre de bits, on peut écrire 28
entiers différents.

Remarque A.4.5. On rappelle qu'un octet correspond a 8 bits (i.e. 8 cases).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_binaire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Octet
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A.4.3 Le complément & 2

En base 2, avec un certain nombre de cases B fixé (nombre de bits), si on souhaite
aussi écrire des entiers négatifs, on convient d’utiliser la premiére case pour le signe :
0 signifie positif et 1 signifie négatif. Par exemple avec B = 3 cases : on aura

entier —4 | -3 -2 -1 0 +1 | +2 | +3
code en base 2 | 100 | 101 | 110 | 111 || 000 | 001 | 010 | 011

— Remarquer que pour obtenir la deuxiéme ligne, on part de 0 et on remplit le tableau
de facon croissante et circulaire.

— Plus généralement, avec B cases, on code les entiers de —% = 28713 % - 1=
2B-1 1.

— L’avantage de cette convention est que l'opération d’addition est inchangée, par
exemple pour calculer +3 — 2 on effectue en base 2 : 011 4+ 110 ce qui donne 1001,
mais en fait 001 car on a que B = 3 cases. Le résultat est donc +1.
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Annexe B

Formulaire

B.1 Arithmétique

B.1.1 Théoréme fondamentale de I’arithmétique

7

Théoréme B.1.1 (Théoreme fondamentale de 'arithmétique(Euclide, livre VII).).
Tout entier a € N se décompose de fagon unique

a = 2"23"pmeTT = P

avec P = (2,3,5,7,11,...) la suite des nombre premiers et n = (ny, nz, ns,...) € NI
des exposants entiers, i.e. n, > 0 pour p € P.

Tout nombre rationnel positif r = § € Q" se décompose de facon unique

r=2n2gnpeT = P"

avec n = (ng, ng,ns, . ..) € Z des exposants entiers relatifs, i.e. n, € Z pour p € P.

Par exemple
12 =2%3'5979 . =P", n=(21,0,..)€eN”

6
g:21315—170...:13”, n=(1,1,-1,0...)eZ”

B.1.2 Représentations géométriques des fractions irréductibles

Dans cette Section, on propose différentes facons de représenter une fraction rationnelle

a/b € Q. Chacune peut avoir son intérét en musique.

193


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_fondamental_de_l%27arithm%C3%A9tique
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B.1.2.1 Verger d’Euclide

On peut construire les fractions irréductible a/b € Q de la fagon suivante, appelée
verger d’Euclide.

Il est naturel de représenter un nombre rationnel positif a/b par un point (a,b) sur le
réseau N x N. La valeur numérique a/b € R correspond a la pente de la droite passant
par (a,b). Partant de l'origine, le premier couple' (a,b) que cette droite correspond a une
fraction irréductible. Voir figure B.1.1.
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FIGURE B.1.1 — (a) Le verger d’Euclide. En termes imagés, considérons un verger ou
tous les arbres sont plantés alignés sur un réseau infini. On repére chaque arbre par ses
coordonnées (a, b) par rapport & un arbre (arbitraire) d’origine (0,0). Supposons que 'on
se place en (0,0) a la place de l'origine et que 'on observe les autres arbres autour de
nous. On en voit une infinité, mais certains arbres (les gros points) en cachent d’autres (les
petits points). Les gros points correspondent aux « fractions irréductibles » a/b et cachent
les petits points qui correspondent aux “fractions réductibles”. Par exemple (1,1) cache
(2,2) et (3,3) etc. De méme (2,1) cache (4,2) et (3,2) cache (6,4). Dans la littérature,
cette forét s’appelle le verger d’Fuclide.

(b) : méme image a plus grande échelle.

B.1.2.2 La fractale de Farey, de Thomae

Le schéma suivant montre des traits rouges, qui en abcisse, sont les rapports de

fréquences % = ¢ € Q dans I'intervalle [1,2], et en ordonnée leur “résonance” R (a/b) :=

na a

1. Remarquer que si la droite passe par (a,b) et si n € N\ {0} est un entier, alors 2% = ¢ donc la droite
passe aussi par (na,nb).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Verger_d%27Euclide
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fraction_irr%C3%A9ductible
http://en.wikipedia.org/wiki/Euclid%27s_orchard
https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae%27s_function
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Fractions irreductibles

Octave Octave

alor

Oct. -1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 .10
b

FIGURE B.1.2 — Les points noirs aux coordonnées (a,b) entiéres correspondent aux frac-
tions a/b irréductibles. Les traits rouges sont les droites de pente 2% avec k € Z. Cela
correspond aux intervalles d’octave. Les traits bleus sont les droites de pente 2512 cor-
respondant au intervalles de 1/2 ton. On a associé un nom aux fractions les plus simples
et situées dans la premicre octave : 1/1 (unisson) 2/1 octave, 3/2 quinte, 4/3 quarte, 5/3
sixte, 5/4 tierce majeure, etc

—log (a.b). On représente aussi en bleu la gamme tempérée ou tempérament égal,
(utilisée pour les instruments occidentaux) :

Cela forme une fractale (appelée fractale de Farey ou de Thomae).

Cercles d’Appolonius On peut représenter les fractions a/b € Q de la fagon suivante
appelée cercles d’appolonius :
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FIGURE B.1.3 — Plafond de I'aéroport de Shanghai (juin 2019). Les tiges blanches sont
placées sur un réseau carré régulier. En perspective, on observe les méme alignements
que dans le verger d’Euclide ou dans la fractale de Thomae des fractions irréductibles.
Deuxiéme figures : ceps, plans de vignes a Kerdonis (Belle ile en mer).

Select a fraction a/b: a:3 v b:2 v

“jﬁﬂlwl}i1¢$m[”['lj‘n\ i | \:lw\ an 7T 1T W
6 I ﬁ” it rf Tl sl | kil T [t | tf el el
b10.-. oo.o.o.o. )a.o.o.o.oa .o.o.o.aoo.o.o
c /oo -0o0 - o0 - o0 - - o0 - - ee-e ‘00 -00-00-00-00-00 -
:0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-90:-
7000000 - 000000 - 00000 '......'......'....
5."'.'.'/'/'.'."’.’."'.'.' ....-........
;- ooeoe - o000 - -o00e - ee .-....°....'....'....-
1 0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-90:-
3 00 - 00 - 00 -00-00:-00-00-00-00-00:-00-00-00 -
20-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0:-0-0-0-0-90:-
100000000 eeeee000000000000000000000000000
07(1 /2|3 (4|56 |7 |89 |10{11[12/13|14|15/16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30|31|32|33|34|35|36|37| 38| 39|40

FIGURE B.1.4 — Relation entre le verger d’Euclide et la fractale de Farey : dans le
plan inférieur, on relie par une droite (en vert) l'origine (0,0) & un point (a,b) (ici (3,2) en
rouge). On associe un trait (en rouge) sur I'axe supérieur, & I'abcisse # = ¢ et de hauteur
—log (ab) si § est irréductible. Cela donne I’apparance de la forét d’Euclide percue depuis
le point origine.
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FIGURE B.1.5 — Fractale de Farey (ou Thomae) des nombres rationnels § € Q (irréduc-
tibles). On a In (%) en abscisse et la résonance R := —1In (ab) en ordonnée.

Arbre de Stern Brocot On peut construire les fractions a/b € Q de la fagon suivante,
appelée arbre de Stern Brocot.

11111111111111

On part des fractions § = 0/1 =0 et ‘Z—,l = 0/1 = oco. A 'étape suivante, en insére entre
elle la fraction ‘Zig,/ = % . Et on répéte le processus.
Les propriétés sont que a chaque étape,

. ’ . P .
1. Si ¢, % sont deux fractions consécutives alors

(a) a'b—ab =1

(b) Ona § < % < ‘b’—,/ et les trois fractions sont irréductibles.

2. On obtient ainsi toutes les fractions irréductibles.

B.1.3 Réseau Z' et le réseau tonnetz

D’apres le théoréeme B.1.1, tout nombre rationnel r = £ € Q se représente de fagon
unique par un point n € Z%, c’est a dire que

n = (ng,n3,ns,...) € Z°

sont les exposants dans I'écriture r = § = 2"23"5™ 77 . = P


https://fr.wikipedia.org/wiki/Arbre_de_Stern-Brocot
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B.2 Rappels d’algéebre linéaire

Afin d’analyser les signaux ou fonctions wu (t) il est utile de considérer 'espace des
fonctions comme un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire. Ce point de vue est un
peu abstrait mais permet d’obtenir une bonne compréhension des phénomeénes ondulatoires
en général. Il est a la base de I'analyse de Fourier.

B.2.1 Vecteurs et produit scalaire

Dans I'espace RY | considérons deux vecteurs u = (ug, Uy, . .. uy_1) et v = (vo, vy, ... UN_1)-
Ce sont par exemple des signaux échantillonnés. Voici les deux opérations élémentaires qui
définissent 1’espace comme un espace vectoriel. La somme est

u+v = (up+ vo,us +v1,...).
Si A € R est un nombre alors le produit extérieur est
A= (Aug, Mg, ... AMuy_1) .

Remarquer que la représentation graphique des vecteurs est facile seulement en di-
mensions N = 1,2,3. Au dela, on peut représenter un vecteur comme une fonction (ou
signal).

2
vmctbwmi(/nwsl/ C(‘WTR—

u, R M.f_zu_'

4

) 0 ’t_'L P,(argg/m}‘d;&én >
A4, y"u‘/ - qe bloo Y, X .
' ’, I .- o~

U, ave U, !

Ensuite, le produit scalaire Euclidien entre u et v est
<U,|’U> = Uy + UV1 + ... FUN1UN_1 (B21)

ol u; est le complexe conjugué si le signal est & valeur complexes ?.
Rappelons que la norme |ju|| d’un vecteur u est définie par

2 2 2 2
[ll™ = luol”™ + fua|” + - Jun |7 = (ulw)

2. Méme si les signaux physiques sont réels, il est pratique d’utiliser de manipuler des signaux a valeurs
complexes pour la raison que les valeurs propres d’une matrice réelle sont parfois complexes. Voir section
B.3.0.1.


https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_algebra
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_vectoriel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_scalaire
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et 'angle a € [0, %} entre deux vecteurs u, v est défini par

_ [{ufv)]
cosa = T (B.2.2)

Pour des fonctions (ex : signaux a temps continu) ¢ € R — u (t) € C, on remplace la
somme par une intégrale pour définir le produit scalaire, appelé produit scalaire L? :

(ulvy == /mv (t)dt (B.2.3)

Ainsi la norme L? est

Jul? = / fu () dt

et s'interpréte comme 1'énergie totale du signal (donc |u (¢)|* est la densité d’énergie en
temps ou la puissance).

Remarque B.2.1. Si on considére une fonction ¢t € [0, D] — w (¢) échantillonnée avec un

pas de temps 0 > 0, cela donne une vecteur avec N = % valeurs (ug, u,...uy). Alors a
la limite N — oo (ou § — 0), le produit scalaire (B.2.1) tend vers (B.2.3), a condition de

rajouter le facteur 0 :
(ulv)s := 0 (Wovg + Urvy + ... + Un_1UN_1) (B.2.4)

Exercice B.2.2. Soient u = (1,—1), v = (1,1) dans R?. Calculer |Jul|, ||v||, (u|v) et I'angle
a entre u et v. De méme pour u = (1,—1,0,0) et v = (0,0,1,1) dans R*.

Remarque B.2.3. Avec I'exercice précédent, remarquer que si les vecteurs u, v ont des sup-
ports différents, cad que pour tout j, u; = 0 ou v; = 0 alors de fagon évidente (u|v) = 0.
Mais on peut avoir (u|v) comme dans le premier exemple, si u,v oscillent de fagons dif-
férentes. Cela est fondamentale dans I'analyse de Fourier, ou dans ’analyse des fonctions
par paquets d’ondes (ou par ondelettes),

B.2.2 Interprétation et utilité du produit scalaire

Le sens pratique et physique du produit scalaire est donc de pouvoir comparer les
fonctions (ex : signaux) entre elles :
— Si langle est trés petit a ~ 0, cela signifie que les deux signaux sont presque
colinéaires donc presque semblables.
— Au contraire si a ~ 7, les deux signaux sont orthogonaux, autrement dit tres
différents.
On peut utiliser le produit scalaire pour approximer un vecteur uw & partir de vecteurs
(apj)j connus. C’est ce que 'on fait en théorie du signal (et plus généralement en analyse
fonctionnelle). Voici une formule trés utile.


HTTPS://EN.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LINEAR_ALGEBRA
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_L2
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Proposition B.2.4. §i ¢ est un vecteur donné quelconque et non nul et u un autre
vecteur, montrer que la projection orthogonale de u sur l’axe de ¢ notée P u
est obtenue par [’opérateur

(B.2.5)

Démonstration. Posons v = £ . Ce vecteur est bien colinéaire & u. De plus pour vérifier

que c’est la projection orthogonale, on vérifie que la projection de la différence u — v est
nulle :

(u—vlv) = (ulv) — (v|v)
(plu)
©lp

~
—~

olu)
ol

(ule
ol

(ulp) — {elp)

~
—~
~
—~
~

I
O —

]

Remarque B.2.5. Si le vecteur ¢ est unitaire, i.e. ||¢]| = 1, (¢|p) = 1 alors on a l’expression
un peu plus simple P,u = ¢(p|u). En physique quantique, on utilise la notation de Dirac
o) (splw) o) (¢l

lo) = . Le résultat précédent s’écrit P,u = S ou Py =05

B.2.3 Décomposition dans une base orthogonale

Exercice B.2.6. En dimension finie, si g, ¢1,...¢ony_1 forme un ensemble de vecteurs
orthogonaux (donc axes orthogonaux) montrer que tout vecteur u se décompose comme
superposition de ses projections sur chaque axe :

N-1
u= P,.u
Jj=0
avec P, u = %. En particulier si les vecteurs (goj)j sont orthonormés alors
VAR )

N-1

u=">Y (pjlup; (B.2.6)

Jj=0


https://fr.wikipedia.org/wiki/Notation_bra-ket
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B.2.4 Décomposition dans une base non orthogonale

En théorie du signal il est trés utile de pouvoir exprimer un vecteur u a partir de des
composantes (p;|u) méme si les vecteurs (;); ne sont pas orthogonaux entre eux. Par
exemple on a vu dans 'exercice 7?7 que les paquets d’ondes ne sont pas orthogonaux entre
eux (ils le deviennent si les paramétres sont trés différents). Il y a une formule simple qui
généralise (B.2.6).

Théoréme B.2.7. Si (‘Pj)j:o_>N_1 est une base de vecteurs quelconque, on définit
la matrice B = (Bjy);, appelée matrice de Graham avec

B = <90j’90k>'

Alors tout vecteur u s’écrit

1

u= 3" (B7),, (el (B.2.7)

7,k=0

ot B~ est la matrice inverse.



HTTPS://EN.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LINEAR_ALGEBRA
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_inversible
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Démonstration. Considérons le cas u = ¢; et posons v := Z;.\fk:()((pj\w (B™1); 5 %k On a

Bj;, = B_lj et Zj By ;C} 1 = d— donc pour tout m

N-1
(pmlv) = D (BT, (esledmlen) = > (B™),,; BitBmgk = D 0k=tBug = By = (omle1)
k=0 ik i

On déduit que v = ; = u. Par linéarité cela est vrai pour tout vecteur. Cela démontre

(B.2.7). O

Exemple B.2.8. Si la base est orthonormée alors Bjj = 0=y, (B—l)ﬂC — 0;_x et donc
U= Zj(cpj|u>g0j, on retrouve (B.2.6).

B.3 Analyse de fonctions

L’analyse de fonctions s’appelle 'analyse fonctionnelle.

B.3.0.1 Fonctions a valeur complexes

Bien que les signaux physiques soient a valeurs réelles i.e. u:t € R — u (t) € R, il sera
nécessaire de les considérer comme des signaux a valeur complexe u () € C pour la
raison suivante.

En analyse fonctionelle, on considére des opérateurs linéaires qui transforment les si-
gnaux et agissent de maniére équivalente a une matrice. Il sera utile de considérer les
vecteurs propres de ces opérateurs, qui représentent des signaux invariants par la trans-
formation. Or il est connu qu’'une matrice réelle peut avoir des valeurs propres et vecteurs
propres complexes, par exemple la matrice J suivante qui posséde les valeurs propres ¢, —i

J = ( (1) _01 ) , Juy =iuy, Ju_ = —iu_,
avec les vecteurs propres
B 1 _ 1
Uty = — y U— = +i )

0
Et dans la base de ces deux vecteurs propres, un vecteur réel comme u = ( 9 > par

exemple, se décompose avec des composantes complexes :

0 . :
u:(2):zu+—zu.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_fonctionnelle_(math%C3%A9matiques)
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B.3.1 Fonctions réguliéres de Schwartz

Une fonction est une application u : R™ — C. C’est un espace vectoriel de dimension
infinie. Pour I’étudier on introduit tout d’abord un produit scalaire et une norme qui
permette de comparer différentes fonctions, mesurer leur distance, etc... Pour définir ces
opérations il est commode de le faire sur un sous espace de fonctions trés réguliéres. Par
exemple I'espace de Schwartz définit ci-dessous qui est I'espace de fonctions u lisses (C™) et
a décroissance rapide, c’est a dire qui tendent vers 0 a U'infini plus vite que tout polynome

1 A fo e 0P
—=, et de méme pour ses dérivées 5.

Définition B.3.1. L’espace de Schwartz ou espace des fonctions lisses a décrois-
sance rapide est :

< Ca’g
(B.3.1)

I8
S (R") = {u € C*(R"), Va,BeN",3Chs > 0,Vr, ’(x“%) ()

B.3.2 Distributions

B.3.3 Produit scalaire entre les fonctions

Pour évaluer “I'information” que contient une fonction u : R® — C il faut utiliser une
distance entre les fonctions qui permet ainsi de discriminer différentes fonctions. Il y a
plusieurs possibilités. On peut utiliser la “norme L?” qui provient dun produit scalaire
entre fonctions appelé “produit scalaire L?”.

Définition B.3.2. Si u,v € § (R"™), on note
(u|vype == /ﬂ(a:)v(:c) dx
appelé produit scalaire L? ou L? (R";dx). En particulier

[l 2 =/ {ulw)

est la norme L? de u.

J

Ce produit scalaire peut étre étendu a d’autres fonctions lorsqu’il est toujours défini
par exemple, ci-dessous pour £ € R"™ donné, on considére la fonction
pe:x— e eC

appelée “mode de Fourier” ou “onde plane”. Clairement ¢ ¢ S (R™) car elle ne décroit
pas, mais pour u € S (R"), (g¢|u)r2 € C est bien définit car I'intégrale est convergente.
On appelle £ € R" le vecteur d’onde ou vecteur fréquence.
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B.3.4 Bases orthonormées

Comme en géométrie Euclidienne, il est utile d'utiliser des fonctions formant des bases
orthonormée dans ’espace des fonctions.

En analyse fonctionnelle (analyse de fonction), il y a de nombreux choix intéressants
de bases orthonormées de fonctions. Parmi les plus connues, dans le cas des fonctions
périodiques ou définies sur un intervalle [0, 77, il y a la base base de Fourier utilisée pour
la transformée de Fourier.

B.3.5 Opérateurs auto-adjoints

Si H : H — H est un opérateur dans un espace de Hilbert H, son adjoint H' : H — H
est 'opérateur définit par

(u|H™) = (Hul|v), Vu,v e H.
On dit que H est autoadjoint si HT = H.

Proposition B.3.3. Si H' = H alors les valeurs propres de H sont réelles et les espaces
propres sont orthognaux entre eux, i.e. si Huy = wiuy et Hus = wouy avec uy, us # 0 alors
wy,wy € R et si wy # wy alors (uy|ug) = 0.

Démonstration. On écrit

(ui|Huy) = wi{ur|ur) = (Huafuy) = Wi {us|us)
donc w; = wy donc w; € R. De plus

(ug|Huy) = wy(usg|uy) = (Hugluy) = wo(ug|uy)

donc (wy — wy) (us|uy) = 0 donc (us|ui) = 0 si wy # wy. O

B.4 Transformée de Fourier sur R

B.4.1 Transformée de Fourier et transformée de Fourier inverse

Pour plus de détails, voir le cours ( ).
La fonction suivante qui dépend du paramétre fréquence f € R, est appelée mode de

Fourier ou onde plane : .
o; (t) = eIt (B.4.1)

Remarque B.4.1. “Motivations pour ’analyse de Fourier”. Voici des arguments qui
justifie l'utilisation des modes de Fourier (B.4.1). La fonction ¢t — €7/t est plus naturelle
et utile que t — cos (27 ft) pour la simple raison que

% (€i27rft) — (1271_](‘) 6z'27rft7
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autrement dit cette fonction est un vecteur propre de 'opérateur dérivée avec la valeur
propre 127 f. Or opérateur dérivée intervient dans la plupart des équations de la physique
(EDP). La théorie de Fourier, expliquée plus loin, consiste justement a faire un changement
de base dans l'espace vectoriel des fonctions, et a utiliser la base des vecteurs propres de
I'opérateur dérivée que sont les modes de Fourier.

s 3

Définition B.4.2. (Joseph Fourier 1822 & Grenoble) La transformée de Fourier
d’un signal u : t — u (t) est la fonction

feR—Mf@Q):QMW%:Aeﬂ”%@Mt (B.4.2)

Remarque B.4.3. (Fu) (f) = (¢f|u) mesure la présence du mode de Fourier ¢; dans le
signal wu.

Théoréme B.4.4. Inversement, a partir de la fonction transformée de Fourier f —
v (f) = (Fu) (f) on peut reconstruire le signal par la formule appelée transformée
de Fourier inverse :

ut)y=(Flv)@t)= /Rei%ﬁv (f)df (B.4.3)

qui s’interpréte comme une superposition des modes de Fourier (similaire 6 (B.2.6)).

Démonstration. On va utiliser la formule importante (au sens des distributions)

/ e ar =5 (t —t). (B.4.4)

Alors

/R 2™ (Fu) (f) df e / / 2y (') dt' df = / / S(t—thu(t)dt =u(t).

O

Remarque B.4.5. La formule de 7! est similaire & la formule de F : (F~'v) (t) = (Fv) (—t).
Plus précisément on a F~! = FT i.e. F est un opérateur unitaire.

3

Proposition B.4.6. “Formule de Parseval”. Pour toute fonction u, on a
[Full> = lull 2

autrement dit la transformée de Fourier F : L*(R) — L*(R) est un opérateur
unitaire.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Vecteur_propre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre_(synth%C3%A8se)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre_(synth%C3%A8se)
https://www.academie-sciences.fr/archivage_site/activite/archive/dossiers/Fourier/Fourier_pdf/Mem1828_p581_622.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Op%C3%A9rateur_unitaire
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Démonstration. On écrit

||]-"u||ig = /eﬂ”ﬁ/u (t’)e_ﬂ”ftu (t) dt'dedf (3:44) /u(t)u(t) dt = ||u||2Lz

B.4.2 Transformée de Fourier d’un signal échantillonné

Siu=(..u_1,up us,uy,...) €RZ est une suite infinie de données représentant un si-
gnal échantillonné avec un pas de temps ¢, on peut I’écrire comme une série de distributions
de Dirac aux instants ¢; = 0, appelé aussi peigne de Dirac :

w(t) =Y w;ds (1) (B.4.5)

JEZ

Alors sa transformée de Fourier est pour f € R

00 2, S i

Voici un résultat trés important en théorie du signal

Théoréme B.4.7. La transformée de Fourier (Fu)(f) d’un peigne de Dirac
(B.4.5) de pas de temps § est périodique en fréquence de période Af = %, i.e.

0 ()= (Fo (1+5)

et la transformée de Fourier inverse donne pour j € Z,

=& /O Y 2 (Fu) (f) df. (B.AT)

Démonstration. On calcule

o) (£4+5) 7y Do Uy = F oy, = (u) (1

(B.4.6
JEZL

JEL
car e 2™ = 1. Ensuite
5 5. .
/ 6227rft]- (fu) (f) df — up, / eszftje—z%rftkdf
0 (B5.4.6) kez 0

=

~Sw / * iz s(i-b) g
0
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or
1

/(S €i27rf§(j—k:)df _ % s1 j =k
0 0 sij#k
On déduit (B.4.7). O

Remarque B.4.8. La propriété B.4.7 est appelée en théorie du signal le « repliement de
spectre » ou « aliasing ». Cf Mallat (1999, p.61). Une période en fréquence est —Af <
f < iAf et laborne 3Af = o= est appelée frequence de Nyquist.

1

Remarque B.4.9. Dans la relation : pas de temps d<>période en fréquence 5, on retrouve

une manifestation du principe d’incertitude (2.2.3).

B.4.3 Série de Fourier d’un signal périodique

Le théoréeme B.4.7 nous dit que la transformée inverse d’un signal périodique est un
peigne de Dirac. Or la transformée de Fourier inverse est similaire & la transformée de
Fourier elle méme d’aprés la formule (B.4.3). On déduit des formules précédentes (B.4.6)

t (B.4.7) :

Théoréme B.4.10. La transformée de Fourier d’un stgnal périodique u de période
T est un peigne de Dirac de pas de fréquence % donnée par

=D indy

neL

avec des coefficients de Fourier (ou harmoniques) i, € C donnés par
T . t
iy = = / w (f) =2 gt (B.A8)
0

Le signal se décompose en série de Fourier

~ 1 i
— E uneﬂwnT

nez
Formule de Parseval est || 2 7y = [|4|2z) ¢’est a dire
T
| e =Y ja
0

neL

Exercice B.4.11. Calculer les coefficients de Fourier des fonctions périodiques suivantes :
sinus, signal carré, triangle, fonction scie.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Repliement_de_spectre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Repliement_de_spectre
https://en.wikipedia.org/wiki/Aliasing
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9quence_de_Nyquist
https://en.wikipedia.org/wiki/Sine_wave
https://fr.wikipedia.org/wiki/Signal_carr%C3%A9
https://en.wikipedia.org/wiki/Triangle_wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Sawtooth_wave
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Exercice B.4.12. Montrer que si le signal est réel alors 4_,, = —,, Vn et que 'on peut
écrire (2.3.1) :
= Z A, cos (2mnft + )
n>0

avec 1, = A,e*" et la fréquence f = &

B.4.4 Transformée de Fourier discréte

Combinant avec les Théorémes B.4.10 et B.4.7 cela donne un résultat trés utile concer-
nant les signaux échantillonnés de pas de temps ¢ et périodique de période T :

Théoréme B.4.13. « Transformée de Fourier discréte, DFT ». La transformée
de Fourier d’un signal échantillonné de pas de temps § et périodique de période T est
un peigne de Dirac de pas de fréquence % et périodique en fréquence de période %

On a les formules suivantes pour un signal u = (ug,uy,...un—_1). Les coefficients de

Fourier sont
N-1

e~ 2min/Ny, (B.4.9)
7=0

%\H

et inversement
N—1

ezZﬂjn/Nan

%\H

n=0

La formule de Parseval est

N-1 N-1
Dol =Y .
3=0 n=0

Démonstration. On va démontrer directement ces formules. Montrons que la série géomé-

trique
N-1

> 20N = NG jmoan (B.4.10)
n=0
En effet posons S := ZN ) 2T U=ImIN alors 2nU—INING = SO e2mG=inIN ot g 5 £
j'modN alors 27—/ i #*1et

67,271'] ])/NS S = 127r] —j')N/N _ 1=0 <« S =0.

donc
N-1 N-1N-1 N-1
1 i2mjn 1 i2r(j—j")n
— e Y = — e u-/:— g NOj—jrmodNUj = Uj;.
VN N 4
n=0 §'=0 n=0 §'=0


https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier_discr%C3%A8te

B.4. TRANSFORMEE DE FOURIER SUR R 209

De méme
N-1 N-1 1 N-1 1 N-1
12 oy _ o
|un‘ _ = 62271'] n/Nuj/ = e zZW]n/Nuj
n=0 n=0 V §'=0 \% §=0
1 N-1 N—-1 1 N-1
_ 27(j'—j)n/N \ =—,, . _ . L 71
= (e Ujru; G N NOj—jrmod NUj U
n=0 j,j'=0 . 3,3'=0
N-1
=) lul’
= il
J=0

Remarque B.4.14. dans le cas des valeurs particuliéres du nombre d’échantillons N = 2M
il y a une formule récursive appelée transformée de Fourier rapide qui permet de
calculer 4, a partir des (u;) avec un nombre ~ N In N d’opérations au lieu de ~ N?. Cet

algorithme est trés utilisé en pratique.

Exemple B.4.15. Ce programme en python DFT of array.py utilise directement la for-
mule (B.4.9) et calcule la transformée de Fourier discréte du signal u suivant, avec N = 100
points, et ici un signal de fréquence f, = 50Hz. Il utilise aussi la librairie scipy pour un
algorithme plus rapide. Lire le code pour comprendre les changements d’échelle en parti-
culier.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier_rapide
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/DFT_of_array.py
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/fft.html#d-discrete-fourier-transforms
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Signal u

1.00 +

0.75

0.50

0.25

ult)

0.00

4 [Fu(f)| -

—0.25 +

—0.50 ~

—0.75 +

—1.00 ~

T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t(s):temps

Exercice B.4.16. Dans le programme précédent essayer avec un signal de fréquence fy =
55Hz. Qu’observez vous ?

Solution B.4.17. On obtient



B.5. TRANSFORMEE DE FOURIER SUR R¥

Signal u

1.00 +

0.75

0.50

0.25

0.00

ult)

—0.25 +

—0.50 ~

—0.75 +

—1.00 ~

T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t(s):temps

B.5 Transformée de Fourier sur R"

Pour plus de détails, voir le cours Faure (2010).
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Définition B.5.1. Pour une fonction v € S (R") sa transformée de Fourier est
Fu € S (R") définie par

(Fu) (&) : = (27:)”/2 /e_iﬁ'xu (x)dx (B.5.1)
= W(%W)L?

avec ¢ () := € appelé “mode de Fourier”.

Ainsi F est un opérateur linéaire

F:S(R") = S(R").

3.
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On définit son opérateur adjoint F' par
(u| FTv) == (Fulv), Vu,v.

On a les propriétés suivantes

Proposition B.5.2. L opérateur adjoint F' est donné par

) (2) := L ey .D.
(Flv) (@) : (27?)”/2/ () d¢ (B.5.2)

et vérifie la “formule d’inversion de Fourier”

FiF=1d (B.5.3)

Remarque B.5.3. La formule (B.5.3) signifie que F : L? (R™) — L? (R™) est un opérateur
unitaire c’est a dire qui conserve le produit scalaire (Fu|Fv) = (u|v). La conséquence est
que F' = F~! est son inverse, c’est a dire si v = Fu alors

u=F ‘v=Fl

B.6 Transformée par paquets d’ondes

L’inconvénient de la transformée de Fourier est que partant d’une fonction u (z) on
obtient une fonction (Fu) (£) qui ne dépend plus de x et donc on a l'impression d’avoir
perdu I'information sur la localisation de u dans ’espace des x € R". En fait, I'information
n’est pas perdue car FfFu = u, mais elle n’est plus “visible”.

On peut généraliser la notion de transformée de Fourier et rendre visible & la fois
I'information de la localisation de u en x et & dans I'espace des phases.

B.6.1 Paquets d’ondes Gaussiens
On notera, pour z,x € R",

n

e — 2| =" (2 — 25)°

j=1

qui mesure la distance dans R".
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Définition B.6.1. Soit ¢ > 0. Pour une position x € R" et une fréquence £ € R”
données, on associe un paquet d’onde de largeur o qui est la fonction

o ||z’—z|\)2
Do (I/) _ aez{:c e 2( 2

avec a = (102) "% de sorte que [@wglle = 1.

Sa transformée de Fourier est

L (]le=¢]l

(Fipug) (€)= a’e”f'e_i( ) (B.6.1)

Les formules précédentes montrent que |¢, ¢ (')] est une Gaussienne de largeur Az = o
centrée en x et [(F,¢) (&)| est une Gaussienne de largeur A{ = 1/0 centrée en &.

Proposition B.6.2. “Produit scalaire entre deux paquets d’ondes”. On a

[{par ¢/l = exp (=)

o ([l =2\ (1€ =€\
o= () ()

ainsi d est la distance entre les points (x',&') et (x,&) mesurée avec la métrique
2
_ (dz\2 de
9=(%)"+ (17;) :

avec

Démonstration. Le calcul utilise I'intégrale Gaussienne. ]

B.6.2 Transformée par paquets d’ondes

Définition B.6.3. Pour une fonction u € S (R") sa transformée par paquets
d’ondes est Tu € S (R") définie par

(Tw) (2,8) : = {puglu)re. (B.6.2)

Ainsi T est un opérateur linéaire
TSR - S (R™).

On considére la mesure é’fg% sur R?" pour définir I’espace L2 <R2"; é‘%ﬁ) et on définit

son opérateur adjoint 7T par

(u|TM) = (Tulv),Vu € S (R?) ,v € S (R™).
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On a les propriétés suivantes

Proposition B.6.4. L’opérateur adjoint T' est donné par

dadg

(T0) @) = [ 0.8 pee ) G

et vérifie

TT =1d (B.6.3)

Remarque B.6.5. La formule (B.6.3) signifie que 7 : L? (R") — L? (R?") est une isométrie
c’est & dire qui conserve le produit scalaire (7u|7Tv) = (u|v). Mais comme I'espace d’arrivée
est différent de l'espace de départ, cela n’implique pas que 7T est inversible. En fait

P =TT

est un projecteur orthogonal sur Im (P) = Im (7)), en effet P? = P et PT = P. Ainsi
T : L*(R") — Im (7) est un opérateur unitaire (inversible), i.e. si v = Tu alors u =

T v =T

B.7 Modéle élémentaire du résonateur linéaire forcé

Référence : Pottier (2000, chap 12.A)
Considérons I’équation pour x (t) € R, dépendant de t € R

motr = —yox — Kz + p (t) (B.7.1)

avec m > 0 associé au “terme d’inertie”, v > 0 associé au “terme de forcement”, K > 0
associé au “terme de rappel” et p (t) est une force extérieure.

B.7.1 Résolution générale

Référence Tavlor (1996).
Posons

alors I'équation (B.7.1) s’écrit :

atxz(gtéi)=<_(}( i)X+<p(()t))

=AX+ f(t)
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0 1 0
avec A = et f(t) = . La solution générale par la “formule de Duha-

mel” est

X (t) =X (0) + / t VS (5)ds

wt

B.7.2 Cas d’un signal périodique p(t) =p(0)e

Sip(t) = p(0) et est un “signal monochromatique” de fréquence w, alors une solu-
tion particuliere de (B.7.1) est z (t) = xoe™! avec

Do
—mw? +iyw + K

o —

de module
(B.7.2)

qui est maximal en w = Fw, avec

B K . ,.)/2 1/2
wo = m 2Km

appelée fréquence de résonance et donnant une amplitude

70 (wo)| = 2 (5)‘1/2

v \m

Remarque B.7.1. Si les frottement sont trés faibles, v < v K'm alors wg ~ H%

Démonstration. On suppose x (t) = xoe™!. Alors (B.7.1) donne

— mazow? + 1yrow + Kxg = po
Po

Rt =
ER— +iyw + K

donc

2 |190|2
|[zo|” = 2
(K — mw?)” + 7y2w?



216 ANNEXE B. FORMULAIRE

Le dénominateur D (w) = (K — mw?)® + 72w? a un minimum en wy # 0 donné par

D/ (L{JO) =0
&2 (K — mwj) (—2mwp) + 72wy = 0
K 72
Swj=—— ——
o m  2m?2
alors
2
|m0|2 _ |p0|
(K — med? +7%3
|100|2 _ Pgm

= — 00
2\ 2 2 2K 4—0
(&) 2 (5-#) 77

B.8 Reésonateur de Helmholtz

Référence : Schroeder et al. (2007, p.94). Resonateur de Helmholtz sur wikipedia, El-
more p.148.

Ce modeéle est supposé représenter par exemple une bouteille avec un goulot, qui produit
du son lorsque 'on souffle sur le goulot.

Considérons un volume V| en vert sur la figure, connecté a 'extérieur par un cylindre
de surface S et longueur L. Dans le volume et le cylindre il y a de I'air de masse volumique
p. On néglige le poids.

S

masse m

t~

dz
dV

Supposons que le fluide dans le cyclindre se déplace de fagon rigide de la longueur dz.
Cela induit une variation de volume dans la zone verte :

dV = Sdz.


https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9sonance_de_Helmholtz
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L’air est compressible, mais cette variation de volume implique une variation de pression
dP dans le volume obtenu de la fagon suivante. Le changement est supposé adiabatique on
a donc d’apreés la loi de Laplace PV = cste,

dP av
InP+~vInV = In(cste) < - —1—77 =0
~yPdV ~yPSdz
& dP =— =—
V V
Du fait de cette variation de pression, le cylindre subit une force selon 'axe z :
PS%d
aF = sap = 2P T ey,
avec la “constante de raideur”
yPS?

K =

v

Ainsi, si on note m = pSL la masse du gaz dans le cylindre, le modéle est équivalent & une
masse m attachée a un ressort de raideur K.
L’équation de mouvement de Newton donne pour la position z (t) du cylindre :

d*z d’z
mW:—Kz@)ﬁ-l—w z2=0

c’est un “mouvement harmonique” d’oscillation avec la fréquence

o K 1/2_ ~PS 1/2_c s 1/2
\m - \VpL - \VL

ol on a utilisé I'expression de la vitesse du son dans ’air donnée par

(’)/P) 1/2

c=|(— .

p

Remarque B.8.1. Un modéle un peu amélioré propose de remplacer L par L + %S 12 dans

I’expression finale.

Exemple B.8.2. Pour la bouteille, présentée en photo,



https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Laplace_(thermodynamique)
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on mesure & peu prés Vo= 33cl = 0.331073m3, L = 2cm = 210%m, S = lem? =
107*m?, ¢ = 343m/s, donnant

1/ S\

ou

1 S v
f 2wC<V(L+§Sl/2)> Yot

L’expérience expérience donne la note G4 de fréquence f = 202Hz en assez bon accord
a ce modéle.

B.9 Systémes dynamiques

Définition B.9.1. Un systéme dynamique & temps continue est une loi d’évolu-
tion pour un point z (t) € R™ de la forme

dx
7 Vi(x(t)), Vit e R (B.9.1)

ol V : R* — R" est une fonction au moins C'.

Interprétation géométrique : La fonction

RTL n
v — R
r—  Vi(x)

est un champ de vecteur sur R”. Une solution z (t) de I’équation (B.9.1) est une trajectoire,

ou ligne de champ. Les vecteurs V (z (t)) = 4 sont tangents a la trajectoire en tous points.

Etant donné x (0), il y a une unique solution x (¢) pour ¢ € R (ou du moins dans un voisinage
de t =0).



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_3_production_of_musical_sounds/sounds/son_bouteille_33cl.mp3

Annexe A

Notations musicales

Comme le tempérament égal est trés utilisé, il y a beaucoup de conventions qui lui sont
associées et on les rappelle ici.

A.1 Représentation des notes du tempérament égal

Cercle dodécaphonique : Les altérations diéze £ indique une note au dessus et b
bémol indique une note en dessous. Modulo 12, on peut représenter les notes sur un cercle
qui se lit dans le sens horaire.

Un tour complet est une octave.

Noms francais : En francais on utilise les noms suivants

(C|ID|E[F|G|A|B]
’Do\Ré\Mi\Fa\Sol\La\Si‘

219
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Les notes sur la droite Z :

ANNEXE A. NOTATIONS MUSICALES

tempérament égal. On ajoute le numéro de 'octave aux symboles :

Si on déroule le cercle on obtient la droite Z des pitchs du

¢+ Dy EFy, Gy Ay By Cs D5 Esls G5 As  BsGs
Les notes sur le clavier du piano :
Dt, Eb Gt, Ab
Ct, Db
C |D |FE
C5 est la touche « Do » prés de la serrure du piano, appelé « do serrure ».
Les notes sur le manche de la guitare :
Fs Fi5, Gbs Gs Gis,Abs | As | Afs, Bbs Bs Cs Cte, Dbg | De¢ | Dte,Ebe | Es Fg Fie
By Cs Cts, Dbs Ds D5, Ebs Fy Fis, Gbs Gs Gis, Abs | As | Afs,Bbs | Bs Ce Ce
Gy Gila, Aby Ay Afa, Bby By Cs | Ctis, Dbs Ds D5, Ebs Fs Fi5,Gbs | G5 | Gis, Abs
Diy, Eby jon Fy Fi4,Gbs | Ga | Gia, Aby Ag Afla, Bby Cs | Ci5,Dbs | Ds | Dtis, Ebs
Az Afz, Bbs B3 Cy CHa, Dby Diy, Eby Ey Fy Fia,Gbsa | Ga | Gia, Aby Agq Afla, Bby
E3 F3 Fi3, Gbs G3 Giiz, Abg | Az | Afz, Bbs Bg Cyq CHla, Dby Df4,Ebg | E4 Fy Fi.
’ Fret 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ ‘ 10 ‘ 11 ‘ 12 13 ‘
Les notes sur la portée musicale leur nom et leur pitch (code MIDI) :
[} 60 61 61 62 63 63 64 65 66 66 67 68 6? 6? 7? 70 7172 L
"4 . — PR B ° —
(€ T b otete 1D i
ANV4 ) | 1L H- | | | | |
eJ 4oV A T R G#5| Abs | o ' E6| F6
SHEs s "o us s a5 A#sp | o 06 CaeDbd D6 DHS
Db5 Eb5 81 |
L oy € ! T i I o hgd b o D | i
d \ W] - ] o i Lh _b_‘ | I 'I : I I i T !
- #' A3 T A#3 C4 Gbdy, G#dpap, A4 A#4 B4
B3 pg F#3GD3 3" G#3, 0 —— C#4_ Dt Dha Ebd P4 Fitd G4 TTAD4 Bb4
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A.2 Les intervalles

On prend l'exemple d’'un intervalle entre C' et une autre note supérieure. Les inter-
valles sont représentés par leur degré 1,2, ...7 correspondant aux intervalles de la gamme
Majeure C, D, E. F,G, A, B.

Représentation des degrés des intervalles sur la droite 7Z :

Notes : C EF F G

10 11 1 12
2b  3b 5b 58 7b 9b o4 114 13b

Numero : 1

Remarque : dans cet exemple 5# est le G#, c’est la méme note (méme fréquence) que
6b qui est le Ab.

Représentation des degrés de ces intervalles sur le cercle Z, :

Ft,Gb

Nom des intervalles : Ne pas confondre le degré et le nombre de demi-tons.

Degré 1 2 2 3b
Demi-tons (pitch) 0 1 2 3
Nom Unisson | Seconde mineure ou 1/2 ton | Seconde ou ton | Tierce mineure
Degré 3 4 5b 5
Demi-tons (pitch) 4 5 6 7
Nom Tierce majeure | quarte | quinte diminuée | quinte




222

ANNEXE A. NOTATIONS MUSICALES

Degré 5 6 b 7
Demi-tons (pitch) 8 9 10 11

Nom quinte augmentée | Sixte | Septiéme mineure | Septiéme Majeure

Degré 8 9 9 ot
Demi-tons (pitch) 12 13 14 15

Nom Octave | Neuviéme mineure | Neuviéme Majeure | Neuviéme augmentée

Degré 11 13
Demi-tons (pitch) 16 17

Nom Onziéme | Treizieme Majeure
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