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Introduction

Video de cette section.

Ce cours est destiné & des étudiants de musicologie et de physique, c’est a dire ayant
des bases de musique, de physique et de mathématiques.

L’objectif du cours est de mettre en valeur les phénomeénes physiques et mathématiques
qui sont présents dans les pratiques musicales.

Dans la version électronique de ce document (pdf), les couleurs sur le texte sont sou-
vent des liens vers des pages de wikipedia pour avoir plus d’informations ou vers d’autres
documents ou vidéos.

Il existe une version de ce cours destinée aux étudiants de musicologie qui suit le méme
plan mais sans l'aspect scientifique, sans formule. Des concepts scientifiques incontour-
nables, comme la décomposition de Fourier, y sont présentées de facon imagée. Ce docu-
ment pourra étre consulté en premiére lecture.

Chapitre 1 : Le son. Le son correspond aux vibrations de ’air dans un certain régime
de fréquences et d’amplitudes. C’est le vecteur de I'information musicale. Dans ce chapitre
on présente certaines des caractéristiques physiques essentielles du son qui interviennent en
musique. On étudiera la propagation des ondes sonores dans I’espace. On étudiera comment
un signal sonore (i.e. variations de pression) peut étre capté et mesuré en un point donné
de I'espace, par un microphone par exemple, pour en faire un signal.

Chapitre 2 : Les signaux sonores. Ce chapitre concerne I'étude des signaux sonores
que l'on appelle la théorie du signal. On étudiera les signaux qui sont périodique en
temps, qui ont de I'importance pour la suite et que l'on appellera “note musicale “.
Leur importance vient du fait qu’ils sont produits par des phénomeénes périodiques comme
dans la voix humaine, donc trés présents en musique, mais aussi ils sont importants pour
I’analyse mathématique, avec la transformée de Fourier par exemple.

Chapitre 3 : perception du son. La perception du son (par les humains) se fait grace
au systeme auditif qui comporte les oreilles mais aussi des circuits neuronaux spécifiques.
L’analyse du son commence par 'oreille. Cette partie est bien étudiée et assez bien com-
prise : 'onde sonore est transmise dans la cochlée ot il y a une membrane et des milliers
de cils, chacun étant un résonateur sensible a une étroite plage de fréquence. Si un cil se
met en vibration par résonance, il excite un neurone. L’information est ainsi transmise au
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cerveau. Ensuite 'analyse est effectuée par le cerveau de facon inconsciente. Cette partie
est encore trés mal connue, voire totalement inconnue. Par des expériences cognitives
on peut cependant observer les caractéristiques du son que la conscience percoit (i.e. le
résultat des traitements inconscients). Pour les signaux périodiques, i.e. notes musicales,
on a une perception particuliére sous forme de timbre. Cela est mis en évidence par des
expériences d’illusion auditives. De plus pour plusieurs notes musicales de fréquences diffé-
rentes on ressent comme “consonant” des rapports entres ces fréquences qui sont des petits
rationnels et qui correspondent aux intervalles de base de la musique (octaves, quintes,
quartes, tierces etc). On parlera aussi de la perception du rythme.

Chapitre 4 : les instruments de musique. L’objectif d'un instrument de musique
est de produire des “notes musicales” et du rythme. On adoptera une description des
instruments d’aprés le phénoméne physique de génération du son, en mettant en valeur
différents cas :
— Tapparition d’oscillations periodiques par relaxation entretenue (ou cycle limite)
chez certains instruments (violon, fliite, trompette etc..)
— ou la génération du son par une excitation initiale d’un objet “presque harmonique”
(guitare, piano, xylophone), ou “non harmonique” (percussion).

Chapitre 5 : théories musicales. Ce chapitre concerne les théories musicales. Compte
tenu des chapitre précédents, on va obtenir une description des sons et combinaisons de
sons qui interviennent en musique a travers différentes pratiques et cultures musi-
cales. Alors que les chapitres précédents sont plutot “scientifiques” (i.e. décrivent des faits
objectifs), ce chapitre décrit des choix culturels et artistiques. Il est souvent difficile de
comprendre les origines d'un choix culturel.

Références et liens conseillées :

— Différents Documents liés au cours.

— Livre ( , , p-197), and its web site “Music: a Mathematical Offering”,

— Livre ( ) “{} Auditory neuroscience: Making sense of sound “ and
its web site Auditoryneuroscience web site

— Livre Handbook of Acoustic,( : ).

— Exposé "Voix mathématiques et musique" du 11 septembre 2015 pour la journée de
rentrée de l'institut Fourier.

— Page de wikipedia sur 'acoustique musicale
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Chapitre 1

Le son

Video de cette section.

Le son est le vecteur de I'information musicale. Dans ce chapitre on présente certaines
des caractéristiques physiques essentielles du son qui interviennent en musique. On étudiera
la propagation des ondes sonores dans |’espace.

Le son est une onde qui se propage dans la matiére. Ce peut étre dans 'air (gaz),
dans 'eau ou dans les solides ou toute autre forme de matiére. Le son correspond aux
vibrations de cette matiére dans un certain régime de fréquences et d’amplitudes. Le son
est tres utilisé par les organismes vivants pour communiquer, en particulier parmi l'espéce
humaine dans l'air, avec la voix et la musique, mais aussi par les poissons et de nombreux
animaux dans l'eau, voir video de L. Ballesta.

[ ==tk . SN

Dans ce cours on s’intéressera essentiellement aux ondes sonores dans l’air & pression
et température ambiante, ce qui est la situation courante en musique.

L’air est un fluide gazeux légérement visqueux et son comportement est régit par I’équa-
tion de la dynamique de Newton qui s’exprime par les équations de Navier-Stokes. Ces
équations sont simples mais les solutions qui en résulte, i.e. le comportement du gaz,
peuvent étre parfois trés complexe, on parle alors de turbulence. A I’heure actuelle on ne
sait pratiquement pas résoudre les équations de Navier Stokes sauf dans des cas limites oil
le comportement est simple. La propagation du son sous forme ondulatoire fait partie des

11


https://youtu.be/QRg_CG-3oNg
https://youtu.be/OEa1zdB9AmU?t=162
https://fr.wikipedia.org/wiki/Air
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(mati%C3%A8re)
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Turbulence

12 CHAPITRE 1. LE SON

ces cas simples que I'on va décrire. Par contre la production des tourbillons & I’embouchure
d’une fliite par exemple fait partie des cas complexes pas bien compris.

1.1 Les équations de Euler (non linéaires)

Video de cette section.

Références : ( , chap.3), ( , chap VIII).

L’air est un fluide essentiellement constitué des molécules diatomiques N, (di-azote)
pour 79% et de O, (di-oxygeéne) pour 21% et considéré ici comme un “gaz parfait”, c’est
a dire que les particules (molécules) qui le constituent sont libres et indépendantes mais
subissent des chocs entre elles qui redistribuent leur énergie en conservant 1’énergie totale.
On rappelle que Ny = 6.10%% est le nombre d’Avogadro qui est le nombre d’objets dans
une mole (autrement dit c’est I'ordre de grandeur du nombre de molécules dans un objet
de taille humaine) et que la masse d’une mole de nucléons (i.e. neutron ou proton) est de
1 gramme. D’apreés la composition en nucléons des noyaux atomiques, ’atome N contient
7 protons et 7 neutrons, 'atome O contient 8 protons et 8 neutrons, donc on a les masses
molaires My, = 2 x (7T+7) g/mole, Mo, = 2 x (84 8) g/mole et donc la masse molaire
moyenne des molécules de air est

M =0.79 My, + 0.21 Mo, = 29g/mole

1.1.1 Ordre de grandeurs du modéle de gaz

— La taille d’'une molécule est de ordre de R = 10~m.

— La distance moyenne entre les molécules de l'air est d = 35 R (car la densité est
& = 2.510% molécules/m?)

— La vitesse moyenne d’une molécule de di-oxygéne est

v=280m/s (1.1.1)
1/2
(car v = (%) avec R =8.31J/K T = 273K, My, = 2 x 16g/mole)
2
— La distance moyenne parcourue entre deux chocs est [ = 3.10~"m = 3000 R, appelée
libre parcourt moyen.
— Le nombre moyen de collisions pour une molécule est ng,. = 7 = 10° collisions/se-
conde.

Remarque 1.1.1. Si on zoome par la pensée un cube d’air de L = lem de coté, de sorte
a transformer la taille d’'une molécule R = 107'%n ci-dessus en taille macroscopique :

/ -2 . .
R' = 1em, le facteur de zoom est % = 11(?,10 = 10® et voici les valeurs correspondantes :
| Tailles microscopiques : | R=10""m | d=35R | L=lem | 1=3000rR |
Tailles macroscopique R = 1lcm d =35cm | L' =108¢m = 1000km | I’ = 3000cm = 30m

aprés un zoom d’un facteur x108

Ainsi le cube a la taille I = 1000km de la France!
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1.1.2 Emergence d’un comportement collectif a 1’échelle mésosco-
pique : le fluide.

L’échelle des atomes et molécules s’appelle ’échelle microscopique. L’échelle humaine
s’appelle I’échelle macroscopique. Il y a une échelle intermédiaire appelée échelle méso-
scopique a partir de laquelle laquelle I'air est un fluide, c’est a dire que ’on ne pergoit que
le comportement collectif des molécule et non plus individuel. A cette échelle la population
de molécules a un comportement collectif chaotique appelé état d’équilibre.

— Par exemple le fluide peut étre au repos (pas de vent) méme si les molécules sont

en mouvement permanent.

— Pour lair, I’échelle mésoscopique est précisément a partir de D = 103d = 310 %m =

3um > 1, de sorte qu'un cube de coté D contient 10° molécules qui est grand et
D est plus grand que le libre parcourt moyen [. (Dans la remarque 1.1.1 ci-dessus,
aprés le zoom, cela donne D’ = 103d’ = 350m)

— Par exemple un gaz et un liquide sont des fluides.

— L’état d’équilibre local, résultat de ce comportement collectif est caractérisé par

des grandeurs locales (bien connues) que sont :

— la température T', qui correspond a la vitesse moyenne des molécules

— la pression P, qui est inversement proportionnelle au volume libre autour de
chaque molécule. (d’apreés la loi des gaz parfaits PV = nRT)

1.1.3 Gaz a l’équilibre. Equation des gaz parfaits.

On va supposer un gaz parfait a I’équilibre, avec une température Ty (en K) avec une
pression constante et uniforme py (en Pa = N/m?) et une densité constante et uniforme
po (en kg/m?). On introduit la constante de Boltzmann k = 1.38 10723J/K et on pose

J
R = Nk = 8.31E.

En physique statistique on démontre la loi des gaz parfait !

@ _ RTO
Po M

(1.1.2)

Exemple 1.1.2. Avec une température T, = 293K = 20C"°, une pression py = 10°Pa, alors

la densité de I'air est py = ’% = 1.19kg/m3.

1.1.4 Gaz a I’équilibre local. Equation d’Euler. Turbulence.

On notera z = (z1,79,73) € R? un point de l'espace et ¢ € R le temps. Un fluide
est un ensemble de molécules en interaction et on suppose un équilibre local, c’est a dire

1. L’écriture plus habituelle est poV = nRTy. Avec la masse volumique py = 77 est la masse molaire

M =  on obtient 20 = VRl _ Rly
n Po mV M


https://fr.wikipedia.org/wiki/Microscopique_et_macroscopique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(mati%C3%A8re)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz_parfait
https://fr.wikipedia.org/wiki/Temp%C3%A9rature
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pression
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_des_gaz_parfaits
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'existence d’un champ de pression p (z,t), d’'un champ de densité p (z,t) et d'un champ de
vitesse v (z,t). Le champ de vitesse détermine des trajectoires du fluide x (¢) par I’équation
dz — 4 On notera l'accélération du fluide par

dt
dv d

On rappel que le gradient est grad (p) = (g—fl, aa—z’;, %)'

Proposition 1.1.3. Le fluide subit des forces de pression internes, la force résultante
est opposée au gradient de pression et l’équation de la dynamique de Newton pour le
fluide par unité de volume prend donc la forme

dv

P = —grad (p) (1.1.3)

appelée équation d’FEuler.

Malgré son apparence simple, ¢’est une équation non linéaire que l'on ne sait pas ré-
soudre en général et pouvant donner des solutions trés complexes (turbulence). On peut
rajouter une force de cisaillement (dissipation) donnant I’équation de Navier-Stokes.

Démonstration. On considére un petit cube élémentaire de coté [x;, z; + dx;| selon chaque
axe j = 1,2,3. La masse contenue est dm = pd3z avec d*z = dr,dzydrs. La force de
pression exercée sur la face z1 est F} (x1) = p (z1) dredxs. La force de pression exercée sur
la face x1 + dxy est Fy (x1 + dxy) = —p (21 + dz1) dredxs. On écrit le développement de
Taylor a lordre 1 : p (21 + dxy) = p(x1) + dxlaa—fl + O (dz?). Ainsi la force résultante selon
x71 est

Fl(tOt) = F1 (I’l) + F1 (1'1 + dl‘l)

0
=p (Z)’)l) d[EQdIg — (p (Z)’)l) + d$1%> dl’gdl’g

1

= ———

L’équation de Newton selon ’axe z; s’écrit :

d’Ul .

( m) dt 1
dvy op
a2t = 9P
TP dt 81‘1 o
dUl 6]7

<Z>p% T 8131

Et de méme selon les axes 3, 3. On a obtenu (1.1.3). O


https://fr.wikipedia.org/wiki/Gradient
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_d%27Euler
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
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FIGURE 1.1.1 — (1) Turbulence de 'air éclairé par un faisceau laser. (2) Turbulence observée
par leffet Schlieren.

Vidéos de turbulence et le son :

— Voir cette vidéo d’expérience de turbulence.

— Cette vidéo qui explique Schlieren flow visualization. Cette vidéo qui montre des
ondes sonores, et celle ci montrant des balles de polystyréne qui surfent et lévitent
sur les ondes sonores.

— Vidéo du cnrs sur la visualisation du son.

On supposera de plus que les variations du fluides sont adiabatiques, c¢’est & dire que 1’équi-
libre thermodynamique local est toujours présent, I’entropie est conservée. Cela implique
la formule de Laplace :

p=Cp’ (1.1.4)

avec une constante C' et l'indice adiabatique

2
14— ==
7 3+2 5
ot le chiffre 3 correspond aux trois dimension de I’espace ordinaire R?, i.e. les 3 degrés de
liberté de translation de chaque molécule, le chiffre 2 correspond aux deux dimension de
la sphére S2, i.e. les 2 degrés de liberté de rotation de ’axe des molécules diatomiques. Si
le gaz est constitué de molécules plus complexe, il y a 3 degrés de liberté de rotation (car

dimSO (3) = 3) et doncy =1+ 3% = 3. Si le gaz est monoatomique, sans rotation interne
des molécules, alors v =1+ % = g

1.1.5 Remarques sur I’historique des équations de la mécanique
des fluides

Reéf : Fuler ef al. (1980) p27.

Au XVIIIéme siécle, il était crucial d’étudier la mécanique des fluides. En 1748, Euler
organise avec 'académie de Berlin un prix pour une étude de “la résistance qu’éprouvent les
corps solides dans les fluides”. D’Alembert a rendu un mémoire d’une grande importance


https://en.wikipedia.org/wiki/Schlieren_photography
https://www.youtube.com/watch?v=_UoTTq651dE
https://youtu.be/px3oVGXr4mo?t=47
https://youtu.be/MBPh410Gnes?t=198
https://youtu.be/doxDOlwEblg?t=258
https://youtu.be/doxDOlwEblg?t=258
https://www.youtube.com/watch?v=uFuVvJ9yH1I
https://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_adiabatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Entropie_(thermodynamique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Laplace_(thermodynamique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Indice_adiabatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_sp%C3%A9cial_orthogonal
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car il a été le premier a introduire les opérateurs a dérivées partielles. Il a proposé une
équation, ol apparaissait correctement le terme de transport, mais le terme de force de
pression était incorrect. Euler a refusé ce manuscrit, mais a étudié le probléme par lui
méme. Il a rédigé un mémoire en 1757 avec les “équations de Euler des fluides”. En 1752, le
prix a été décerné a un “étudiant de Euler” Jacob Adami. Le terme de forces de cisaillement
ont été introduit par Henri Navier 1823 et George Gabriel Stokes.

En 2000, il a été proposé un prix de 10°$ pour toute personne qui montrerait que les
équations de Navier Stokes en dimension 3, ont un comportement régulier et ne divergent
pas en temps fini (ou le contraire). En janvier 2014, Mukhtarbay Otelbayev, (mathématicien
kazakh) a écrit un article en russe prétendant répondre a cette question. Cela a beaucoup
intéressé la communauté internationale. Il y avait une erreur. En 2014, Terence Tao a
montré une explosion des solutions pour un modele trés proche. Le probléme est toujours
ouvert et beaucoup de chercheurs sont actifs sur cette question.

— Vidéos sur la visualisation des mouvements de 'air et des ondes sonores :
— Turbulence, vortex rings
— What Does Sound Look Like?
— Visualizing Ultrasound with Schlieren Optics Part I
— Visualizing Ultrasound with Schlieren Optics Part 111

Lectures supplémentaires :

— Pour des explications de la loi des gaz parfaits et autres notions de physique statis-
tique, voir ce cours de physique statistique.

1.2 Des équations de Navier-Stokes a I’équation d’onde

1.2.1 Gaz proche du repos. Ondes sonores.

Video de cette section.

La proposition suivante est le résultat principal de cette section qui montre que lorsque
le gaz est proche de 'équilibre global, alors les petites fluctuations de pression p(z,t)
oscillent et se propagent selon “I’équation des ondes”. Pour simplifier on notera une dérivée
partielle 0, f := %. On notera A l'opérateur Laplacien défini par

3
Ap = 9% p=div(grad (p))

J=1


https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8mes_du_prix_du_mill%C3%A9naire
https://en.wikipedia.org/wiki/Navier%E2%80%93Stokes_existence_and_smoothness
https://en.wikipedia.org/wiki/Navier%E2%80%93Stokes_existence_and_smoothness
https://terrytao.wordpress.com/2014/02/04/finite-time-blowup-for-an-averaged-three-dimensional-navier-stokes-equation/
https://www.youtube.com/watch?v=_UoTTq651dE
https://www.youtube.com/watch?v=px3oVGXr4mo&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1&index=7&t=47s
https://www.youtube.com/watch?v=MBPh410Gnes&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://www.youtube.com/watch?v=doxDOlwEblg&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/phys-stat/TD_2020/TD/
https://youtu.be/uzGAlkPBD2A
https://fr.wikipedia.org/wiki/Op%C3%A9rateur_laplacien
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Proposition 1.2.1. On suppose que le fluide est soumis aux équations de mouvement
de Euler p% = —grad (p). On suppose des petites fluctuations de la pression p et de
la densité p autour de l’état d’équilibre constant et uniforme, i.e.

p(z,t)=po+p(zt)

p(x,t) = po+p(z,t)

avec |p| < po et |p| < po. Alors au premier ordre, p est solution de l’équation des

ondes
O'p —Ap =0 (1.2.1)

_(m 1/2 (BT 1/2
00 12y \ M ’

et on a la relation suivante entre p,p :

avec la vitesse du son

L_ L (1.2.2)

FIGURE 1.2.1 — Ondes sonores (ultra sons) observées par effet Schlieren et par éclairage
stroboscopique. Les ondes sont émises a gauche et se réfléchissent sur la plaque. On observe
des figures d’interférence.

Preuve de la proposition 1.2.1 Video de cette section.


https://www.youtube.com/watch?v=MBPh410Gnes&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://youtu.be/9qzEtQvP_6Q
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Partons de l'équation de Euler (1.1.3) :

dv
P = —grad (p) (1.2.3)

N gy — dT
ouv =g et

3

v d :
== v (@), ) = 2:: (02,0) (Dh7) + 0w = Y (Da,0) vj + Oy

j=1 j=1
La fonction densité p (x,t) satisfait I’équation de conservation de la masse :
Op +div (pv) =0 (1.2.4)

Preuve de (1.2./). Notons le flot ¢! : R* — R3 clest a dire ¢' (z) = =z (1), dd%t = v. Si

Q) C R? est un domaine initial quelconque et 2 () = ¢' () son évolution, alors on stipule
que la masse M contenue dans €2 (¢) est constante. On note xq la fonction caractéristique
du domaine Q. Donc xo@) = xoo ¢~ ". On a

M= [ pir= [ (xaco ) pds
Q) R3

donc avec une intégration par parties

- (%) -/ (Z (02, x0) <—vj>> p+ (xa©6™") (0hp) da

J

= e (z (0, (v;p)) + atp> dz = [ xo(div (vp) + 01p) do

(par parties) -
J

Si cela est vrai pour tout domaine 2 alors nécessairement div (vp) + d;p = 0. ]
Supposons maintenant des petites fluctuations
p(x,t) =po+p(z,1)
p(x,t)=po+p(z,t)
avec |p| < po et |p| < po et |((9ij) vj} < |Ow|. Alors au premier ordre, (1.2.3) donne
poOrv = —grad (p) (1.2.5)

et (1.2.4) donne
Orp + podiv (v) = 0. (1.2.6)

On déduit
poOdiv (U) = —div (grad (p)) = —Ap,

(1.2.5)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Flot_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_caract%C3%A9ristique_(th%C3%A9orie_des_ensembles)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Int%C3%A9gration_par_parties
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2 : _
9, p + poOidiv (U) (156) 0,

et done

02p = Ap. (1.2.7)

D’aprés la formule de Laplace (1.1.4) d'un gaz parfait adiabatique :

d d
p:C’p'7<:>lnp:lnC’+fylnp<:>—p:fy—p
p

P

et donc au premier ordre pour les petites fluctuations p, p :

p __p
—_ = 7_
Po Po

On a obtenu (1.2.2). Finalement, on obtient I’équation d’onde pour p :

op = (@) Ap = 2Ap
(127 \ po

1/2
avec la constante ¢ = (m) appelée vitesse du son.

PO

1.2.1.1 Remarques

— En étudiant les solutions de 1'équation d’onde, on verra en (1.5.12) pourquoi ¢

s’appelle la vitesse du son.
Avec les valeurs pg, Ty de 'exemple 1.1.2, on obtient une vitesse du son

1/2 1/2 7 1/2
T £ x 831 x 293
c= <@) — (’VR 0) = <5 ) = 343m/s. (1.2.8)

o M 29 x 10-3

L’équation de départ de Euler est non linéaire et est impossible & résoudre en gé-
néral, mais grace a notre hypothése d’étre proche de I'état d’équilibre, on a obtenu
I’équation des ondes qui est linéaire et donc plus facilement soluble. Ce sera
le sujet des sections suivantes.

Comme v = %, v = % ouy = g dépend de la nature diatomique, polyatomique ou
monoatomique des molécules, la vitesse du son ¢ en dépend aussi.

D’aprés (1.2.2), p est proportionnel a p. Donc il vérifie aussi I’équation des ondes
02p — 2Ap = 0.

Ainsi le son parcourt 34cm en 1ms ou 17m en 50ms qui est le temps de réaction
d’un neurone et donc la limite de la latence en musique. Pour cette raison, il
ne faut pas que les musiciens qui jouent ensemble soient trop éloignés les uns des
autres, sinon le retard du son est perceptible.

Il a été observé récemment (Pour la science juillet 2021) que a la naissance, les
chauves souris connaissent précisément la vitesse du son, de facon innée. Des pa-
pillons de nuit “arctiinae” captent et émettent (pour brouiller) les sons radars des
chauves souris (Ratcliffe and Fullard, 2005).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Arctiinae
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Exemple 1.2.2. La masse molaire de 'Hélium est M = 4g/mol et c’est un gaz monoato-
mique. On déduit que la vitesse du son dans I’Hélium est

T2 /3 %831 x 273\
c= kil =2 =972m/s.
M 4 x 103

Exemple 1.2.3. On a ¢ = (%)1/2 donc Inc = %ln% + %lnT et j—; = % Si la tem-
pérature augmente de 67 = 20C" alors la vitesse du son augmente de %C = % = 3% soit
dc =0.03 x 343m/s = 10m/s.

1.2.2 Champ de vitesse et potentiel des vitesses

video de cette section.
Pour compléter la proposition 1.2.1, on a les résultats suivants.

Proposition 1.2.4. Le champ de vitesse du gaz v (z,t) (en m/s) est donné par
v = grad (¢) (1.2.9)

avec une fonction ¢ (x,t) appelé potentiel des vitesses relié auzr fluctuations de
presston p par

p = —po0id. (1.2.10)

\. J

Remarque 1.2.5. Par intégration, ¢ et v vérifient aussi 'équation des ondes 92¢ — c2A¢ = 0
et 9?v — c*Av = 0 comme (1.2.1). Comme v (z,t) € R?, cette derniére équation a trois
composantes.

Démonstration. L’équation (1.2.5) et la relation rotograd = 0 donne
poosrot (v) =0

et donc si rot (v) = 0 a l'instant initial, ce sera vrai a tout instant et d’apres le Lemme
de Poincaré, v = grad (¢) pour une certaine fonction ¢ (z,t), définie & une constante prés.
Alors (1.2.5) donne

podigrad (¢) = —grad (p)

soit, en choisissant correctement la constante de ¢,

P = —po0sd.


https://youtu.be/lQldsbPo8N4
https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_vectorielle#Quelques_formules_diff%C3%A9rentielles
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Poincar%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Poincar%C3%A9
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1.2.3 Conservation de I’énergie et densité d’énergie

Video de cette section
Pour compléter la proposition 1.2.1, on a les résultats suivants.

Proposition 1.2.6. On a la conservation de l’énergie
Oe+div(j) =0 (1.2.11)
avec la densité de courant d’énergie (en % ) qui est
J=pv (1.2.12)

et la densité d’énergie (en J/m?3) qui est
1 y  CPp?
€ = ipo |U| + 2—p0
On rappelle (1.2.11) signifie que dans tout domaine Q C R? fizé, la quantité d’énergie
contenue Eq (t) := [, ed’x et le flur sortant Jo (t) = [,,jd*s (sur le bord OQ du
domaine) se compensent :

dE,
d—tQ + Jo () = 0. (1.2.13)

Démonstration. Référence : Landau & Lifshitz (1987, p.256). La pression p est une force
par unité de surface d’unité Pa = % donc j = pv est d’unité Pa” = % = m‘és = % C’est

bien une densité de flux d’énergie. On souhaite trouver I'expression de la densité d’énergie
€ en J/m? qui vérifie la loi de conservation

Ore +div (j) = 0.

. 2 2
Vérifions que € = $pov? + 5o Ona

e = povoyv + v%atp
0

_ B P o e
(1.2.5,1.2.6,1.2.2) vgrad (p) ppdlv (v) div (vp) div (7).

On rappelle la démonstration de (1.2.13) qui explique I'appellation “conservation de 1’éner-

gie”. On a d’aprés la formule de Stokes

dEQ_ 3 o . N .2
o _/Qatde(LZu)_/de(])dx_ /mde— Ja.

O
Remarque 1.2.7. A cause du terme de dissipation dans I'équation de Navier-Stokes, une
partie de I’énergie sonore est dissipée, % = 0.5 par km, convertit sous forme de chaleur.


https://youtu.be/5pY2O49iiDA
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes

22 CHAPITRE 1. LE SON

1.3 Solutions particuliéres de I’équation des ondes

Dans cette Section on étudie particuliérement ’équation des ondes (1.2.1) décrivant les
petites fluctuations de pression p (z,t) autour d’une valeur constante et uniforme py :

O*p — Ap =0

1/2
avec ¢ = (%) = (711\70)1/2 = 343m/s.

1.3.1 Variantes de I’équation d’onde

Video de cette section

1.3.1.1 Equation plus générale

On présente une version plus générale de ’équation d’onde que celle obtenue en (1.2.1).

Si la température 7' (z,t) varie lentement avec x et ¢ comme c’est le cas dans 'atmo-
sphére ou dans un grand hall alors ¢ (x,t) devient une fonction. De plus, il peut y avoir
un amortissement de 'onde modélisé par une fonction réelle a (x,t) > 0 et une source
sonore modélisée par une fonction réelle s (z,t). Par exemple si la source est ponctuelle
en o (ex. haut parleur), alors s (z,t) = s(t) d,, (z) o &, est la distribution de Dirac en
xg.

s "

Définition 1.3.1. L’equation des ondes obtenue en (1.2.1) s’écrit plus générale-
ment avec indice variable ¢(x,t), amortissement a (z,t) et source s (z,t) :

O'p — A Ap+adp = s (1.3.1)

L’inconnue est la fonction p (z,t) décrivant les fluctuations de pression.

\. J

C’est encore une équation affine en p (i.e. de degré 1), mais a coefficients variables.
C’est une EDP (Equations aux Dérivées Partielles) affine. En étudiant les solutions, on
verra en effet pourquoi ¢ correspond a la vitesse de 'onde, a modélise un amortissement
et s une source.

Avant de chercher a résoudre et comprendre I’équation d’onde (1.3.1), voici quelques
commentaires.

1.3.1.2 Conditions aux bords

Si © C R3 est un domaine donné (modélisant un espace comme une piéce par exemple),
on peut demander des conditions au bord 92 de €2 comme v (x,t) = 0 pour tout = € 0
et t € R, signifiant qu’il n’y a pas de déplacement d’air sur les parois.


https://youtu.be/pwpRsAzn-TA
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_des_ondes
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1.3.1.3 Question de résolution

Que signifie résoudre I’équation d’onde ? Si on connait les fonctions ¢, a, s et la valeur
de T'onde p(z,t), Op (z,t) & t = 0 pour tout x € Q, la question peut étre de comprendre
le comportement de l'onde, i.e. de trouver p (x,t) pour tout x € € et tout ¢ € R. Cette
question peut étre non soluble & la main, mais soluble dans certains cas limites ou so-
luble approximativement avec un ordinateur. Dans cette section on expliquera cela et nous
verrons un algorithme simple de résolution numérique.

On va considérer différentes situations, de facon progressive, de simple a plus compli-
quées.

Exemple 1.3.2. Voici par exemple une résolution numérique de I’équation d’onde en
dimension 2 sur un domaine {2 qui est un rectangle tronqué d’un disque : vidéo. Ce qui est
intéressant a observer et que 1’on expliquera est que 1’on observe en effet la propagation des
“fronts d’ondes” a une certaine vitesse c. Ces front d’ondes semblent suivre des trajectoires
bien définies, comme celles de particules.

Dans la suite de cette section on considére des cas trés particuliers de domaine 2 et de
fonctions ¢, a, s qui font que I’équation (1.3.1) est soluble. On va commencer par étudier le
cas a une dimension d’espace.

1.3.1.4 A propos de Pamortissement a

Le terme d’amortissement aura pour effet de réduire 1’énergie de 'onde au cours du
temps. On parle de dissipation. Cela s’appelle aussi la “viscoélasticité”. Ce paramétre
est important en lutherie dans la conception des instruments de musique, voir cette vidéo
Conférence de Michele Castellengo sur le son & 24’.

1.3.2 Trajectoire des ondes et importance en acoustique musicale

L’objectif de comprendre le comportement des ondes dans la suite est de pouvoir 1'ap-
pliquer & I’acoustique musicale. Voici en résumé quelques résultats que I'on obtiendra et
qui sont déterminant par exemple pour ’acoustique d’une salle :

1.3.2.1 Dans un milieu homogéne

Un milieu homogéne est un milieu ou la vitesse ¢, du son est constante, i.e. ne
dépend pas du point. Pour cela il faut que la température et la pression soit constantes.
On définira précisément la notion de paquet d’onde plus loin.

Proposition 1.3.3. Dans un milieu homogéne, i.e. la vitesse cyon est constante,
alors les paquets d’ondes se propagent en ligne droite perpendiculairement aux lignes
(ou plan) de phases. Une faible partie de ’énergie est dissipée pendant la propagation.



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/projets_simulation/tambour/rapport/rapport.xhtml#magicparlabel-32541
https://fr.wikipedia.org/wiki/Visco%C3%A9lasticit%C3%A9
https://www.dailymotion.com/video/xcm370
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Proposition 1.3.4. Sur un obstacle plan lisse ou de longueur de variation
grande devant la longueur d’onde, un paquet d’onde se réfléchit et une partie
est absorbée par la paroi.

=/
oLt @

Proposition 1.3.5. Sur un obstacle de variation courte devant la longueur
d’onde, un paquet d’onde diffuse, i.e. produit plusieurs paquets d’ondes avec des
amplitudes variables.

T\///¢

Exemple 1.3.6. Par exemple si I'obstacle est trés petit devant la longueur d’onde comme
un point, la diffusion est isotrope (on parle de diffusion “s”) ou diffusion de Rayleigh. Cela
explique la couleur du ciel.

1.3.2.2 Dans un milieu inhomogéne

Un milieu inhomogéne est un milieu ou la vitesse ¢, () du son n’est constante, i.e.
dépend du point x. Ce peut étre du a la température ou la pression qui varient.

Proposition 1.3.7. Dans un milieu inhomogéne, i.e. si la vitesse cgon (x) dépend
du point de facon lente par rapport a la longueur d’onde, alors la trajectoire d’un
paquet d’onde est déviée vers les zones 0t ¢y, (v) décroit (i.e. —gradcso, agit
comme une force).



https://fr.wikipedia.org/wiki/Diffusion_des_ondes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Diffusion_de_Rayleigh
https://fr.wikipedia.org/wiki/Couleur_du_ciel
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Pour énoncer le résultat trés important suivant, considérons un paquet d’onde solution
de I’équation générale (1.3.1), (ou tout autre équation différentielle linéaire). Cette équation
détermine une fonction z,k — w(x, k) appelée relation de dispersion ou symbole
(ou Hamiltonien classique) obtenue remplagant p dans ((1.3.1) par le mode de Fourier
p(x,t) = e*2=“Y_ Par exemple, prenons le cas simple (on verra d’autres cas ensuite, en
particulier celui de I’équation de Schrodinger)

O3p—c(x)’Ap=0

On a 9,,p = ik;p et Oyp = —iwp, donc on obtient —w? — ¢ (z)° (- ||k;||2) = 0 et 'on déduit
I’expression de

w(z, k) = c(@) ||k

Proposition 1.3.8. “Théoréme semi-classique de Ehrenfest-Hamalton”. Lors
du déplacement d’un paquet d’onde on peut mesurer la vitesse de déplacement de son
enveloppe de position moyenne x (t), appelée vitesse de groupe v, = ‘fi—f € R? et

le comportement des lignes de phases y — eik(t)'(y_xphase(t)), avec le vecteur d’onde
k(t) € R? et la vitesse de phase vppase = %. Par exemple un paquet d’onde
Gaussien a l’expression

u(y,t) = A (v 2pnase (1)) g~ 3 (1=201)

d’amplitude A > 0 et largeur o > 0. De facon générale, le comportement des pa-
quet d’ondes est caractérisé a partir de la fonction w(x,k) par les équations de

Hamzlton
dr  _ 0w
at  — ok
de _ _ow
dt - o
donnant la vitesse de groupe v, = Cé—f = g—“,; et la vitesse de phase Vphase =

dophase — () (1 (1), k (1)) 7

Remarque 1.3.9. Le véritable nom de ce théoréme en mathématiques est “Théoréme de
propagation des singularités”.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_propagation_des_singularit%C3%A9s
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_propagation_des_singularit%C3%A9s
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1.3.2.3 Acoustique d’une salle

Comme conséquence des propriétés précédentes, pour une salle de concert,

— on évite les parois lisses et planes sur lesquelles I'onde se réfléchie parfaitement, ex :
mur de salle de bain.

— On évite aussi des parois trop absorbantes de I’énergie de 'onde, qui 'empéche de
se réfléchir.

— On préfére des parois qui diffusent les ondes. Pour cela on peut utiliser une structure
aléatoire appelée diffuseur de Schroeder (1975), voir ici. Pour quelle raison? peut
étre que cette diffusion aléatoire ressemble a la diffusion du son dans la forét sur les
troncs d’arbres ?

— Exemples : diffusion du son
— dans une église,

— dans une grotte : voir ce documentaire sur arte qui explique que les points rouge
(et mains rouges) marquent les zones de résonances particuliéres.

— Les algorithmes de “reverb” sont modélisés & base de phénoménes de diffusion

multiples aléatoires

1.3.3 Equation des ondes 9?p — ¢?9?p = 0 sur R (1 dim)

Video de cette section.

Pour commencer le cas le plus simple est celui de 'équation d’onde 9?p — c?9%p = 0
d’inconnue p (z,t) sur 'espace de dimension 1 : z € R sans bord et avec la vitesse ¢ > 0
constante.

Remarque 1.3.10. On va présenter deux méthodes de résolution, importantes l'une et
lautre. La solution d’Alembert est spécifique a la dimension 1 et en dimension plus grande
correspond a la spherical mean ou formule de Kirchoff qui n’est pas exacte. La solution de
Fourier est valable en toutes dimensions mais nécessite des coefficients constants. Elle se
généralise pour des EDP a coefficients variables avec ’analyse semi-classique ou analyse
micro-locale, on le verra en section 1.5.

1.3.3.1 Solution d’Alembert

Nous présentons la solution d’Alembert particuliére a ce cas et trés importante pour
la suite du cours.


https://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion_(acoustics)
https://pages.mtu.edu/~suits/diffusers.html
https://www.diphonevent.com/index.php/le-bog/14-acoustique/19-ameliorer-l-acoustique-de-ma-salle
https://youtu.be/ed5g9T9hn_I?t=531
https://youtu.be/ed5g9T9hn_I?t=698
https://youtu.be/asKB4BGXYWU
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_mean
https://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff%27s_diffraction_formula
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
https://en.wikipedia.org/wiki/Wave_equation#Wave_equation_in_one_space_dimension

1.3. SOLUTIONS PARTICULIERES DE L’EQUATION DES ONDES 27

Proposition 1.3.11. L’équation d’onde a une dimension 0}p—c*0*p = 0 admet
comme solution générale

p(x,t) = R(x —ct) + G (v + ct) (1.3.2)

avec des fonctions R, G arbitraires, déterminées par les conditions initiales p (z,0),
(Orp) (2',0) par

R(z) = % <p (2,0) — % / " (0p) (&, 0) da:’) (1.3.3)

)= (p (2,0) + % / " (0p) (o, 0) dm’)

Remarquer que R (z — ct) représente une fonction qui se translate vers la droite a la
vitesse ¢, car son argument est constant pour r — ct = g < x = x9 + ct. De méme
G (z + ct) qui se translate vers la gauche. On appelle parfois R (x — ct) et G (x + ct)
des “ondes progressives”.

Voici un exemple d’une onde, vidéol fait par ce programme onde 1dim segment superposition.py.

Wave, Solution of Alembert. t=0.2

R

_ =

Démonstration. Vérifions que (1.3.2) est solution. On a
Op = —cR(x —ct) + cG'(x + ct), O’p=cR'(x —ct) + AG"(x + ct),

Op=R(x—ct)+G'(x+ct), p=R"(x—ct)+G"(x+ct).

On vérifie donc que 87p = ¢*9%p. Ensuite cela donne p (z,0) = R (z)+G () et (9;p) (z,0) =
¢(G'(z) — R (x)), donc G (z) — R(z) = L [*(dp) («/,0)da’, & une constante pres. On
deduit (1.3.3). 0

Exercice 1.3.12. Une onde p (z,t) est solution de 9?p — ¢?9?p = 0.

1. At =0, on suppose connue la fonction p (z,0) et on suppose sa dérivée temporelle
nulle : 9;p (z,0) = 0, Vz. Donner 'expression de p (x,t) a partir de p (x,0) et tracer
allure de p (z,t) pour t € R dans le cas p (z,0) = e,

2. Quelle conditions vérifient les valeurs initiales p (x,0) et dp (z,0) pour que 'onde
soit progressive vers la droite seulement, i.e. p(z,t) = R(x —ct)?


https://fr.wikipedia.org/wiki/Onde_m%C3%A9canique_progressive
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_equation_1D_Alembert.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_equation_1D_Alembert.py
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1.3.3.2 Solution de Fourier

L’équation 92p — c20%p = 0 est une EDP linéaire & coefficient constant. On peut donc
la résoudre par transformée de Fourier. D’apreés la théorie de Fourier, toute solution est
combinaison linéaire de

Pho (2,1) = Aelheted (1.3.4)

appelée onde plane (ou mode de Fourier) avec w € R pulsation (ou fréquence
temporelle) et £ € R vecteur d’onde (ou fréquence spatiale) et une amplitude A € C.
Lire la remarque C.4.1 concernant I'intérét d’utiliser les modes de Fourier ou ondes planes.
Remarque 1.3.13. L’onde plane (1.3.4) vérifie les relations de périodicité suivante py, (€ + A, t) =
Prw (2,1) = prw (x,t +T) avec la période spatiale ou longueur d’onde

27
A= —
k
et la période temporelle
27
T=—.
w

Remarque 1.3.14. Re (prw) (z, 1) W |A] cos (kx + wt + ) avec A = |A|e™®. Voir figure
1.3.12
1.3.1.

y - X

A

FIGURE 1.3.1 — La partie réelle d'une onde plane est Re(piy)(z,t) W
1.3.12
|A| cos (kx + wt 4 «). Elle a des lignes de phase en pointillé k.2 +wt 4+« = Omod2n < x =

—ct 4+ ¢ avec rg = —C“*lf”k, c= % appelé vitesse de phase. Ici £k > 0,w > 0.

D’aprés le Théoréme de Fourier (C.4.3), tout signal p (x,t) se décompose comme somme
de modes de Fourier (1.3.4).

kz+wt)

Proposition 1.3.15. Sur le domaine R, une onde plane p (x,t) = Ael avec

w, k € R est solution de (1.5.11), 8?p — 20%p = 0, si et seulement si
w = +ck,

ainsi p (z,t) = Aetkl@Eet),



https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
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Remarque 1.3.16. L’onde plane p (z,t) = Ae?*@* est une onde progressive particuliére,
i.e.p(x,t) = F (x % ct) pour la fonction particuliére F' (X) = Ae?*X appelé mode de Fourier
en accord avec la solution d’Alembert (1.3.2).

Voici une animation faite par ce programme onde 1dim R.py.

Démonstration. p(z,t) = Ae'™+“) dans 1’équation d’onde 9?p — c20?p = 0 donne

(iw)* — 2 (ik)> =0 (1.3.5)
S —w+AA=0 (1.3.6)
Sw = *ck (1.3.7)

[

Exercice 1.3.17. Calculer la longueur d’onde A pour une onde sonore de fréquence f =
440Hz, (la du diapason) et pour les autres la de la figure ?

o {=3% i
% o o Petboth
;{: 220Hs

7: Z «.»g: lle He

Solution 1.3.18. D’apreés ¢ = % = Af, on déduit

c  340m/s

= 7= 05 = 0.80m = 80cm
s

Exercice 1.3.19. Les dauphins utilisent des sons de fréquences f ~ 150 kHz pour locali-
ser les poissons (proies). Quelle est la longueur d’onde A correspondante ? Méme questions
pour les Marsouins (f > 100kHz et les Orques f < 100kHz) ?

Solution 1.3.20. Dans l'eau, la vitesse du son est ¢ = 1500 m/s. Donc pour les dauphins

1
_ o 1800m/s e tem
F 1500005

Cette petite longueur d’onde leur permet de localiser les petits poissons par écholocalisation
pour se nourrir. Pour les marsouins,

c 1500m/s
A=—-<——=0015m =15
7= 1000005 = oan
Pour les orques, A = % > 1.5cm.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_R.py
https://fr.wikipedia.org/wiki/Dauphin
https://fr.wikipedia.org/wiki/Marsouin_commun
https://fr.wikipedia.org/wiki/Orque
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89cholocalisation_des_dauphins
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1.3.3.3 Effet Doppler

On parle d’effet Doppler si la source sonore est en mouvement, et/ou le récepteur
est en mouvement par rapport au fluide. La conséquence est que la longueur d’onde
est différente, ainsi que la fréquence percue.

Voici des expériences pour expliquer cela.

— Vidéos dans une cuve a ondes de surface.

— Effet Doppler subsonique
— Effet Doppler supersonique
— Le mur du son

Exemple 1.3.21. Expériences connues : le son d’une siréne d’une voiture en mouvement.
Le mur du son créé par un avion supersonique.

1.3.4 Equation 9?v — ¢?9%v = 0 sur le segment [0, L]

Video de cette section
On considére ici la grandeur vitesse v (z,t), la variable spatiale z € [0, L] sur un seg-
ment unidimensionnel et ¢ € R avec les conditions suivantes aux bords x =0 et . = L

v(0,t) =v(L,t) =0, Vt

qui signifie que la vitesse est nulle aux bords car ’air ne bouge pas a cause des parois.
Une fois de plus on résoud I’équation par deux méthodes : la méthode d’Alembert
spécifique au cas dimension 1 et la méthode de Fourier (séries de Fourier).

1.3.4.1 Solution d’Alembert

Voici la solution d’Alembert obtenue & partir de la solution sur R.

Proposition 1.3.22. L’équation d’onde a une dimension 0?v — 20?v =0 sur
lintervalle x € [0, L] avec les conditions auzx bords v (0,t) = v (L,t) = 0,Vt,
admet comme solution générale

v(z,t)=R(x—ct) — R(—x — ct) (1.3.8)
avec une fonction R : R — R de période 2L arbitraire, i.e.
R(x+2L) = R(x),Vz € R.

Par conséquent la fonction est périodique en temps, de période T = %, i.e.

C

v (.T,f}—l-%) =wv(x,t), V.



https://youtu.be/kQd1veZGg20
https://youtu.be/qM2HLXmWzb4
https://youtu.be/DOWUfRUBg0o
https://youtu.be/R6dTihyWW7g
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Remarque 1.3.23. R (x — ct) représente une fonction qui se translate vers la droite a la
vitesse ¢ et R (—xz — ct) la fonction symétrique qui se translate vers la gauche. R est dé-
terminée par les conditions initiales comme en (1.3.3). Voici un exemple d’une onde, vidéo
fait par ce programme onde 1dim segment superposition.py sur le segment z € [0, 1].

Wave, Solution of Alembert. t=0.5

o ——= ]

. J¥
3

001

Remarque 1.3.24. La périodicité en temps de 'équation d’onde est une propriété spé-
ciale a la géométrie [0, L] et produit une “note musicale” d’aprés la définition 2.3.1 que
I’on étudiera. Pour cette raison on dit que c¢’est systéme harmonique. Cette périodicité
du signal n’est pas vrai pour d’autres géométries. Cette propriété est la raison principale
d’utiliser des cordes pincées ou frappées dans certains instruments de musique, comme
la kora, le piano, la guitare, le clavecin, la harpe, etc.

Démonstration. On part de la solution (1.3.2) sur R, v (z,t) = R (z — c¢t) + G (x + ¢t). On
rajoute les conditions

v(0,t) = R(—ct) + G (ct) =0, V1,
donnant G (z) = —R(—xz),Vx et

v(L,t) =R(L—ct)+G(L+ct)
=R(L—ct)—R(—L—ct)=0,Vt

donnant, en posant —L —ct =z
R(x+2L) = R(x),Vx.

On déduit que pour tout x,

2L
v(x,t—i-?) =R(x—ct—2L)— R(—x —ct—2L)

=R(zx—ct)— R(—x —ct) =v(x,1).
[

Exercice 1.3.25. On souhaite qu'une corde de guitare (3/4) de longueur L = 56cm,
produise un la de fréquence f = 110Hz. Calculer la vitesse ¢ de l'onde élastique sur la
corde.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_equation_1D_0L_Alembert.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_equation_1D_0L_Alembert.py
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Solution 1.3.26. On a

2L
c=— = 2Lf =2 x 0.56m x 110s™! =123 m/s

Exercice 1.3.27. Considérons la corde de miy, Ey, fg, = 330Hz de la guitare de longueur
L = 56cm. A quelle distance L' placer le doigt, pour produire son octave Ej de fréquence
fe, = 2fp, = 660Hz? et pour produire la quinte B, de fréquence fp, = % X fg, = 495Hz7?

Solution 1.3.28. D’aprés la formule ci-dessus
c
I=5z
on observe que f est inversement proportionnel a L. Ainsi pour doubler la fréquence f il faut

diviser par 2 la longueur. Donc pour obtenir fp, = 2fg, il faut L' = %L = % X 56 = 28cm.
Pour obtenir fp, = 2fg, il faut L' = 2L = 2 x 56 = 37, 3cm.

Remarque 1.3.29. La vitesse des ondes sur une corde tendue de tension 7' (en N) et
masse par unité de longueur p est (Par Vincinzo Galileo, vers 1570, le pére de G. Galilée)

Cette formule montre ce qui est bien connu des musiciens : la vitesse ¢ (et donc la
fréquence f) augmente si la tension de la corde augmente. La vitesse (et donc la fréquence)
diminue si la masse de la corde augmente.

1.3.4.2 Solution de Fourier

Proposition 1.3.30. Sur un segment unidimensionnel x € [0, L], avec les condi-
tions aux bords v (0,t) = v (L,t) = 0, une solution générale de l’équation d’onde

Otv — 20w =0

est une superposition de modes stationnaires (ou modes propres ou ondes sta-
tionnaires) :

v(z,t) = Z V, cos (wnt + o) sin (k) (1.3.9)

n>1

avec l'amplitude V;, > 0 et phase o, € R arbitraires, le vecteur d’onde k, = n7, la
fréquence w, = n7F vérifiant w, = k,c et

Wy, = Nw n € N, (1.3.10)

mc

Le fait que wy, est multiple entier de wy = 75, on dit que le spectre est harmonique.



https://en.wikipedia.org/wiki/Vincenzo_Galilei
https://fr.wikipedia.org/wiki/Onde_stationnaire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Onde_stationnaire
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0 L . —tH———+—+—
0 w1 Wwo eee W = N1

FIGURE 1.3.2 - (a) Enveloppe d’un mode propre (1.3.9), icin = 7. (b) Spectre harmonique.
Voici des vidéos pour le mode n—1, mode n—2, et mode n—3 faites par ce programme
onde 1dim segment.py. Voici des superpositions de modes, vidéol, vidéo2,video3 faites
par ce programme onde 1ldim segment superposition.py.

Remarque 1.3.31. Le terme n de (1.3.9) est périodique en temps de période T,, = i—:, donc

de fréquence f, = Tl = 3. Comme T;, = %T 1, cette fonction v, est a fortiori de période
n
T7 et donc une solution générale, superposition des modes stationnaires, est périodique en

temps de période T} = 2& = % et fréquence

1 c

fl:ﬁ:i

appelée fréquence fondamentale. C’est pour cette raison de périodicité que le spectre
w, = nwy est appelé “spectre harmonique” (car on verra plus loin que tout signal périodique
est per¢u comme “harmonieux” par notre audition). On verra en section 3.3.7 que le timbre
que I'on percoit de ce signal périodique est caractérisé par la suite des amplitudes (V},),, ;-

Démonstration. (Méthode 1). On part de I'expression (1.3.8) avec la fonction R (z) de
période 2L que I'on peut donc décomposer en série de Fourier

— § :Rnei%m%

nez

avec des amplitudes R ‘R eion e C, vérifiant R_,, = R cad a_,, = —a,,. Par consé-

quent

A~ . (—z—ct)
v(z,t) = R(z—ct)— R(—x— ct) R,e>™ 51 S R,e?™ o
(z,t) W ( ) =) n
nez
_ZR e —i2nn g z27rn _ —i2mngy Z zQﬂ’n%Jrianzsin <27T7”L%)
neL nez

~ ct X
R, 2rn— + v, | 2si (2 —>
2 cos ( 7m2L + « ) S1n 7m2L

t
= 24 | COS (QWnQC—L + an) sin <27m%>

n>1

= Z V;, cos (wnt + o) sin (k)

n>1



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_stationnary_n1.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_stationnary_n2.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_stationnary_n3.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_segment.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_segment_superp.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_segment_superp_2.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_segment_superp_4.gif
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/onde_1dim_segment_superposition.py
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avec V,, =4 ‘f{n , Wp = 2mn5y =nF et k, = 27m% =nt.
(Méthode 2) Sans utiliser la proposition 1.3.22. On cherche une solution avec une

fréquence w donnée. La solution est combinaison linéaire de v = e!**+%%) ayec la condition
(1.3.14) k = £% € R, avec w € R fixé, donc

v = er61‘(|k|x+wt) + U,ei(ilkwﬁ'dt)
0=uv(x=0)=(vg +ov_)e™ Vt,

0=v (x — L) SR (ei(kL+wt) _ ei(*kL*Hth)) _ ,UJreiwt (eikL _ efich)

donc e*l — el = ) o e2*L = 1 & 2kL = 27mn avec n € Z, donc

kn:f’ n ez
mcn
w c i

Seulement ces fréquences w,, discrétes sont possibles. Au final 'onde de vitesse réelle (onde
physique) est

v (z,t) = Re (Ae™n" (™" — e7"n*)) = Re (Ae™*2isin (k,z))
= V cos (w,t + o) sin (k,x)

avec 2iA = Ve € C. O

Exercice 1.3.32. (*) Programmer la propagation d'un paquet d’onde Gaussien sur le
segment [0, L] avec la méthode de Fourier.

1.3.5 Equation 0?p — ¢2Ap = 0 sur R3

video de cette section
Ici Pespace est 'espace Euclidien total R?® (ou R? ou R). La solution de Fourier
que l’on a vu au paragraphe précédent 1.3.3.2 se généralise facilement a R?. Considérons
I’équation d’onde
Ofp— Ap =0 (1.3.11)

avec ¢ > 0 constant, x € R? d’inconnue la fonction p(x,t). C’est une EDP linéaire a
coefficients constants, que ’on peut donc résoudre par transformée de Fourier. D’aprés la
théorie de Fourier, toute solution est combinaison linéaire de

Pho (z,1) = Ae!F-atet) (1.3.12)


https://youtu.be/3b6axD5yRGY
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appelée onde plane (ou mode de Fourier) avec w € R pulsation (ou fréquence
temporelle) et k € R vecteur d’onde (ou fréquence spatiale) et une amplitude
A € C. La fonction phase est ¢ (z,t) := k.x + wt + @ mod 27. Les lignes de phases
sont les lignes de niveaux de cette fonction phase. Ce sont des hyperplans dans (z,t) € R3*!
aussi appelé fronts d’ondes.

~

-

Proposition 1.3.33. Sur le domaine R3, une onde plane p (x,t) = Ae'F2+wt) st
solution de (1.5.11), 8?p — *Ap = 0, si

w = £clk|.

Alors la densité de courant d’énergie j = pv, obtenue en (1.2.12), est de module

(en W/m?) )
I = —pl” (1.3.13)

YPo

Exemple 1.3.34. Par exemple si |p| = 1Pa et ¢ = 343m/s, pg = 10°Pa, v = g, on obtient
7] = 2.5 1073W/m?.

Démonstration. Si on remplace p par Ae'®+%t) dans (1.3.11) on obtient la condition

(iw)* — & (ik) . (ik) = 0 (1.3.14)
Sw = tclk| (1.3.15)

D’aprés (1.2.10), p = —pp0,¢ on obtient le potentiel des vitesses

A .
(b (.Z', t) = el(k.erwt)
Potw

et (1.2.9), v = grad (¢) donne le champ de vitesses

Ak
v = ——¢lkotet (1.3.16)

Pow
2
_ _ATE v (1.3.17)
YPow

donc
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1.3.6 Mesure de ’'intensité en décibels

video de cette section

On a vu en (1.2.12) que la densité de courant d’énergie est j = pv en W/m? et que
pour une onde plane |j[ = —% |, en (1.3.13).

La définition suivante donne une mesure équivalent de |j| mais sur une échelle logarith-
mique, plus appropriée a la perception humaine.

s )

Définition 1.3.35. Pour une densité de courant d’énergie |j| on associé une “inten-
sité” I en déciBel (dB) par
1 .
1=10— 1w (Y
In 10 Jo

avec jo = 10712W/m?.

Remarque 1.3.36. D’apres la définition,
— |7] = jo donne I = 0 dB qui est, on verra en section 3.3.3, le seuil de la perception
humaine vers w = 1000Hz. Cela justifie le choix de jy dans la définition.

— Une augmentation +1dB correspond & |j/| = 10*/19x|j| = 1.26|j|. C’ est le minimum
perceptible par un humain et cela justifie le choix du facteur lOﬁ dans la définition.

— Une augmentation multiplicative |j/| = 10 x |j| donne une augmentation additive
de I’ = I + 10dB soit de 10dB = 1B est “1 Bel”.

— On peut retenir que |j’| = 2 x |j| donne une augmentation I’ = I + (10{22) ~
I + 3dB.

— Si on double 'amplitude d’'une onde sonore, i.e. une augmentation de la pression
p' =2 X p mais aussi v = 2 x v pour la vitesse et donc |j'| = 4 x |j|, cela donne une
augmentation I’ = [ + (1()1?140) ~ I 4 6dB.

— [ = 120dB est le seuil de douleur pour la perception humaine.

Exemple 1.3.37. Si |p| = 1Pa = 1075Atmos, ¢ = 343m/s, py = 10°Pa, v = % donne

) c W
il = ——Ip[ =2,5.107—
YPo m
In(2.5.10°
I — 10M — 93dB

In10
qui est un son tres fort pour la perception humaine.

Exemple 1.3.38. Si |p| = 2.107°Pa = 10~ Atmos, donne

i C _ ”
j] = — |p|* = 107 —;
YPo m


https://youtu.be/gwGMY1HC2sA
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In (1] /o)

I=10
In 10

=0dB

qui est un son a la limite du perceptible humainement.

Exemple 1.3.39. Si on considére une source ponctuelle et on note |j (d)| la densité de
courant d’énergie mesurée a la distance d et S (d) = 4nd? est la surface de la sphere de
rayon d alors S (d)|j(d)] = cste et le flux total d’énergie et ne dépend pas de d. Par
conséquence si on double la distance,

d=2xd

alors S =4 x S donc |j/| = 1 [j] et

1.3.7 Equation 9?p — ¢?Ap = 0 sur le rectangle Q = [0, ;] x [0, Ly]

On peut généraliser le résultat précédent et considérer une cavité rectangulaire en uti-
lisant la séparation des variables.
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Proposition 1.3.40. Dans une “cavité rectangulaire”, o deux dimensions ) =
0, L1] x [0, Lo], avec les conditions auz bords v(x,t) = 0 si x € 02, une solution
générale de [’équation d’onde

v — Av =0

est une superposition de modes stationnaires (ou modes propres) :

v(z,t) = Z Vi cos (wnt + @n) sin (ky, 1) sin (K, 22) (1.3.18)

n=(n1,n2)e(N*)?

avec les vecteurs d’ondes ky, = (kn,, kn,) € R? vérifiant

knx:nj%? j:152a
J

7

(k. appartient a un réseau) et le spectre de fréquences
wp = ¢|ky|, (1.3.19)

avec |ky,| = (kf“ + k?m)l/Q, Uamplitude V,, > 0, et phase ¢, € R. Le spectre “n’est
pas harmonique”, et on a la lot de Weyl : le nombre de fréquences propres w,, dans
Uintervalle [0, w] est

2

A

N (W) = t{w, <w} = LiLy + o (w?) (1.3.20)

ko = nd-
L2 ' 2 ALZ.

Wny,no

L, wie ki =mni{- 0

FIGURE 1.3.3 — (a) Enveloppe d’un mode propre (1.3.18), ici ny = 2, ny = 3. (b) Plan
du vecteur d’onde k = (ki,ks). Le spectre est la condition w = c¢|k| (c) Spectre (non
harmonique).

Exercice 1.3.41. Ecrire la preuve de la proposition 1.3.40. Aide : L’équation & résoudre
est

0% — 2Av =0
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2 2 N , , < .
avec Av = % + ng' Une premiére étape est de résoudre (—A)u = k?u c’est a dire trouver
1 2
les fonctions propres u (z) satisfaisant les conditions aux limites et les valeurs propres k? > 0
de Vopérateur (—A). Ensuite on vérifiera que v (z,t) = ¢"“*u (x) est solution de I'équation
d’onde avec w = ck. Grace a la forme rectangulaire il y a “séparation des variables” x1, zo

c’est a dire que on cherche la solution sous la forme wu (z1,72) = uy (z1)us (x2) ce qui
2

o 0%u, .
raméne & résoudre —% = k3u; pour j = 1,2.
J

Remarque 1.3.42. La solution a ce probléme parait trés simple, pourtant il est trés difficile
de préciser la correction a la loi de Weyl dans (1.3.20). Voir Probleme du cercle de Gauss.

Remarque 1.3.43. Voici le signal mesuré en un point de la plaque et le son produit au-
dio 2D.wav avec une fondamentale & f, = 440Hz, par ce programme sinus_sum__general.py.
Il s’agit précisément de la fonction

10

u(t) = Z A, cos (2T fut + pn)

ni,no=1

avec I'amplitude A, = 1/ (n? + n3), des fréquences f, = (n? + n%)l/ ? fo et des phases ¢,

aléatoires. On le percoit comme non harmonieux, car le signal est non périodique, le spectre
est non harmonique.

Signal u

100
075
050
025
2 o0
025
030
075

t(s):temps

Il serait intéressant d’étudier le “pitch” percu.

1.3.8 Equation 9?p — ¢?Ap = 0 sur le disque Q =D (R)

On peut aussi résoudre 1’équation d’onde sur le disque en utilisant la symmétrie de
rotation et se ramener & une équation différentielle ordinaire radiale dont les solutions sont
les fonctions de Bessel.

1.3.9 Equation 9?p — ¢?Ap = 0 sur un domaine compact 2 C R?

On va considérer une généralisation des résultats précédents.
On utilisera un résultat important.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8me_du_cercle
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/audio_2D.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/audio_2D.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_sum_general.py
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_Bessel
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Théoréme 1.3.44. Si Q C RY est un domaine compact, alors l'opérateur A sur Q)
avec les conditions au bord de Dirichlet a du spectre discret, i.e.

(—A)v; = w?vj

avec les conditions au bord

Vo0 =0
a des valeurs propres 0 < wi < wi < w3 ... avec des fonctions propres u; € L* ().
On a la loi de Weyl
Wl
N (w) :=8{w, <w} = o 2 + 0 (w?) (1.3.21)
ot || est le volume de Q.
Ensuite posons u; (z,t) = Ae™i'v; (z) avec A = |A] e"* € C. Alors 0fu; = —Aw?e™i'v; =

Ae™i' Av; = Au;. Donc u; est solution de I'équation des ondes et vérifie la condition au
bord u;/0€2 = 0. De méme pour

Re (uj (z,t)) = |A| cos (wjt + a) v; ()

qui est la forme générale d'une solution réelle de ’équation d’onde.

1.3.10 Equation avec amortissement 9?p—c?Ap+ad;p = 0 sur 2 = R?

On suppose ici une fonction amortissement constante a (z,t) = a > 0.

Proposition 1.3.45. Sur le domaine Q = R3, une onde plane p (z,t) = Ae'*-#+e?)
est solution de 0?p — 2Ap + adyp = 0 si

o\ 1/2
a a
=zdclk||1—-(—+ —.
w c| |< (20|k|)) +ig

La partie imaginaire implique un amortissement temporel avec un temps caractéris-
tique T = 2 :

a ’
i _ay 4
ezwt e 2 tezRe(w)t

Démonstration. Si on suppose p (z,t) = Ae!F#+9t) alors I'équation 92p — 2 Ap + adyp = 0
donne

—wp+ kP p+iawp =0

ew? —iaw — kP =0



1.4. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION D’ONDES SUR UN DOMAINE Q ¢ R? COMP:

donc avec A := —a? + 4¢? ]k!z, les solutions de cette équation du second degré sont
1/2
ia+ VA a a \’
w=——"—=i=-*xclk||[1—-|=— :
2 2 2¢ | k|

]

1.4 Reésolution numérique de I’équation d’ondes sur un
domaine ) C R? compact

Résultats attendus.

1.5 Analyse micro-locale (semi-classique) de I’équation
des ondes

Remarque 1.5.1. Dans cette section on va utiliser des notions un peu plus élaborées d’ana-
lyses comme la transformée de Fourier en dimensions 2,3. On peut découvrir ces notions
et développer une certaine compréhension en lisant d’abord le chapitre 2 et revenir ensuite
ici.

“Approximation semi-classique” :  On va montrer que dans la limite des petites
longueurs d’ondes, une onde sonore se comporte comme une superposition de particules
régies par I’équation de mouvement de Hamilton (1834).
En fait cela est général aux équations ondulatoires. Par exemple dans cette approxima-
tion,
— Une onde lumineuse (Hamilton 1834) peut étre considérée comme une superposition
de rayons lumineux.
— Une onde quantique de matiére (Schrodinger 1920), peut étre considérée comme une
superposition de particules décrites par I’équation de mouvement de Newton.
Cette approximation n’est pas exacte, elle est valable si € = % < 1 ou A est la longueur
d’onde et L la longueur de variation du domaine ou des parameétres. Mais I’erreur peut étre
de lordre de CyeV avec N > 1 arbitraire ou méme Ce~¢/¢ avec C' > 0 donc une erreur
tres petite en pratique.
On obtiendra deux formulations équivalentes de ce résultat :

1. Formulation par paquets d’ondes, donnant une correspondance directe onde-particules.

2. Formulation par variétés Lagrangiennes aussi appelée “Théorie W.K.B.” ou “Théorie
de Hamilton-Jacobi”.

Il faut donc retenir que I'analyse microlocale qui donne une dynamique Hamiltonienne
effective est trés pertinente dans le régime des petites longueurs d’ondes € = % < 1. Par


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/projets_simulation/tambour/rapport/rapport.xhtml
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contre si ce n’est pas le cas, il faut résoudre I’équation des ondes par d’autres moyens. Ainsi
les modeles solubles du paragraphe précédents sont importants, ainsi que les méthodes
numériques.

1.5.1 De I’équation des ondes du 2nd ordre en ¢t & I’équation de
Schrodinger du ler ordre

La premiére étape dans notre étude de ’équation d’onde est de la remplacer par une
équation équivalente mais du premier ordre en temps. En effet, afin d’étudier 1’évolution
temporelle partant de conditions initiales, il est naturel en science de reformuler une équa-
tion différentielle d’ordre n > 2 en temps comme un systéme d’équations d’ordre 1, car
ainsi une condition initiale détermine une trajectoire, on obtient un groupe d’évolution.

N

Lemme 1.5.2. L’équation d’onde du deuziéme ordre 0?p — *Ap + adip = s avec
des fonctions ¢ (x,t), a(x,t), s(z,t) s’écrit comme une équation du premier ordre

X =AX+B (1.5.1)

avec la fonction & valeur dans R? (appelé champ vectoriel)

X (@) = ( <a}:p(>x(’2t> ) €R

et les fonctions matricielles et vectorielles
0 1 0
(s ) ()

Démonstration. 1’équation d’onde devient

[ O\ Orp _
0X = ( 2p ) - ( AAp —adp + s =AX+B

]

On peut résoudre I'équation (1.5.1). Pour cela il faut diagonaliser la matrice A afin de
séparer cette équation vectorielle en deux équations indépendantes.

Par simplicité on va considérer un exemple plus simple sans amortissement ni source,
ie. a = 0, s = 0 mais avec une fonction ¢ (x,t) variable, appelé indice du milieu.
Introduisons avant cela 'opérateur v/—A sur R® par son action sur un mode de Fourier
(1.3.12), pr (z) = €** avec k € R3. On observe que —Ap, = |k|* pr, donc on définit
I'opérateur v/—A par son action sur les modes de Fourier :

vV —Apy, = k| pk


https://en.wikipedia.org/wiki/C0-semigroup
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de sorte que (\/—A)2 = —A.

Théoréme 1.5.3. “Formulation de l’équation d’onde par deux équations du
premier ordre”. L’équation d’onde (1.5.1) O'p — *Ap = 0 du 2nd ordre en t avec
la fonction c(x,t), est équivalente aux deux équations de type Schrodinger suivantes

O

i = Ty, (1.5.2)

avec

et lopérateur

Q=cvV—A. (1.5.3)

0 1 0 1 : L
avec A = ( 2A 0 > = ( —2(=A) 0 ) que l'on diagonalise
A=PDP !

avec une matrice de passage P et une matrice diagonale D. La solution? est
1 1 1 ([ iev/=A 0 R
F=3 ( icV/=A —icy/=A ) D= ( 0  —icy/—A ) = ( 1 == )

L9
On pose ) = P71X = - 74 ) ( Yt ), alors
p— 750w (o8

o = P19 X = P'AX = PT'APy = Dy

C’est a dire

Onpy = FicV =AYy & i0phy = Fev —Ayy

2. par exemple on peut utiliser xcas en ligne, et écrire :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre,_vecteur_propre_et_espace_propre
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/xcasfr.html
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1.5.2 L’équation de Schrodinger
1.5.2.1 Equation d’évolution de Schrddinger

Dans la suite du chapitre, on va s’intéresser a une équation d’évolution comme celle
obtenue en (1.5.2), appelée équation de Schrédinger

i@tut = Qut (154)

ol u; : & € R = uy (z) € C est une fonction et Q un opérateur différentiel que I'on définit
en toute généralité ci-dessous. Attention, on va s’intéresser a cette équation dans le cadre
de l'acoustique (elle apparait dans tous les domaines de la physique ondulatoire : acous-
tique, optique, électromagnétisme, ondes sismique etc, pas seulement avec la mécanique
quantique).

Dans cette Section on fait quelques remarques générales qu’il est important de connaitre.

Remarque 1.5.4. Q) a Dunité de linverse de t, c’est donc une fréquence. Dans certains
cas, par exemple (1.5.3), opérateur Q) est auto-adjoint, c’est a dire Of = Q. D’apreés la
proposition C.3.3, cela implique que ses valeurs propres sont réelles que ’on notera donc
(wj)j et que les espaces propres sont orthogonaux entre eux.

Remarque 1.5.5. La présence du facteur i dans (1.5.4) est une convention. Il serait peut
étre plus simple d’écrire yu; = Vu, avec € = —i) qui est anti auto-adjoint, i.e. Q’T =
donc avec des valeurs propres imaginaires pures que l'on noterait (—iwj)j et on retrouve le
facteur .

1.5.2.2 Equation stationnaire de Schrédinger

Supposons que l'opérateur Q) dans (1.5.4) est auto-adjoint et que Qu = wu ol u est un
vecteur propre et w une valeur propre.

Proposition 1.5.6. Si Qu = wu avec une fonction propre u : x — wu (x) et valeur propre
w, alors la fonction
v, () = el (2)

est solution de ’équation d’évolution (1.5.]), appelée solution stationnaire car le module
|y (2)| = |u (z)] est indépendant du temps.

Démonstration. On calcule i0;v; = i (—iw)v; = wuy et Qu; = e “IQu = we “u = wuy
donc on a bien i0;v; = Quy. H

Remarque 1.5.7. Les vecteur propres d’un opérateur sont en général impossible a calcu-
ler. On sait parfois montrer leur existence seulement. Expérimentalement, on les observe
en régime stationnaire, c’est a dire en alimentant le systéme par un signal d’amplitude
temporelle e appelé signal monochromatique.
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1.5.2.3 Opérateur différentiel

On définit 'opérateur Nabla :
V := (04, Opy, Ousy)
et pour des entiers a = (ay, as, a3) € N3 on note
(—iV)® = (=i0,)™ (—i0s,)"™* (—i0z,)™

qui est un opérateur différentiel d’ordre || := a3 + as + as. Le facteur (—i) est utile pour
la suite car (—iaxj) (ei’“) = kje““. Avec cette convention, on peut écrire par exemple

—PA = ((=i0)" + (—i02,)” + (=i00,)%) = & ((=09) 00 4 (=i9) 2 4 (—i9) ")

qui est un opérateur différentiel d’ordre || = 2.

Définition 1.5.8. Un opérateur différentiel d’ordre m € N est un opérateur de
la forme R
QO =Q(x,—iV.t) = Y Q(a,t)(-iV)" (1.5.5)

a,lal<m

avec des fonctions Q,, (z,t). On associe la fonction

de la position z € R?, du vecteur d’onde k € R3 et du temps (polynoéme de degreé
m en k) appelée symbole, ou on a remplacé —iV par k d’aprés le principe de
correspondance.

Remarque 1.5.9. L’opérateur ainsi définit Q) servira de générateur pour I’équation d’évolu-
tion id,u = Qu, étudiée plus bas en (1.5.4). On a remarqué en 1.5.4 que © a 'unité d'une
fréquence. La fonction

(x,k,t) = Q(x,k,t)

est aussi appelée relation de dispersion (car voir ci-dessous , elle expliquera la dispersion
spatiale des paquets d’ondes).

Exemple 1.5.10. En mécanique quantique, I’équation de Schrédinger s’écrit
ih@tut = Hut

avec la constante de Planck h en J.s et 'opérateur de Schrodinger H décrivant une
particule de masse m dans un champ de forces décrit par I’énergie potentielle U (z) est


https://fr.wikipedia.org/wiki/Nabla
https://fr.wikipedia.org/wiki/Op%C3%A9rateur_diff%C3%A9rentiel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_de_correspondance
https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_de_correspondance
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I'opérateur différentiel d’ordre 2 suivant

. B2
H=-——NA
5 AT U(2)
h2

= ((—i02y)? + (=i0,y)* + (—i04,)?) + U (2) = H (2, —iV)

Remarquons que I’équation de Schrodinger peut s’écrire i0yu; = Qu; avec H = KS). Ainsi
H a l'unité de

E = hw
qui est une énergie en Joules. Le symbole de H appelé Hamiltonien classique est
h? (ki + k3 + k3) |k|” pl*
ol l'on a définit le vecteur impulsion
p = hk € R3.

Exemple 1.5.11. Pour I’équation des ondes reformulée comme (1.5.2), en supposant
que ¢ (z) peut dépendre de z, on a d’aprés (1.5.3)

Q=c(z)V-A=c(z)\/(-iV) = Q(z,—iV)
avec le symbole

Q (2, k) = e (2) y/ 6 = ¢ (2) [K (15.7)

1.5.3 Limite semi-classique de 1’équation de Schrodinger

Définition 1.5.12. Pour une position z € R? et un vecteur d’onde k¥ € R? donnés
on associe un paquet d’onde de largeur o > 0 fixée qui est la fonction

2
1 Hx’—wll)
Ouk () = ae™ e

Y

avec a > 0 de sorte que ||zl . = 1.

Sa transformée de Fourier définie en (C.5.1) est donnée par (voir (C.6.1))

1 (I =k

(Fons) (K) = aleizk’€_2( (1/a) )

Les formules précédentes montrent que le module 2’ — |¢, ; (2')| est une fonction Gaus-
sienne de largeur Az = o centrée en x. Le module de la transformée de Fourier &' —
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|(Fur) (k)| est une fonction Gaussienne de largeur Ak = 1/0 centrée en k. Remarquer
que
AxzAk =1 (1.5.8)
appelé principe d’incertitude. On introduit A = % qui est la longueur d’onde des
oscillations de la fonction ¢, j (2'). On supposera
2

1
A=— <K Ar=0k1 & |k>-—
|| o

on a le schéma suivant montrant que le paquet d’onde occupe une petite place de surface
AxAk = 1 dans l'espace des phase (z, k). On dit qu’il est microlocalisé dans l'espace des

phases.

kl
|(F@)ar(K)]

FIGURE 1.5.1 — Paquet d’onde

Le théoréme suivant montre que les paquets d’ondes forment une base de I'espace des
fonctions au sens ou toute fonction se décompose (et se recompose) comme superposition
de paquet d’ondes.

~

~

Théoréme 1.5.13. “Décomposition en paquets d’ondes”. Toute fonction (ou
distribution) u € S (R?) s’écrit

drdk
(27)

u(e) = / (Tw) (2, F) o ()

w

avec les composantes
() (0,1) = (gaslt) = [ Gox@ule!)d’
R

appelée transformée par paquet d’ondes de u.

Remarque 1.5.14. La transformée par paquet d’ondes T généralise la transformée de Fourier
F. En effet en prenant 0 — oo, on a ¢, qui converge vers le mode de Fourier ek’ et
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Tu — Fu. Au contraire pour 0 — 0, Tu — wu. La transformée par paquet d’onde se
généralise et est utile dans beaucoup de domaines : de la théorie du signal (transformée
par ondelettes pour la compression mp3, mp4), a la physique (transformée de Bargmann
en mécanique quantique) a la géométrie algébrique (plongement de Kodaira).

Le résultat suivant est remarquable et est a la base de I’émergence de la dynamique
Hamiltonienne (i.e. optique géométrique, mécanique de Hamilton et de Newton etc) dans
la physique. Avant cela précisons une définition utile.

e )

Définition 1.5.15. Une fonction (ou distribution) v € S (R3) est microlocalisée
au point (z,k) de D’espace des phases, si pour tout point (z/, k') loin de (z, k)

’ / 2
pour la distance d2 = (g”;”’s)2 + ('kl/_UM) , alors |{@u|u)| < 1 est négligeable, dans

la limite d? — co.

Exemple 1.5.16. un paquet d’onde ¢, ;. est microlocalisé au point (x, k), d’aprés la for-
mule explicite

|<90m’,k’|90:v,k>| = €Xp (_dczr)

o

avec d? = (”5/;1)2 + <|k1//_gk|>2.

Remarque 1.5.17. De fagon intuitive, u est microlocalisé au point (x, k) signifie que toute
son énergie (ou sa norme) est contenue dans un voisinage du point (z, k).

Théoréme 1.5.18. “Emergence de la dynamique Hamziltonienne, évolution
d’un paquet d’onde”.

Soit ) = (x,—iV) un opérateur quelconque obtenu a partir d’un symbole Q) (z, k)
comme dans (1.5.5). Supposons que u(0) = @, est un paquet d’onde qui évolue

selon ’équation de Schrodinger R
z'('?tut = Q'U/t (159>

Alors pour tout t et A = 2% <L 0 K 1 assez petits, la solution v, est microlocalisée
sur la trajectoire classique z (t),k (t) solution des équations du mouvement
de Hamilton

O = O, <, j=1,2,3, (1.5.10)
8tkj — —8%.9,

La vitesse du paquet d’onde v = (8txj)j s’appelle aussi vitesse de groupe et |’équa-
tion Q (z, k) = w s’appelle aussi relation de dispersion.

Exemple 1.5.19. Voici deux exemples trés simple (& la base de la preuve du Théoréme
1.5.18).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Vitesse_d%27une_onde#Vitesse_de_groupe
https://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_de_dispersion

1.5. ANALYSE MICRO-LOCALE (SEMI-CLASSIQUE) DE L’EQUATION DES ONDES49
k,/

|(Fee) (K))]

|(Fbo) (K]

[0 ()] ()]

FIGURE 1.5.2 — Evolution d’un paquet d’onde

1. Sion considére z, k € R et le cas particulier €2 (z, k) = ak avec ¢ € R constante, alors

) = —ia0, et on vérifie que u; () = ug (x — at) vérifie I'équation de Schrodinger
100 = —iad,u = Qu. On observe que cette solution wu; (z) se déplace a la vitesse
«. Par ailleurs les équations de mouvement de Hamilton donnent 0,z = 0,2 = « et
Ok = —0,82 = 0, qui est aussi une translation en x a la vitesse a.

2. Si on considére z, k € R et le cas particulier €2 (z, k) = —fz avec 8 € R constante,
alors ) = —fx et on vérifie que u; () = /7y (z) vérifie équation de Schrédinger
idu = —Bru = Qu. On observe la transformée de Fourier en x de u; est (Fuy) (k) =
(Fuy) (k — PBt) et se déplace a la vitesse [ selon k. Par ailleurs les équations de
mouvement de Hamilton donnent d;x = 9,82 = 0 et 0,k = —0,) = 3, qui est aussi

une translation en k£ a la vitesse 5.

Démonstration. Prés d'un point (z, k) de l'espace des phases, on approxime €2 (z, k) par
son développement & l'ordre 1 en (z, k) :

Q(z, k) =Pz + ak

et pour ce modéle (voir détails de calcul ici p.17, ( )) on a d’une part Oz = 02 =
a, Ok = —0,02 = 8 donc un flot de translation a la vitesse («, ) dans I'espace des phases
(z, k). D’autre part on peut résoudre exactement I'équation de Schrodinger i0yu = Qu avec

) = —fz + a(—iV) montrant que u () se translate a la vitesse « et sa transformée de
Fourier (Fu) (k) se translate a la vitesse 8. Ainsi le Théoréme est exact dans ce cas. [

Remarque 1.5.20. Le principe d’incertitude est que la taille d’'un paquet d’onde vérifie
AxAk =1 est “incompressible” dans I’espace des phases. La conséquence est qu’un paquet
d’onde est supporté par plusieurs trajectoires classiques x (t),k (t) et si celles ci se dis-
persent alors I'onde 9, se disperse en x et k. Pour cette raison la fonction w (z, k) = Q (z, k)
est parfois appelée relation de dispersion.

1.5.4 Propriétés générales

On rappelle quelques propriétés générales des trajectoires classiques Hamiltoniennes.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/notes/notes_de_cours_chaos_quantique_X_2014.pdf
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— Conservation de la fréquence (ou énergie)

w=Q(x(t),k(t)) :constante (1.5.11)

Démonstration. Ow = 0 (Q(z(t),k (t))) = (0.8) (Owx)+(0k2) (0tk) = (0:2) (Ox2)+
<8k:Q) (_a:cQ) = 0. O

— Conservation du volume y = dzdk dans P’espace des phase (théoréme de
Liouville).

Démonstration. Le flot est généré par le champ de vecteur X = (0x,0ik) =
(OkQ2, —0,92). Sa divergence est divX = 9, X, + Xy = 02,Q — 0 ,Q = 0. O

1.5.5 Exemples

Commencons par I'exemple le plus connu, pourtant tardif dans I’histoire, qui est I’équa-
tion de Schrédinger.

Exemple 1.5.21. Pour I’équation de Schrédinger ihid,u = Hu, on a vu en (1.5.6) que

la Hamiltonien classique est
2

H(a,p) = 5—+U (),

avec le changement d’échelle p = hk et £ = hw qui fait que les équations de mouvement
(1.5.10) s’écrivent

de 09 _ 0 _ OH _ p
dt ~— 0k~ Ohk = Op = m
d dk 09 oH .
T =hg =% = -5 =—0,U=—gradU = F () :force
N P = m‘fl—f : impulsion=quantité de mouvement
m% =% = [ (z) :équation de Newton (1685)

Rappelons que historiquement Newton a ainsi expliqué pourquoi la lune subissant une force
dirigée vers la terre, tourne autour de la Terre.

Passons maintenant a I’équation des ondes qui concerne plus ce cours et qui historique-
ment a été étudiée de ce point de vue microlocal par Hamilton en 1834.

Exemple 1.5.22. Pour ’équation d’onde sonore avec ¢ constant, on a vu en (1.5.7)
que Q(z,k) = cl|k|, supposant ¢ constant. Alors d’aprés les équations de mouvement
(1.5.10) on a 9k = —0,Q = 0 donc k € R? est constant et

2 _ 2k Ky

= 0p,Q = cOp. (K} + K3+ k2 = = Cr—
Oy = Ok, ¢ k]( 1tk + 3) 62|k| C|/€|’
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FIGURE 1.5.3 — Newton (et Hooke , voir ( )) ont découvert que la lune subit
une force F' dirigée vers la Terre qui modifie infinitésimalement la vitesse de la lune d’aprés
I'équation mo; (Opx) = F. Par conséquent, la lune tourne autour de la Terre (et ne tombe
pas sur elle).

¢ k

qui est un vecteur colinéaire & k et de norme c. Autrement dit le paquet d’onde sonore
©a(r),k s déplace en ligne droite a la vitesse ¢ dans la direction de k qui est constant.

T2 7

ok

T

FIGURE 1.5.4 — Si ¢(x) = ¢ est constant, un paquet d’onde se déplace en (x1, z3) rectili-
gnement a vitesse constante c.

Exemple 1.5.23. Pour I’équation d’onde sonore avec ¢ (z) variable, on a vuen (1.5.7)
que 2 (z, k) = ¢ (x) |k|. Alors d’aprés les équations de mouvement (1.5.10) un paquet d’onde
évolue selon

Ok = —0,Q = — |k| grad (c)

qui n’est pas nul donc k (¢) peut varier dans la direction opposée grad (¢) qui agit comme
une “force”, et

k
= Q = C——
8ta: ak C|k‘|
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comme en (1.5.12) montrant que la vitesse est colinéaire a k (¢) et de norme
[0vz]| = ¢ ()

qui dépend du point. Ces équations du premier ordre en t déterminent la trajectoire. Voir
figure.

T2

g

FIGURE 1.5.5 — Si ¢(z) est variable, un paquet d’onde se déplace en (x1,z2) a vitesse
constante |0yx| = ¢ colinéaire a k mais subit une force F' = — |k| grad (c¢) dirigée vers les
plus faibles valeurs de c.

Exercice 1.5.24. Réfraction : Loi de Snell (1621)-Descartes (1637) (trouvée
avant par Ibn Sahl (983) & Bagdad). Supposons que dans l'espace © = (7, x2) € R?,
il y a une interface en x; = 0, de sorte que pour x; < 0 on a ¢(x) = c et pour z; > 0 on a
¢(x) = avec ¢ < c. Déduire de (1.5.7), de I’équation de mouvement de Hamilton (1.5.10)
et de la conservation de I’énergie (1.5.11) que : dans chaque domaine un rayon (lumineux
ou sonore) se déplace en ligne droite et a 'interface on a

1 1

Esinﬁ = gsinH' (1.5.13)

ou 0 (respect. ') est 'angle du rayon avec la normale de l'interface. Voir schéma.

9/&/ """

Cc C

FIGURE 1.5.6 — Si ¢(x) = ¢, prend deux valeurs différentes de part et d’autre d’une
interface alors la rayon est dévié d’apres la loi de Snell-Descartes (1.5.13).

Remarque 1.5.25. En optique, on définit 'indice du milieu par n (z) = Ccv(f)e Ol Cyige €5t la
vitesse de la lumiere dans le vide.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Ibn_Sahl
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Solution : L’énergie est Q) (z) = c¢(z1) |k| est indépendante de z5. L’équation de mou-
vement (1.5.10) donne 0;ky = —0,,Q2 = 0 donc k) = ko a linterface. La conservation de
I’énergie a l'interface donne

cllkll = [IK]
On a L y
sinf = —,  sin@ = —2.
[l Il
On déduit y " /
sinf = —2 2 _ Sgine

I [T

&

et donc (1.5.13).
Exemple 1.5.26. Pour I’équation des ondes lumineuses en milieu dispersif, on a
Q(a.k) = of (k)
avec la fonction f (k) non linéaire mais proche de |k|. Un développement limité donne
fk) =kl (1+BIkP+Clk*+...)

appelé loi de Cauchy en optique. Par exemple B = 4,5.1071%0m? dans le verre. La consé-
quence est que d’aprés les équations de mouvement de Hamilton (1.5.10), la trajectoire
dépend de |k| et donc de l'énergie E = cf (k) qui correspond a la fréquence w d’aprés
I'équation de Schrodinger (1.5.2). Cela implique que des rayons de fréquences w différentes
ont des trajectoires différentes, phénomeéne appelé dispersion, comme dans le phénoméne
d’arc en ciel, ou de la dispersion de la lumiére observée dans un prisme. Noter que la
présentation que nous donnons ici différe des présentations habituelle par le fait que nous
ne considérons pas des ondes planes monochromatique, mais seulement le phénomeéne de
dispersion comme une conséquence des équations de Hamilton. Cela nous semble plus na-
turel.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Cauchy_(optique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Dispersion_(m%C3%A9canique_ondulatoire)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc-en-ciel
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Exemple 1.5.27. “Mirage acoustique”
Référence : Pour la science n298 (2002) Courty-Kierlyk.

L’équation (?7) a montré que si la vitesse du son ¢ (x) dépend du point z alors le rayon
sonore subit une accélération normale selon la direction de —grad(c).

Cela se manifeste par les effets suivants :

— En été, le soir, lair est plus chaud au sol que en altitude et donc ¢ (x) décroit aussi
avec 'altitude (d’aprés (1.2.8), & pression fixée). Les trajectoires sont donc déviées
vers le haut. Il est possible d’observer des orages aux loin, mais de ne pas entendre
de tonnerre. On parle “d’éclairs de chaleur”.

air froid, ¢ petit
A
<~ tonnerre

... son
N >

silence . =

air chaud, c grand.”

— En hiver, parfois (situation d’inversion de température), I’air est plus froid au sol
que en altitude et donc ¢ (x) croit aussi avec l'altitude. Les trajectoires sont donc
déviées vers le bas. Il est possible d’entendre assez fortement une voiture qui passe
pourtant loin dans une campagne calme.

— De méme dans 'océan si la surface est plus chaude, les sons sous marins n’at-
teignent pas la surface. Cet effet a été observé sans étre compris en 1941, lorsque
les américains écoutaient les sous marins depuis la surface et que 'aprés midi
(lorsque la surface est plus chaude) le son des sous marins éloignés ne leur par-
venait plus. Ce fut appelé ‘Ieffet de 'aprés midi”, rapidement expliqué par des
physiciens.

— Si ¢(x) varie avec l'altitude mais est minimum dans une strate intermédiaire alors
cette strate va agir comme un canal conducteur ou “puits de potentiel”.

— L’histoire raconte que les coups de canons pour I'enterrement de la reine victoria
le 22/01,/1901 n’ont pas été entendus en Angleterre mais en écosse a 400km de
distance.

— Dans l'océan, vers une profondeur de 1000m, la valeur de ¢ (z) est minimale,


https://www.pourlascience.fr/sd/physique/mirages-acoustiques-4799.php
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ainsi les rayons sonores sont capturés dans ce canal appelé canal SOFAR et
découvert en 1943. Les baleines communiquent entre elles & longues distances
(1000 km) en se plagant & cette profondeur. De plus elle envoient des sons qui
font échos sur des montagnes sous-marines et leur permette de se localiser dans
I'océan. 11 semble en effet qu’elles mémorise les positions des ces montagnes dans
I'océan. Vidéo, chant des baleines a bosse.

/W‘W

1000m T grand, ¢ grand.

Baleines >«

p grand, ¢ grand.

Vidéos

— Cette vidéo est une simulation numérique d’un paquet d’onde dans le stade.

— Retournement temporel d’une onde de surface.

— Ondes (solutions numériques) et représentation dans 'espace des phases. Corres-
pondance classique-ondulatoire. Ondes quantique.

1.5.6 Formule de Weyl semi-classique

Considérons un domaine 2 C R? quelconque. On s’intéresse au spectre (w?) de l'opé-
rateur Laplacien A dans ce domaine ou tout autre opérateur différentiel. On a été capable
de calculer ce spectre dans des cas particuliers, par exemple en (1.3.10) ou (1.3.19), mais
dans un cas général cela est impossible (ou seulement numériquement avec une précision
donnée). Il y a cependant une formule approximative et trés simple qui peut étre trés utile,
appelée formule de Weyl ou formule du comptage d’états ondulatoires. Elle est associée au
spectre d'une famille opérateur (pseudo-)différentiel Q = Q (x, —iV) comme en (1.5.5).

Voici I’énoncé dans le cas général.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Canal_SOFAR
https://fr.wikipedia.org/wiki/Chant_des_baleines
https://youtu.be/gDAScMExvMM?t=57
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_1_sound/videos/waves_stadium_dhushara.avi
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_1_sound/videos/Nicolas_Perez_Retournement_Temporel_piscine.wmv
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/meca_q/animations/node10.html
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/meca_q/animations/node10.html
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/meca_q/animations/animations.html
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Théoréme 1.5.28. “Lot de Weyl”. Considérons le spectre w; < wo < wz... d'un
opérateur Q) = (x, —iV) auto-adjoint défini par un symbole Q) (z, k), avec z, k € R,
c’est a dire

Quy = Wyt
Pour un intervalle [a,b] C R, le nombre de valeurs propres dans cet intervalle est
dans la limite b — o0,

_ Vol (2! ([a, 1)

wy € la,b y
o€l =

ou Q7' ([a,0]) = {(z,k) t.q. Q(z,k) € [a,b]} est Uensemble des points de l’espace
des phases dont ’énergie est dans ['intervalle [a,b].

Remarque 1.5.29. L’interprétation de cette formule est que un “état ondulatoire” élémen-
taire (ou quanta) occupe un volume (27)* dans I'espace des phases (z, k). Cest directement
relié au principe d’incertitude (1.5.8).

Appliquons cette formule a des cas simples déja étudiés pour vérifier son efficacité.

Exemple 1.5.30. Pour I’équation d’onde dans un intervalle z € [0, L] en dimension d = 1,
on a Q(z, k) = c|k|, donc

Vol (Q7H[0,w])) L (2kmax)

n (CU) = ﬁ{wn € [va]} o 2

avec kpaxC = w donc

n = 4 {w, € [0,w]} ~ [C’—;"

Inversement pour n — oo,
cT
Wy ~ —"N

L

Etonnamment, on retrouve la formule exacte du spectre de (1.3.10).

Exemple 1.5.31. Pour ’équation d’onde dans un rectangle x € [0, L1] x [0, L] en dimen-
sion d = 2, on a Q(z,k) = c|k|, donc Q(z,k) € [0,w] & k| < ¥

e Vel@ () bk (7))
(w) = #{wn € [0,w]} o _ T

- L1L2w2
 Ane?

et on retrouve la formule (1.3.20).
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1.6 Micros, enregistrements et haut parleurs

Dans cette section on décrit la transformation entre une onde sonore et un signal élec-
trique. Le micro-phone crée un signal électrique & partir d’une onde sonore et inversement,
le haut-parleur crée une onde sonore a partir d’un signal électrique.

Pour décrire le fonctionnement d’un microphone ou haut parleur il faut décrire le cou-
plage mécanique entre les ondes sonores et les matériaux du microphone ou du haut parleur.

Microphones Voir microphones sur wikipedia.
Un microphone transforme le signal p (t) = p (x,t) € R des fluctuations de pression de
l'air en un point donné, en un signal électrique s (t) € R.

— Le microphone dynamique ne nécessite par d’alimentation. C’est une membrane
attachée & un bobinage placé dans un champ magnétique statique (créé par un
aimant). Sous 'effet des fluctuations de pression p (t) de l'air, la membrane et donc
le bobinage bougent, et par effet d’induction cela crée un courant induit s (t).

— Le microphone a condensateur (ou électrostatique) est décrit plus bas. Il nécessite
une alimentation, i.e. une source d’énergie.

1.6.1 Schéma de fonctionnement du microphone & condensateur

Inventé par Wente en 1917.
Références : ( , chap24), ( , chap3,p23).
Voici un modéle simplifié de microphone a condensateur.

Uout (t) ,”‘
R !’ ‘l D
| =

U | Az

(|

I | —

L
plaque membrane

— Une membrane en forme de disque de diamétre D ~ 12mm, recouverte d’une
mince couche de métal (ex : or), est tendue. Sous 'effet de fluctuations de pression
p(t), son amplitude d’oscillation z (¢) est donnée par le modéle

motr = —Kx — o + p (t)

ot md?x est le terme d’inertie de la membrane, —Kx la force de rappel lice a la
tension, —y0,x la force d’amortissement et p (¢) la force de pression imposée par I'air.
Si p (t) = ppe™! est monochromatique, la solution stationnaire de cette équation est


https://fr.wikipedia.org/wiki/Microphone
https://fr.wikipedia.org/wiki/Microphone#Microphone_dynamique_%C3%A0_bobine_mobile
https://fr.wikipedia.org/wiki/Microphone#Microphone_%C3%A9lectrostatique
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x (t) = woe™! avec une amplitude donnée par (C.7.2) :

|po|
((K — mw2)2 + 72w2)1/2

|70 (W) =

avec une fréquence de résonance de 'ordre de wy ~ \/% ~ 10kHz. Pour des ampli-

tudes de pression |pg| ~ 1Pa (soit 94dB), on a des amplitudes de déplacement de la
membrane |xo| ~ 1072 um.

La membrane est posée a une distance h ~ 20um d’une plaque et ’ensemble forme
un condensateur électrique de surface S = ”TDQ épaisseur h. Pour amortir les vibra-
tions mécaniques de la membrane (i.e. augmenter ), il y a des cavités d’air dans la
plaque. Noter que h > |zy|. La capacité au repos est

Cy = e% =5.1071F

avec € = 8.81072£. Sj la membrane bouge, h () = h + x (t) et la capacité C (t) =
e% varie.

Ce condensateur est relié en série a une source de tension U = 60V, une résistance
R = 10°Q. L’équation de ce circuit de ce circuit est

Q) _ 1 Q1)
dt —E(U—c—@))

ou @ (t) est la charge au borne du condensateur. Au final la tension au borne de la
résistance est
C ()

Uout (t) - U CO

Le systeme total est entouré d’une grille formant une cage de faraday.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Condensateur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cage_de_Faraday

Chapitre 2

Analyse des signaux sonores

Références :

— Sur analyse des signaux : cours de base : 4 livres de J.O.Smith, livre plus avancé :
livre de S. Mallat,

Applications Android gratuites conseillées pour ce cours :

— sonomeétre : mesure 'intensité d'un son en décibels.

— Lexis Audio Editor : permet de visualiser le signal d’un son enregistré.

— Spectroid : permet de faire une transformée temps-fréquence d’un signal sonore en
temps réel.

2.1 Définitions d’un signal et échantillonnage

Video de cette section

2.1.1 Signal sonore

s )

Définition 2.1.1. Un signal sonore est une fonction
u:teR—wu(t) eR

ou t est la date et w(t) correspond par exemple & la fluctuation de pression
u(t) = p(x,t) au point d’entrée x fixé d’une oreille ou d’un microphone.

39


https://ccrma.stanford.edu/~jos/
http://libgen.rs/book/index.php?md5=8FC317B26DF3C5B38246384202CC6B90
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.gamebasic.decibel&hl=fr&gl=US
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.pamsys.lexisaudioeditor&hl=fr&gl=US
https://play.google.com/store/apps/details?id=org.intoorbit.spectrum&hl=fr&gl=US
https://youtu.be/GaGMklkLfpI
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2.1.2 Echantillonnage d’un signal

Eventuellement, lire avant la section B.4 sur le codage des nombres en binaire.

En pratique, le signal sonore est échantillonné par une carte son (qui permet la
conversion analogique /numérique des signaux).

Notation 2.1.2. La notation [a, b]] signifie I’ensemble des entiers n dans I'intervalle a < n <
b. Par exemple [0, 3] = {0,1,2,3}.

Définition 2.1.3. Un signal échantillonné est :
— un nombre fini N de valeurs du signal,

u = (ug, U1, Us, ... UN_1), u; € [[—23_1,2]3_1 — 1]] , jeo,N—-1],

— ot chaque valeur est codée avec un nombre B de bits. B = 8,16, 24, 32,64 de
sorte qu'une valeur u; est un entier dans l'intervalle [[—23_1, 2B-1 1]]. Ce
codage appelé Complément a deux.

— a des d’instants t; espacés d’'une durée 6 > 0 appelé période d’échan-
tillonnage, par exemple § = Fh)oS, (ainsi la fréquence d’échantillonnage
fe = % = 44100Hz est supérieure a 20000Hz qui est la limite supérieure des
fréquences humainement audibles). Ainsi

tj:jé, jE[[O,N—l]],

u; ~ u(t;)



https://fr.wikipedia.org/wiki/Carte_son
https://fr.wikipedia.org/wiki/Compl%C3%A9ment_%C3%A0_deux
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t
Exemple 2.1.4. N = 10° valeurs, période d’échantillonnage § = ms. donnera une durée
totale D = N§ = % = 2.26s. La valeur B = 4 donne 2% = 8. B = 8 donne 27 = 128,

14100
B = 32 donne 23! ~ 10°.

Exercice 2.1.5. Combien y a t-il d’échantillons N dans un signal de durée D = 10mn qui

est échantillonné avec un pas de temps § = —

L 7
14100°"

Solution 2.1.6.

D 10
N === =22 210 x 60 x 44100 = 26.46 10°
0 amo®

Remarque 2.1.7. Pour les représentations du signal, il peut étre utile d’effectuer un change-
ment d’échelle pour avoir des valeurs dans l'intervalle fixe [—1, 1]. Par exemple avec B = 8
bits, on a des échantillons u; € [—128,+127] & valeur entiére et si on divise chaque valeur
par Pamplitude maximale qui est 128 = 27, on obtient un signal

e [-1,1],

’Uj = ?u]

qui varie avec des pas de valeur 2% ~ 0.01. Dans les exemples ci-dessous, avec les logiciels
audacity et python on utilisera ces valeurs v; redimensionnées.

Exercice 2.1.8. Pour un signal codé avec B = 16 bits, quelles sont les valeurs entiéres
possibles d'un échantillon u; ? Un signal enregistré sur ordinateur, avec N = 2510° échan-
tillons, codé en 16 bits occupe combien d’octets en mémoire ? (1 octet = 8 bits)

Solution 2.1.9.
uj € [-2'71, 42197 — 1] = [—32768, +32767]

16bits= 2 x 8bits= 2octets. Donc le signal occupe N x 2 = 5010° octets= 50 Mo en
mémoire.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Octet
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2.1.2.1 (*) Remarques avancées
Remarque 2.1.10. On peut penser a un signal échantillonné de différentes facons :

1. un vecteur & N composantes réelles u = (ug, uy, ... uy_1).

2. une combinaison linéaire de distributions de Dirac' , aux point t; = 54 :

i

u = Uj5j5

<.
Il
o

appelé parfois peigne de Dirac. (Probléme de notations : attention a la confusion
possible entre le pas de temps 4 et la distribution de Dirac 0)

Remarque 2.1.11. En informatique, les signaux audio échantillonnés (mono ou stéréo) sont
stockés en mémoire selon différentes conventions. La plus courante est appelée le format
WAV, c’est un format ot les données (ug, u1, .. .) sont écrites a la suite sous formes d’octets
. Le format mp3 est aussi un format trés utilisé, mais les données sont écrites aprés un
algorithme de compression.

2.1.3 Mesure de 'intensité en décibels

Pour mesurer 'amplitude d’un signal, on utilise parfois une échelle logarithmique qui
est plus proche de la perception humaine que 1’échelle linéaire. Voici une définition treés
utilisée appelée les décibels. Il s’agit d’'une mesure relative d’intensité. En section 1.3.6 on
a déja présenté cette définition dans un cadre physique, ol 'on a considéré I'intensité par
rapport a une intensité de référence qui était l'intensité minimale perceptible. Ici, comme
on considére un signal numérique ¢t — u (t) la valeur de référence sera (arbitrairement) la
valeur u () = 1.

La Section B.2 rappelle la notion de exposants et logarithmes.

1. Par définition, la distribution de Dirac ¢ ou dp appliquée a une fonction v donne sa valeur u (0)
en z = 0. On écrit dp (u) = u(0). Plus généralement la distribution de Dirac ¢, en x est définie par
0z (u) = u (x). Attention, §, n’est pas une fonction, mais abusivement on écrit

u(x) = (6,|u) = / 5, (4) u (y) dy (2.1.1)

ouu(z) = [6(y—x)u(y)dy. La distribution de Dirac d, est aussi appelée impulsion en théorie du
signal.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Peigne_de_Dirac
https://fr.wikipedia.org/wiki/Waveform_Audio_File_Format
https://fr.wikipedia.org/wiki/Waveform_Audio_File_Format
https://fr.wikipedia.org/wiki/MP3
https://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme
https://fr.wikipedia.org/wiki/Distribution_de_Dirac
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Définition 2.1.12. Siu:t € R — u(t) € R est un signal, on définit 'intensité en
décibels (dB) a 'instant ¢ par

ou l'intensité ou I’énergie d’un signal est donnée par I’amplitude au carré :

L(t) = (u(t))” = |u(t)] x Ju(t)

Remarque 2.1.13. On peut écrire dB (/) directement en fonction de 'amplitude |u (¢)] :

dB (I) = 10 Log,, (1)
= 10 Log;, (]u (t)‘2) = 20 Logq (Ju (1)])

Le choix du coefficient 10 vient du fait qu'une variation de 1 dB correspond & la
variation la plus petite décelable par la perception humaine. Par ailleurs Al = 120dB
est a peu prés l'intervalle total entre un signal trop faible (non décelable) et trop fort
(destructeur de notre appareil auditif).

Exercice 2.1.14. Si on multiplie par 2 le signal c’est a dire «’ (t) = 2u (), que devient
I'intensité I (t) et que devient la mesure en décibels dB (I (t))?

Solution 2.1.15. On a I’ = (u/)* = (2u)* = 4u® = 4I. Donc

dB' = 10Log,, (I') = 10 Logy, (41) = 10 Log;, (I) + 10 Log;, (4)
— dB +10Log,y (4) ~ dB + 10 x 0.6 ~ dB + 6

Retenir de cet exercice que un facteur 2 sur amplitude est équivalent & une aug-
mentation de 6 dB sur l’intensité en dB et inversement. Or un facteur 2 correspond a
décaler d’un bit ’écriture de ’amplitude en base 2.

Exercice 2.1.16. Si un signal numérique est codé sur B = 16 bits, quelle variation en
dB (décibels) cela permet t-il entre 'amplitude la plus faible et la plus forte (on parle du
rapport signal /bruit) ? et pour un signal codé sur B = 32 bits 7 Comparer aux variations
de notre perception (120dB).

Solution 2.1.17.
— Si on a un signal codé sur 16bits, le rapport entre 'amplitude minimale 1 et
maximale 216-1 = 215 est de 2'° ce qui correspond & une amplitude en intensité
15 x 6 = 90dB (c’est le rapport signal sur bruit du codage). Conséquence pratique :
dans ce cas, il est inutile d’utiliser des filtres qui filtrent plus que 90dB.
— Pour 32 bits, cela donne une amplitude (32 —1)6 = 186 dB largement supérieure
aux variations de notre perception (120dB).
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Video des exemples suivants

Exercice 2.1.18. (TP) “Premiére utilisation de Audacity”. Avec le logiciel audacity,

A2,

1.

Créer un signal échantillonné de forme sinusoidale en faisant :

— En bas a gauche, choisir “Taux du projet” : 44100Hz.

— Menu :Générer/Tonalité /Sinusoide, fréquence 2205Hz, amplitude 0.8, durée 0.5
sec.

— Observer le signal (zoomer avec la souris). Voir figure ci-dessous.

— Ecouter.

— Calculer le nombre d’échantillons par période et vérifier.

W 180 0,17490 0,17500 0,17510 0,17520 0,17530 0,17540 0,17550
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n
X

Piste audio w| 1,0

Efméhz o | al [{ ’[ iR 1 1 |
st [os] | | | | T

A Sélection -1,0

Créer un signal ot chaque valeur u; € [—1, 1] est choisi au hasard indépendamment
des autres. Ce signal est appelé “bruit blanc”. Pour cela Menu :Générer/Tonali-
té/Bruit/Blanc. écouter.

v o, 0,0005 0,0010 0,0015
1 1 1 n n n n I I I n n I n n n n I n
X | Piste audio w| 1,0

Silencer Solo

P z:r[ ,[ I[IL M[MHHH[LJ[I_ Hh‘r :
e e }lHllmllqll l BRI

32 bits flottant 0,57

& | Selection -1,0

2.1.4 DBattements
Exercice 2.1.19. (TP) “Battements avec Audacity”.

1.

Avec le logiciel audacity, avec la commande “Pistes/Ajouter nouvelle piste mono” et
“Générer /tonalité”, créer sur deux pistes différentes un signal de fréquence f = 440
Hz et fy = 444 Hz. Et faire la somme sur une nouvelle piste a ’aide de la commande
“Pistes/Mix/rendu vers nouvelle piste”. On obtient la superposition de deux signaux
sinusoidaux de fréquence f = 440 Hz et fo = 444 Hz (on verra que c’est une
différence de 1/6 de demi-ton, a la limite du perceptible.

s <


https://youtu.be/8RoF6Bvt3ug
https://audacity.fr/
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2. Vérifier que que 'on entend des battements dont la fréquence est

Joatt = |f2 — fi| = 4Hz (2.1.2)

(i.e. on entends 4 battements par seconde).

3. Donner une explication simple de cette formule ?

Solution 2.1.20.
1.
2. Fichiers battement.wav ou sur canaux séparés : battement stereo.wav.

3. Explication simple de la formule de battements (2.1.2) (explication plus formelle
ci-dessous) : Si & la date t = 0 les deux signaux “sont en phase” c’est a dire que
les maxima coincident alors ensuite ils vont se décaler puis & nouveau se retrouver
en phase a la date t lorsque le signal de plus haute fréquence f, = T% aura pris
une avance d’une période, c’est a dire faisant N + 1 oscillations, lorsque le signal

de fréquence f; = T% fait IV oscillations. Cela donne T, = (N +1)T, = NTi,

_ _T
donnant N = T €t

1 1 1

fbat:E:i_ﬁ:fb_fl-

Exercice 2.1.21. (TP) “Battements avec Python”.

1. Le programme python suivant, sinus wav _file.py, qui génére un signal sinusoidal
de fréquence f = 440Hz et durée D = 2sec., défini par :

uj = 0.2 cos (27 ft;)

avec des instants t; = jo, j =0 = N —1, avec N = [%] données et le pas de temps
d = 1/44100Hz. Ensuite le programme écrit ce signal dans un fichier sinus.wav au
format wav. Executer le programme. Ouvrir le fichier sinus.wav avec audacity et
¢couter.

2. Modifier le programme pour générer le signal suivant
u(t) =0.2cos ((2m) 3ft) + 0.1 cos ((27) 4ft)

et I'écouter et visualiser avec audacity. Qu’entendez vous? le signal est-il pério-
dique ?

3. Modifier le programme pour générer le signal suivant
uy (t) = 0.2cos (2w ft) + 0.2 cos ((27) (f +€) t) (2.1.3)

avec € = 4Hz. Expliquer ces phénomeénes appelés « battements » et calculer leur
période, en utilisant une formule de trigonométrie que I'on démontrera au préalable
a partir de la définition e = cos@ + isin 6.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/battement.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/battement_stereo.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_wav_file.py
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonom%C3%A9trie
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4. Essayer en stéréo : générer les signaux uy (t) = 0.2 cos (27 ft) et ug (t) = 0.2 cos ((27) (f +€)t)
sur deux canaux différents. Entendez vous des battements ?

Solution 2.1.22. Programme battements.py. Fichiers battement.wav et battement stereo.wav.

Explication de la formule de battements (2.1.2) : On a besoin de la formule de

trigonométrie
a+b a—2>b
cosa + cosb = 2 cos 5 Ccos 5

qui se démontre & partir de la formule de Euler ¢ = cos # + isin . On Papplique & (2.1.3)
avec a = 2w ft et b= (2m) (f + €)t, avec € = 0.01, donnant %2 =27 (f + £) ¢, 152 = 27 <,

uy (t) = 0.4503 (27r (f + g) t)i:os <27T (%) t)J

vV vV
signal enveloppe

£
2

La fréquence du signal est donc ( f+ %) = 442H 2 ~ f = 440Hz et la fréquence de I'enve-
loppe est § ~ 2.2Hz. La fréquence des battements (qui correspondent aux maxima d’ampli-
tudes) est le double, soit fp. = € = 1072440 = 4.40Hz. On entends en effet 4.4 battements
par seconde.

2.2 Sonogramme, transformée par ondelette, transfor-
mée de Fourier

2.2.1 Signaux élémentaires : notes de musique, paquets d’ondes
Gaussiens (ou ondelettes)

Une fonction parfaitement périodique comme ¢ — cos (27 ft) n’est pas réaliste et pas
pratique non plus. Nous allons voir qu’il est beaucoup plus intéressant de considérer des
fonctions appelées paquet d’ondes Gaussien (ou ondelette en théorie du signal) et que
I’on appelle note de musique d’un point de vue musical, définie ainsi.

Définition 2.2.1. Un paquet d’onde Gaussien a l'instant ¢y € R et de fréquence
fo € R de durée o > 0 est

. — 2
Pto,fo.0 (t) = el%f()tei%(t ”to) . (2.2.1)



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/battements.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/battement.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/battement_stereo.wav
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Remarque 2.2.2. Se rappeler que Re (ew) = cosf et Im (ew) = sin 6 donc la partie réelle
du signal (2.2.1) est

Re (10,10 (t)) = cos (2 fot) e*%(%)z

représenté ci-dessous dans le cas ty = 0.6, fy = 260 et 0 = 0.01. La partie imaginaire est
semblable.

Signal u

0.56 0.58 0.60 0.62 0.64 0.66
t{s):temps

Le premier facteur e?™/o! de (2.2.1) s’appelle la partie oscillante et le deuxiéme fac-

t—tg \2
teur e 2(=*) I’enveloppe ou la fenétre Gaussienne. Il peut y avoir d’autres choix
intéressants de fenétres ou window en mathématique et théorie du signal. Lire la remarque
C.4.1 concernant l'intérét d’utiliser les modes de Fourier ou ondes planes.

Exercice 2.2.3. (TP) “Une mélodie”. A partir de ce programme python wave packet.py,
créer un signal formé de la superposition de paquets d’ondes Gaussiens (ou notes de mu-
sique) de durée o = 0.02s reproduisant la mélodie suivante. Visualiser le signal et écouter.

J=120
0 \ |

G ESS= S

‘_o

~

Solution 2.2.4. d’aprés le tempo, la durée de la noire est d = % = 0.5s. Donc si la date
de départ est ty > 0, les dates successives et pitch sont :
Dates aprés to | 0 [ 3d [3d | d [d+2d[2d[2d+3d|2d+ 1d [ 3d | 3d
note Cs | Bs | Gs | Fs Es Cs F; Bs Cs | E5
Pitch z 72 1 71| 67 | 65 64 60 65 71 72 | 64
Voici le programme wave packet melodie.py, fichier wave packet melody.wav.

2.2.1.1 Produit scalaire entre deux paquets d’ondes, principe d’incertitude

Remarque 2.2.5. Avant de lire la suite, vérifier que vous connaissez les bases d’algébre
linéaire nécessaires, de la section C.2.


https://en.wikipedia.org/wiki/Window_function
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_packet.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_packet_melodie.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/wave_packet_melody.wav
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Proposition 2.2.6. L’angle o entre deur paquets d’ondes Gaussiens ¢ f o €t
Oy foo » Aéfinis en (2.2.1), et de méme durée o > 0 est donné par

o o 1
COS (v — |<90t1,f1, |90t2,f2, >| = exp (__d2) (2'2‘2>
ngtl,fl,C"H ||(:0t2,f2,0|| 2

avec la distance effective d entre les points (tq, f1) et (to, f2) dans le plan temps-

fréquence donnée par
&P = ty — 11 2+ fo—fi ?
At Af

avec At = o appelé incertitude en temps et Af = % appelé incertitude en

fréquence. Remarquer que d est une distance Fuclidienne dans le systéme d’unité

At Af.

Démonstration. Voir Proposition C.6.2 ou Faure (2010). O

Principe d’incertitude : (2.2.2) signifie d’aprés (C.2.2) que I'angle « entre les paquets

s

d’ondes ¢y, 1, et @4, 5, est a & 7, ie. les signaux ¢y, 5 et ¢y, 5, sont tres différents, si et
seulement si d > 1 i.e. si et seulement si

‘tQ —t1’ > At ou |f2 - f1’ > Af

Remarquer que

Proposition 2.2.7. La précision temporelle At et précision fréquentielle Af d’un
paquet d’onde sont est reliées par

AtAf =1 (2.2.3)

appelé principe d’incertitude.

Comme AtAf est une surface dans le plan temps-fréquence, le principe d’incertitude
montre qu’il n’y a pas d’information & une échelle plus fine que la surface 1 (si on diminue
o= At alors Af = % augmente et inversement).

Par exemple, dans le schéma suivant, les signaux ¢y, ¢, ¢+,.f, sont proches car les points

(t1, f1) et (ta, f2) sont & une distance inférieure a 1, alors que ¢y, s, est différent (orthogonal)
aux autres (distance supérieure a 1).
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Remarque 2.2.8. En utilisant une transformée d’un signal en sonogramme et en ne mémo-
risant que les zones ot le signal est suffisamment intense, et a raison d’un échantillon par
unité de surface AtAf =1 on peut ainsi considérablement réduire la quantité d’informa-
tion a retenir pour mémoriser un signal. C’est ainsi que fonctionne certains codage audio
(et vidéo). Au retour, on reconstruit le signal en superposant de fagon adéquate les paquets
d’ondes.

Exemple 2.2.9. Application musicale : supposons une contrebasse qui joue des notes
pizzicato autour de la note Cs dont la fréquence est fo, = 65Hz et la suivante foy, =
65 x 1.06 = 69Hz (voir plus loin). A quel tempo les notes deviennent indiscernables a
cause du principe d’incertitude? (On ignore les harmoniques et considére seulement la
composante fondamentale)

Solution 2.2.10. L’écart de fréquence entre ces deux notes voisines est Af = 69 — 65 =
4Hz. Pour avoir cette précision, d’aprés le principe d’incertitude la durée minimale d’une

note At vérifie A fAt = 1. Donc
1 1
At = — = —s.
Af 4°
C’est un débit de 4 notes par seconde. A un tempo plus rapide, on ne peut distinguer la
fréquence de la note.

2.2.2 Sonogramme, transformée de Fourier fenétrée ou transfor-
mée par ondelette
Remarque 2.2.11. Avant de lire la suite, vérifier que vous connaissez les bases d’algébre

linéaire nécessaires, de la section C.2.

On utilise les paquets d’ondes (ou notes musicales élémentaires) (2.2.1) et le produit
scalaire pour détecter la présence de chaque note ¢; y dans un signal u donné.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Compression_par_ondelettes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Compression_par_ondelettes
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Définition 2.2.12. Si u : t — wu (t) est un signal, sa transformée par paquets
d’ondes (ou sonogramme) est la fonction complexe (T'u) (¢, f) sur le plan temps-

fréquence suivante
1
(Tu) (¢, f) = 7—{prslu) € C (2.2.4)
el

ou

{r,lu) = / oo () (1) dt'.

Ainsi 'amplitude |(T'u) (¢, )" mesure la présence” du paquet d’onde élémentaire (ou
note) ¢y 5 dans le signal wu.

Remarque 2.2.13. T est un opérateur linéaire qui transforme la fonction « (¢) & une variable
en la fonction (T'u) (t, f) a deux variables. D’apres (C.2.5), (T'u) (¢, f) s’interpréte comme
la composante de u sur I'axe du vecteur ¢y ¢.

Remarque 2.2.14. Derriére la transformée par paquets d’ondes il y a la transformée de Fou-
rier que I'on détaillera apres. La transformée par paquet d’onde est utilisée dans beaucoup
de domaines scientifiques sous différents noms : depuis les ondes quantiques, sous le nom de
transformée de Bargmann Berezin (1950), la géométrie algébrique en mathématiques
sous le nom de plongement de Kodaira, et plus récemment en théorie du signal avec
la transformée par ondelettes. Pour améliorer ’analyse, on peut faire varier le paramétres
o (t, f) avec le point (¢, f).

Dans la plupart des logiciels qui proposent une transformée de Fourier, il s’agit en fait
d’une transformée par paquet d’onde comme définie en (2.2.4) avec un choix de “fonction
fenétre”, window, a préciser.

Ezercice 2.2.15. (TP) “Sonograme d’un signal”.

1. Ecouter ce signal sonore flute.wav. Utiliser ce programme python sonogram.py pour
effectuer la transformée par paquets d’ondes (ou sonogramme) de ce signal. Choisir
une durée o = 0.04sec. Comparer au résultat de ’exercice 2.6.4.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Sonagramme
https://en.wikipedia.org/wiki/Kodaira_embedding_theorem
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ondelette
https://en.wikipedia.org/wiki/Window_function
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/flute.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sonogram.py
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D —
r 0.07953
C#
r 0.07069
— 0.06185
—+ 0.05302
N — 0.04418
=
t ]
— 0.03534
T 0.02651
F A T 0.01767
E- ]
D# T 0.00884
D ]
T T T T T T —- 0.00000

T
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
t(sec.)

2. Sachant que d’aprés la proposition 2.2.6, At = o est 'incertitude en temps et
Af = % I'incertitude en fréquence du paquet d’onde, quel intervalle acceptable a t-
on pour ¢ pour bien distinguer les notes 7 Changer le parameétre o dans le programme
et observer les résultats si o est trop grand ou trop petit ?

3. Méme exercice avec un fichier de votre création (enregistrement) ou ce fichier trum-
pet.wav.

4. Méme exercice avec la fonction (2.3.3) périodique qui contient 20 harmoniques.

Solution 2.2.16. La durée entre deux notes est ici At ~ 0.2s, il faut donc prendre o <
0.2s. Par ailleurs on souhaite aussi une précision inférieure a 1/4 ton sur la résolution des
fréquence autour de f = 440Hz, soit dx < 0.5 donc comme

12df 1 In2
f@—:df:%fdxzo.%fdx

“w=12Tr

1 2

0.06 fdz ~ 0.06440

i=0}

, soit ¢ > 0.08s. L’intervalle suggéré est donc faible. Par exemple, avec ¢ = 0.5 on ne
distingue plus la résolution temporelle des notes :


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/trumpet.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/trumpet.wav
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D A - 0.06380
c# - 0.05671

-t 0.04962

—r 0.04253

—r 0.03545

f{Hz)

——r 0.02836

—r 0.02127

— 0.01418

F — 0.00709

T T T T T T T —- 0.00000
0.25 050 075 100 125 150 175 2.00

t(sec.)

Par exemple, avec 0 = 0.003 on ne distingue plus la résolution fréquentielle des notes :

- 0.02597

- 0.02308

—t 0.02020

=t 0.01731

—r 0.01443

f({Hz)

—r 0.01154

—r 0.00866

— 0.00577

— 0.00289

T T T T T T T —- 0.00000
0.25 050 075 1100 125 150 175 2.00

t(sec.)

Liens externes :
— Voir de nombreux exemples de sonogrammes dans le livre Castellengo (2015).
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— spectrogramme en JS
— Video vulgarisée sur le sonagramme

2.2.3 Transformée de Fourier d’un signal

Dans la limite de durée ¢ — oo, le paquet d’onde ¢, s en (2.2.1) devient tout simplement
la fonction suivante appelée mode de Fourier ou onde plane et ne dépend plus des
parameétres to, o mais que de la fréquence f :

o (t) = eIt (2.2.5)

Remarque 2.2.17. La propriété remarquable de cette fonction (en fait la propriété ou défi-
nition de la fonction exponentielle elle méme) est quelle est vecteur propre de l'opérateur
dérivée p

—pr = (127

s =2 f) ey

Pour cette raison il est souhaitable de décomposer un signal ou une fonction dans la base
des modes de Fourier. Mais on perd l'avantage de la localisation temporelle du paquet
d’onde (2.2.1). Lire aussi la remarque C.4.1 concernant 'intérét d’utiliser les modes de
Fourier ou ondes planes.

Définition 2.2.18. (Joseph Fourier 1822 a Grenoble) La transformée de Fourier
d’un signal u : t — u () est la fonction

feR = (Fu)(f) = (pslu) = / eIty (1) dt (2.2.6)

R

J

Remarque 2.2.19. (Fu) (f) = (¢r|u), ce produit scalaire mesure la présence du mode de
Fourier ¢ dans le signal u.

Lire les sections

— Section C.4.1 qui concerne le transformée de Fourier d’une fonction et la trans-
formée de Fourier inverse. Les section suivantes sont des cas particuliers utiles.

— Section C.4.2 concerne la transformée de Fourier d’un signal échantillonné,

— Section C.4.3 concerne la série de Fourier d’un signal périodique. On a déja
vu en (2.3.1) la décomposition de Fourier d’un signal périodique réel.

— la section C.4.4 concerne la transformée de Fourier discréte.

Exercice 2.2.20. (TP) “Transformée de Fourier discréte d’un signal”. Voici un
programme en python DFT of wavefile.py qui effectue la transformée de Fourier discréte
du signal sonore flute.wav en appliquant directement la formule (C.4.9). On donne aussi le
code qui utilise 'algorithme de la transformée de Fourier rapide (le résultat est le méme,
mais le calcul est plus rapide).


https://auditoryneuroscience.com/acoustics/spectrogram
https://youtu.be/bOZ-FzwV9qQ
https://www.academie-sciences.fr/archivage_site/activite/archive/dossiers/Fourier/Fourier_pdf/Mem1828_p581_622.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/DFT_of_wavefile.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/flute.wav
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Fourier transform of u

800000

600000 +

[Futt)|

400000 -

200000

T T T T T T T
300 350 400 450 500 550 600
fi Hz

1. Executer ce programme et comparer le résultat avec le sonogramme de 1’exercice
2.2.15. Commentez 'intérét du sonogramme ?

Solution 2.2.21. Dans cette figure on distingue trois pic de fréquences, corres-
pondant aux notes G,A,B jouées, mais on ne lit pas par exemple que G a été joué
quatre fois, ni dans quel ordre. Avec le sonogramme on lit I'information temporelle
et I'information fréquentielle simultanément. Avec la transformée de Fourier on ne
distingue pas l'information temporelle.

2. Enregistrer sa voix prononcant la voyelle “A” ou un instrument jouant une note
tenue et observer la transformée de Fourier (discréte). Observer les harmoniques et
les enveloppes du timbre, appelé formants.

2.3 Signaux périodiques, fréquences, notes musicales et
pitch

2.3.1 Signaux périodiques, séries de Fourier

video de cette section

Lecture préalable : On conseille de lire au préalable la section B.3, afin de bien
comprendre :
— Le mouvement circulaire et la fonction sinus
— La décomposition de Fourier d’'un mouvement quelconque en mouvement circulaires
(ou en sinus)
— Pour un signal (ou mouvement) périodique de fréquence f = %, ses fréquences
harmoniques f,2f,3f, etc


https://youtu.be/mvLHjenbetM
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Les fonctions périodiques sont trés particuliéres d’un point de vue mathématique ou phy-
sique. Les signaux périodiques (ou approximativement périodique) sont en effet trés rare
dans la nature, sauf parmi les animaux, car ils servent a la communication et sont générés
par la vibration de “cordes vocales”. Ils ont ainsi une grande importance en musique et on
les appellera notes musicales (bien qu'une “jolie note” ne soit pas un signal parfaitement
périodique).

Définition 2.3.1. Un signal périodique de période 7" > 0 est une fonction ¢ €
R — u(t) € R qui vérifie
u(t+T)=u(t),VteR.

T est la période fondamentale, si c’est la valeur minimale vérifiant cela. On appelle
f = 1/T la fréquence fondamentale du signal périodique. Une note musicale
est un signal périodique (ou presque en pratique).

Remarque 2.3.2. SiT est la période fondamentale alors T', 2T, 3T, . . . sont aussi des périodes
car si le signal se répéte une fois, alors forcément il se répéte ensuite.

Exemple 2.3.3. Avec Audacity, voici le signal d’une note de fliite de période approximative
T = 0.302 — 0.300 = 0.002sec. donc de fréquence f = 1/0.002 = 500Hz :

V}so o, 2970 0, 29&0 0, 2990 0, 3010 0, 3020 0, 3030

x| flute v 1,0

Silencer|_Solo

- ] 0.5

G o | 0,0

Mono, 44100Hz | _

32 hits Aottant 0.5 \/ v \/

/| Sélection | |-1,0

o O

Remarque 2.3.4. On appelle “wave-form” ou “forme d’onde” le signal périodique dans l'in-
tervalle d'une période fondamentale : t € [0,7] — u (). Cette forme peut étre quelconque
et détermine le signal périodique. La fonction sinus est un exemple particulier de fonction
périodique.

Exercice 2.3.5. “Rappels sur la fonction sinus”. Tracer I’allure de la fonction suivante

u(t) = Acos 2mft + )

en montrant le role des parameétres amplitude A, fréquence f et phase ¢. Inversement
donner la formule u (t) pour le graphe suivant.
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Signal u

—0.75 4

-1.00 T T T T T T T
0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125 0.0150 0.0175 0.0200
t{s):temps

Solution 2.3.6.

C)/og27r>T Sighal u
? A I'= 1/f

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 4

—1.00
0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125 0.0150 0.0175 0.0200
t(s)itemps

u(t) = Acos (27 ft + )
A=05f=100, @:2
Exemple 2.3.7. Avec audacity ou l'application Lexis Audio Editor, enregistrer sa voix

parlant. Zoomer le signal pour observer que localement, a chaque voyelle, le signal est
périodique. Par exemple (voyelle A par un homme) avec Lexis Audio Editor :

Lexis Audio Editor Boe @se @ &

- el =)

WMWY

Exemple 2.3.8. Sur cet exemple, entre t = 3.55 et t = 3.60 on observe 6 périodes donc

la période T est
~3.60 —3.55

6

T = 0.0083


https://play.google.com/store/apps/details?id=com.pamsys.lexisaudioeditor&hl=fr&gl=US
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et la fréquence
1

Exercice 2.3.9. (*) Si on somme plusieurs fonctions sinus chacune de la forme A cos (27 ft + ),
appelé mode de Fourier, montrer que la condition nécessaire et suffisante sur ces fonc-
tions pour que le signal résultant soit périodique de période fondamentale 77 donnée est
que

J=nh
avec n > 1 entier et f; = 1/T} fréquence fondamentale.
Solution 2.3.10. Si v (t) = v(t+7T) signal périodique donné et on rajoute u(t) =

Acos (2mft + ¢), cad w = u + v, alors & quelle condition w est encore T périodique ?
Il faut

wt+T)=w({t)Vt,e cos2nf (t+T)+ @) = cos (2mft + ), Vt
2rf (t+T)+ ¢ =21 ft + pmod 27, Vi

<:>27rfT:27m,n€Z<:>f=%,n€Z
1

L’exercice précédent suggére le résultat suivant :

Théoréme 2.3.11. “Décomposition de Fourier”.
Un signal périodique réel de période T = 1/f donnée s’écrit de fagon unique

u(t) = ZA" cos (2m (nf)t + @n) (2.3.1)

n>0

appelée décomposition de Fourier ou série de Fourier du signal périodique, avec
les amplitudes A, > 0, des phases p, € [0,27| qui peuvent étre arbitraires mais des
fréquences f, = nf appelées les harmoniques du signal.
Inversement A,,, , s’obtiennent a partir du signal u par

. I
Anewyn _ T/ 67227Tnt/Tu (t) dt’ n € N. (232)
0

En particulier oo =0 et Ay = %fOTu (t)dt est la moyenne du signal.

Ce théoreme est le Théoréme C.4.10 en appendice ol nous donnons sa preuve.

Exemple 2.3.12. Avec ce programme python sinus sum.py voici un signal u () obtenu
comme somme de fonctions de Fourier w, (t) = X cos (2anft — Z) = Lsin(27nft) pour
n =1, 2,3, 4 représentées en couleur sur la 2éme figure. La 3éme figure montre les sommes
partielles uy, uq + uo, uy + us + us, etc pour observer la reconstruction du signal. A la limite,
> > | uy, donnerait un signal en “dent de scie”, voir exercice ci-dessous.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_sum.py
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Exemple 2.3.13. Avec le programme suivant en javascript, vous pouvez changer de fagcon
interactive les amplitudes A,, et phases ¢, et écouter le son résultant.

Remarque 2.3.14. La justification du terme “harmonique” est que 1'on percoit les signaux
périodiques comme “harmonieux” et remonte peut étre a 'ouvrage de Kepler Harmonices
Mundi “L’Harmonie du monde” 1619 ou il relie (sans trop de raison scientifique) musique
et orbites planétaires.

Exercice 2.3.15. (TP) “Série de Fourier”. Avec un programme python

1. Générer le fichier audio.wav du signal suivant sur une durée D = 2sec.

w(t) =05 fj % sin (270 ft) (2.3.3)

avec f = 440Hz et M = 20 harmoniques. Le signal est-il périodique ? L’écouter
avec Audacity. Essayer avec d’autres valeurs de M. Que pensez vous du signal si
M — oo. Le signal sera t-il continu?

Solution 2.3.16. Programme sinus sum_ wav_file.py

Signal u

u(t)
o
8

0.2‘77 0.2‘75 0.2‘79 0.2‘50 U.Z‘Bl U.Z‘B? 0.2‘53 0.2‘54
t(s):temps
Le signal est périodique de période T' = 1/f = 0.0022sec. Si M — oo le signal
deviendra discontinu et en forme de “dent de scie”.

2. Au signal précédent rajouter des phases ¢, € [0, 27] aléatoires (avec loi uniforme).
Observer le signal. Ecouter le signal. (On peut montrer que dans la limite M — oo,
le graphe est continu, c¢’est un mouvement Brownien en dim. 1). Essayer les phases
©n = nlogn (série de Hardy-Littlewood, Katznelson (2004, p.33))


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript2/
https://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonices_Mundi
https://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonices_Mundi
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_sum_wav_file.py
https://fr.wikipedia.org/wiki/Signal_en_dents_de_scie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mouvement_brownien
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Solution 2.3.17. sinus sum?2.py

Signal u

u(t)
o
8

—0.25 1

—0.50 4

—0.75 4

0.151 0.152 0.153 0.154 0.155 0.156 0.157
t(s):temps

On entend aucune différence avec le signal ou ¢, = 0. Les phases sont inaudibles.

On peut montrer que dans la limite M — oo, le signal est (presque surement)
continu et méme dans 1’espace C%_E,Ve > 0, cad Holder d’exposant % — €, comme

le mouvement Brownian. Mais le signal ne peut pas étre C’%“,‘v’e > 0, Katznelson
(20041, p.33).

Série de Hardy-Littlewood avec les phases ¢, = nlogn qui est :

Signal u

uft)
o
8

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 4

—1.0

0 T T T T
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
tls):temps

3. Essayer avec le signal

u(t) =05 % (1 — (=1)")sin (27nft) (2.3.4)

Le signal est-il périodique ? que pensez vous du signal si M — oo ? L’écouter avec
Audacity. Ecrire u (t) sous la forme (2.3.1) avec des amplitudes A,, et phases ¢,,.

Solution 2.3.18. On obtient


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_sum_2.py
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Signal u

| R

—0.50 4

075 r{ M M M
0.223 0224 0225 0226 0227 0228 0229 0.230
t{s):temps

Si M — oo le signal deviendra discontinu et en forme de signal carré.

Exercice 2.3.19. (TP) “Analyse de la voix”. Avec Audacity ou logiciel équivalent comme
Lexis Audio Editor sous android.

1. Enregistrer sa voix pronongant une voyelle, parlée ou chantée. Ecouter. Observer
que le signal est (localement) périodique, i.e. c’est une note de musique. Mesurer
la période fondamentale T', déduire la fréquence f . Si besoin, voici un fichier déja
enregistré Voyelles Par Malik.wav.

v 6,990 7,000 7,010 7,020 7,0
I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
X [Voyelles_Parw| 0,107

Silencer | Solo

AT RRTURTR

-0,05 -

a| sélection |

2. Selectionner une période (wave-form) et la répéter avec audacity en faisant Ctrl-T
(Edition /suppresion spéciale/Rognage audio), puis Effets/Répéter. Quelle différence
a I’écoute ?

3. Inverser le sens du signal de départ (Effets/Inverser sens) et écouter. Essayer avec
une phrase contenant des consonnes (attaques b,p,t etc) et sans consonnes mais
voyelles seules (a,e,i,o,u).

4. Enregistrer sa voix pronongant une voyelle chuchotée. Ecouter. Observer le signal.
Quelle différence observez vous avec le cas parlé?

Solution 2.3.20.
1. Partant de la date t = 7,000, on mesure 27 =~ 0.016s soit f = :lr = 125Hz.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Signal_carr%C3%A9
https://audacity.fr/
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.pamsys.lexisaudioeditor&hl=fr&gl=US
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/Voyelles_Par_Malik.wav
https://fr.wikipedia.org/wiki/Consonne#Classification
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2. On reconnait le son, mais il parait trés artificiel. Il manque les variations.
3. Si il y a des consonnes, le son parait étrange. Avec seulement des voyelles, on ne
devine pas qu’il a été inversé.

4. Avec le cas parlé (les cordes vocales vibres), le signal est localement périodique.
Dans le cas chuchoté, le signal n’est plus localement périodique.

2.3.1.1 Sonogramme d’un signal périodique

Le signal d’un voix réel est (presque) périodique seulement sur des courtes échelles de
temps. La fréquence peut varier avec le temps. Pour cela, on a vu l'intérét d’utiliser la
transformée en paquet d’onde ou sonogramme du signal pour représenter un signal par
une intensité I (¢, f) en fonction du temps ¢ et de la fréquence f.

Exemple 2.3.21. Voici le sonogramme d’une voyelle “O” chanté. On observe la fréquence
f = 107Hz et les harmoniques 2f = 214Hz, 3f = 321Hz etc

Et voici sur une échelle plus large en fréquences, un “O” et un “A” de méme fréquence
f = 104Hz. On observe que le “A” a plus d’intensité dans les harmoniques élevées (autour
de 1000Hz). C’est ainsi que on distingue les voyelles entre elles.

Voici le sonogramme d’un siflement dont la fréquence varie avec le temps, autour de
1500Hz. On n’observe pas (ou trés peu) d’intensité dans les harmoniques supérieures 2 f, 3 f
etc. Cela signifie que le sifflement est un signal presque sinusoidal (ou circulaire ou “pur”).
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2.3.2 Pitch d’un signal périodique

video de cette section

La musique est constituée de notes musicales, c’est a dire de signaux (localement)
périodiques. Chaque note a une période T, fréquence f = %, mais en musique on mesure
cela par la “hauteur de note” appelée pitch et qui correspond a une échelle logarithmique
de la fréquence. (De fagon analogue a 'intensité I qui est mesurée sur ’échelle logarithmique

dB = 10 Log,, (%) appelée décibels).
On conseille de lire au préalable la section D sur la notation musicale.

2.3.2.1 Les notes sur la portée musicale leur nom et leur pitch (code MIDI) :

Tout d’abord on rappelle le code MIDI de chaque note de la portée du tempérament
égal appelé pitch. On verra ensuite la correspondance avec la fréquence f de la note.

Définition 2.3.22. La note C5 (dans l'octave 5) a le pitch z¢, = 60 et ensuite on

ajoute +1 pour chaque demi-ton.

Cela donne la liste suivante des notes et leur pitch :

2.3.2.2 Définition du pitch

Pour un signal périodique, la définition suivante donne une mesure équivalente des
fréquences f mais sur une échelle logarithmique, plus appropriée a la perception humaine

A 60 61 61 62 63 63 64 65 66 66 67 68 68 69 70 50 5y 09 L
4 . | PR E— — o —
)\ r £} | 1 PR |
Y ofel® ¥ F5 [TF#5 G5 G#5| Absa5 A#s' | | Dbq D6 D#6__ E6| F6
c#5 ps| D#_ E5 Gb5 Bby Bs C6 C#6 Eb6
C5 Db5 Eb5 48 | 'JL 59
L €} Co e tiet | to | D | '
Z__ G I o P ) ! e I 'I "I = T !
- A3 T A#3 C4 Gb4 ., G#dpp, A4 A#4  BA
B3 pa F#3GD3 3" G#3, 0 Bb3B3 C#d D4 Did Eb4E4 F4 F#4 G4 Ab4 Bbd


https://youtu.be/t1OAA-8XJmQ
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et adaptée a la musique.

Définition 2.3.23. Le pitch MIDI x est une mesure de la fréquence f sur une
échelle logarithmique, i.e. la multiplication correspond & une addition. Par conven-
tion,
— la note Ay de fréquence f,. = 440Hz appelé diapason a le pitch x4, = 69.
— La multiplication d’une fréquence par x2 correspond a ajouter +12 au pitch.
Comme l'octave est divisée en 12 demi-tons, le pitch x est une mesure des fréquences
f en demi-tons.

X2 X 2 X 2
/0 -

e TR I
0,220 440 880 1760 f (Hz)

T Ay T As T Ag T Ay

48 69 81 93 pitch z

+12 +12 +12

Remarque 2.3.24. (*) A partir d’une fréquence f donnée, voici une formule qui traduit la
définition ci-dessus du pitch

(12 S
x = (Logm (2)) Log;, (fAs) +x4, €R (2.3.5)

inversement la fréquence f a partir du pitch :

. 10<Logl1£)(2))(xfo5)fA5 (236)

ou plus simplement :
f=om(eea) (2.3.7)
Exemple 2.3.25. Par exemple
— Un changement de fréquence f’ = 2f correspond a un changement de pitch 2’ =
x + 12, appelé intervalle d’octave
— 2/ = 2 + 1 est appelé intervalle de demi-ton. Cela correspond a f' = 2/12f 11
est utile de se rappeler que )
212 =1.06...

Ainsi un demi-ton correspond 4 une augmentation de 6% des fréquences.
Cela s’obtient aussi si on différencie (2.3.5), on obtient la formule suivante
df In2

+ = i ~ 0.057 da (2.3.8)
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— Un ton est deux demi-tons 2’ = x + 2. Un quart de ton est une moitié¢ de demi-on
&’ = x + 5 correspondant a f = 1.03 f.

Exercice 2.3.26. Sachant qu'un demi-ton correspond & une augmentation de 6% de la
fréquence, sachant que As a la fréquence fa, = 440, quelle est la fréquence fayu, 7 quelle
est fa, (une octave au dessus) et fau,?

Solution 2.3.27. fau, = 440x1.06 = 466Hz. fa, = 2x 440 = 880Hz. fax, = 880x1.06 =
933Hz

Exercice 2.3.28. (TP)”Mesure du pitch”. A partir de la fréquence f mesurée dans
I'exercice 7?7, calculer le pitch x (et son incertitude de mesure) et déduire le nom de la
note.

Solution 2.3.29. On avait mesuré f = 444Hz avec une incertitude A f = 20Hz. On déduit

12 444
= — — =69.1
x 1n21n(440)+69 69.15

avec une incertitude Ax = %% = %% = 0.78. La note semble donc étre As.

Exercice 2.3.30. Si le pitch x est modifi¢ de 3 tons (un “triton”), comment est modifié¢ la
fréquence f7

Solution 2.3.31. Pour un triton = 3 tons = 6 1/2tons, 2’ = x + 6 donc
=25 =21 =2=1414...

Exercice 2.3.32. Sachant que l'intervalle le plus petit perceptible est de 1—10 de demi-ton,
cela correspond a quelle pourcentage en fréquence? Quelle est 'intervalle minimum de
fréquence perceptible Af autour de fs, = 440 Hz?

Solution 2.3.33. 56% = 0.6%. Ansi Af = 0.006 x 440 ~ 3Hz.

La définition suivante est parfois utilisée

Définition 2.3.34. Si z est le pitch (unité de demi-ton) on appelle 100z les cents.
Par exemple x = 60.41= 61 demi-ton + 41 cents.

Remarque 2.3.35. On verra que la perception humaine permet de distinguer au mieux un
intervalle de 0.1 pitch, c’est & dire un dixiéme de demi-ton et pas mieux. Cela correspond
4 un rapport de fréquence de 21120 = 1.006 = 1 + 0.6%.

Exercice 2.3.36. (TP) Avec Audacity, créer 10 signaux sinusoidaux entre As de fréquence
fa; = 440Hz et A#5. Ecouter et mesurer votre perception la plus fine.
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2.3.2.3 Le tempérament égal

Dans la définition (2.3.5) précédente toutes les valeurs € R sont possibles. En musique
occidentale il est convenu d’utiliser seulement les valeurs entiéres du pitch x € Z :

Définition 2.3.37. Le tempérament égal est le choix de notes (i.e. signaux pé-
riodiques) dont le pitch = € Z est un entier. On décompose alors

r=12xo0+r

avec un entier o € Z appelé octave et un reste entier 0 < r < 12 appelé degré de la
note auquel on associe un symbole :

r 0| 1 |23 | 4|56 |7 8 | 9] 10 |11
symbole C|C#|D|D# | E |F|F# |G |G#|A|A# | B
nom frangais | do ré mi | fa sol la si

Remarque 2.3.38. De plus on peut ajouter la valeur de I'octave o en indice, par exemples

T 50=12x44+2|60=12x54+0|67=12x54+7|69=12x5+4+9
symbole D, Cs G As

Remarque 2.3.39. Le choix d’utiliser le tempérament égal a été fait par les luthiers
au XIXeme siécle en occident pour des raisons pratiques. Référence : (n.d.,
pl181,p190,p197). En fait ce choix de se limiter & des valeurs entiéres de x limite considé-
rablement le rendu des “couleurs musicales”, car notre perception est en fait sensible
a £0.1 pitch (soit 10 cents), voir chapitres suivants et “tempéraments justes”.

Voir 'annexe D pour les différentes conventions et représentations du tempérament
égal.

Exercice 2.3.40. Calculer les fréquences des notes C5 et A4 suivantes ?

o
N (@]

Jz et

ad

&
5A

Solution 2.3.41. Pour Cs, z = 60 donc fe, = 212 (77%45) f, = 255(600-69) 440 = 2-9/12440 =

262Hz . Pour Ay, @ = 24, — 12 donc fo, = 21212 f, = 1440 = 2201z
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2.3.3 Comparaison des harmoniques avec le tempérament égal

Rappels :
— D’aprés le Théoréme de Fourier B.3.17, les fréquences d'un signal périodique (ou note
de musique) de fréquence f, appelées harmoniques sontf, = af ou a = 1,2,3,...
est le numéro de ’harmonique, c’est a dire :

fi=Ff, fao=2f, f3=3fetc

f1 = f est appelée la fondamentale.
— L’échelle des pitch (ou hauteur de note en demi-tons ) est une échelle logarithmique
des fréquences, ol une octave f' = 2 x f est transformée en 2’ = x + 12.

amplitude

do Une note, ici do f = 150Hz, est formée de
"notes pures"

dO/dO‘;/ x
sol

sol .
mi _
| | sib 4,
I |
150 300 450 600 750 :fréquence (Hz)

1 2 3 4 5) 6 7 8 :numéro de ’harmon
| I I |

do
do
do
sol
mi sol
| sib do
| 1
1 3 4 5 6 7 8
| %9 %h %9 m ><2¢ log(freq.)

Proposition 2.3.42. L’intervalle mesuré en pitch entre la fondamentale et
l’harmonique a est exactement un entier (de demi-tons) et correspond donc au
tempérament égal, seulement pour les octaves : a = 2,4, 8,16 etc. Pour les autres
harmoniques, il y a une correction par rapport au tempérament égal représenté sur
la figure suivante.

Ecoute : Voir cette video qui compare les harmoniques avec le tempérament
égal :


https://youtu.be/3oZCRtRbdZc
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FIGURE 2.3.1 — Harmoniques d’une note fondamentale, ici C3, représentées sur la portée.

1. Ecouter la difference avec chaque note tempérée.
2. Ecouter les vraies harmoniques et leur superposition : on entend un timbre

3. Ecouter les “fausses harmoniques” (c’est a dire avec le tempérament égal) et leur
superposition : on n’entend pas un timbre mais un ensemble complexe de fréquences

superposées.

Pour calculer cette correction de la figure 7?7, on applique la formule (2.3.5). Par exemple
pour I'harmonique a = 3, par rapport a I’harmonique a = 1, on écrit :

12 3

octave  quinte

Exercice 2.3.43. Calculer de méme les corrections pour les harmoniques a = 5,7,11, 13
et vérifier avec la figure ci-dessus.

Remarque 2.3.44. Du fait que 9 = 3 x 3, et d’apreés la formule (B.2.1), on peut écrire :

12 12
—(—= ) Log 3—|—(—)L0g 3) =2 x 19 + 0.04
(Logm <2>> 03+ Lo, @) ) o810 @)

=3x12+2+0.04

Exercice 2.3.45. En décomposant les chiffres, calculer de méme les corrections pour les
harmoniques a = 6, 7,10, 12,14, 15 et vérifier avec la figure ci-dessus.

2.3.4 Exemple du chant diphonique

Nous avons dit que la voix humaine est un signal sonore (presque) périodique et contient
donc des harmoniques.
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Il y a une technique vocale appelée “chant diphonique” qui permet de mettre beaucoup
d’intensité dans I'une ou ’autre des harmoniques, Voici cette technique expliquée dans une
Conference de Anna-Maria Hefele.

Nous commentons ici quelques exemples précis. Peut écouter le chant diphonique over-
tone singing - Anna-Maria Hefele sur youtube et on donne la partition montrant la fré-
quence de la note (en basse) et ’harmonique renforcée sur la portée musicale et avec le
numéro n de I’harmonique. Attention : on écrit avec des notes tempérées mais il s’agit
d’intervalles justes, comme on verra ensuite, il faudrait ajouter les méme corrections que
sur la figure ?7.

Exemple 2.3.46. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele & 29”. Il y a une basse commune

fi.
.
A be =2 F £ o)
—

: o
VUV | |
[J) YW 5 6 7 |8 9 109 |[8 7 6 5 |4
6 )
Je (o
4 VR O ) O O

Exemple 2.3.47. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele a 1°01”. La fréquence f, de
I’harmonique renforcée est fixe, mais le numéro n change, par conséquence la fréquence de
la fondamentale f; change :

N (&

P
-



https://fr.wikipedia.org/wiki/Chant_diphonique
https://www.youtube.com/watch?v=FYcGpyQEI8M&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://www.youtube.com/watch?v=vC9Qh709gas
https://www.youtube.com/watch?v=vC9Qh709gas
https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=24
https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=61
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Exemple 2.3.48. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele a 2’17”. On fixe le numéro n = 3
de '’harmonique renforcée et f; varie de fagon arbitraire, donc f,, varie aussi.

o) "LF- - - P

)\l r £ I |

[ fan Y W] |

(o) |

() 3 3 b3 3 13 3 3 3 |3
o2’ o o0 ol,|e

N
N
p—

N @]

Exemple 2.3.49. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele a 2’33’. La note f; varie entre
deux notes et le numéro n varie de sorte que I’harmonique renforcée f, fait une mélodie.

o) _ I
'_

(& C© I ! F
eJ W 6 5 7 |6 7 5 g |4
| | | | |

D =T

] | |

e ¢ ¢ &I —

1 7 1 1 1 7 1 1 1

Exemple 2.3.50. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele a 2’44’. La note f; varie entre
deux notes et le numéro n varie de sorte que I’harmonique renforcée f, fait une mélodie.

0 .



https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=137
https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=137
https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=164
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Exemple 2.3.51. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele & 2’59”. La note f; varie entre
deux notes et le numéro n varie de sorte que I’harmonique renforcée f, fait une mélodie.

o
h ] .b'l) h" —
o
J |
ANAV4 |
[J) W 4 5 5 |6 6 7 7 |8
| | | | |
‘\: 11 | 11 | |
‘ | | | | t
1 11 1 11 1
1 1 1 1

Exemple 2.3.52. Dans ce passage de Anna-Maria Hefele & 3’29”. La note f; descend et
le numéro n varie de sorte que 'harmonique renforcée f,, fait une mélodie en arpéges.

oy et Piol £P
7\ A0 ) | I
[fan W O] » | i L
ANIVAS ] l |
(Y Ts 4 54 5|65 67 6 7[9809
|
3 |
) 8 r ic ° ,
1 | 1 1 1

2.3.5 Intervalles justes

Video de cette section

2.3.5.1 Deéfinition

La définition suivante est trés importante en musique.

Définition 2.3.53. Un intervalle juste est un rapport entre deux fréquences ap-
partenant aux harmoniques a,b < 16 d’une note donnée.

f. af a e .
22— = = —  a,b entiers inférieur & 16.

fo bf 0

Autrement dit un intervalle juste est un intervalle entre deux harmoniques.

On rappelle la suite des harmoniques étudiée ci-dessus avec les corrections de pitch (et
on rappelle que on est a peine sensible & £0.1 pitch) :


https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=179
https://youtu.be/vC9Qh709gas?t=207
https://youtu.be/3fwcgkGk26A
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Il est arbitraire de limiter les harmoniques a,b < 16 = 2* ce qui fait 4 octaves. Cela
pourrait étre plus, et dépend de notre perception (voir chapitre perception).

Exemple 2.3.54. Par exemple, a partir de la figure précédente, on déduit une liste de
quelques intervalles justes :

Harmoniques a — b ‘ Nom de l'intervalle ‘ Fraction f?, ‘ Pitch = (en demi-tons) ‘
1—=1 Unisson 1=1 0

1 —2o0u2—4etc Octave 2=2 12
23 Quinte 2 7+0,02..
3—4 Quarte L 5-0,02..
4—=5 Tierce maj. 2 4—0,14..
56 Tierce min. 1 2 340.02+0.14 = 3+ 0.16
6—7 Tierce min. 2 : 3-0.31-0.02=3-0.33
78 Ton 1 2 240.31
8—9 Ton 2 2 24 0.04

Exercice 2.3.55. Vérifier les colonnes 3,4 de cette liste et continuer la liste.

Solution 2.3.56. : /
’ Harmoniques a — b | Nom de l'intervalle | Fraction f7 ‘ Pitch = (en demi-tons) ‘

9—10 Ton 3 2 2—0.10
10 — 11 Ton 4 = 2—0.35
11— 12 Ton 5 ou demi-ton 1 = 2-049=1+051
12 =13 demi-ton 2 % 1+0.38
13 — 14 demi-ton 3 o 1+0.29
14 — 15 demi-ton 4 = 140.19
15 — 18 demi-ton 5 e 1+0.12

2.3.5.2 Quasi justesse de la quinte et quarte tempérée :

On s’apercoit donc que tous les intervalles justes ne sont pas tempérés a l'exception
des octaves qui sont justes. Mais de facon remarquable la quarte et la quinte sont
proches d’un intervalle juste respectivement 3/2 et 4/3 avec une erreur £0.02 pitch
qui est imperceptible. Par contre les autres intervalles justes dévient du tempérament égal
de fagon trés perceptible (erreur > 0.1 pitch).
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— Ainsi grace au choix de la division de I'octave en 12 on peut reproduire avec bonne
précision les intervalles entre les 4 premiéres harmoniques (octave, quarte, quinte).

— Le nombre 12 a un autre avantage : il a de nombreux diviseurs : 2,3,4,6 et ainsi
on peut structurer le cercle dodécaphonique en parties égales de multiples fagons,
comme la journée que l'on a choisit de diviser en 12 heures. Mais cela ne semble pas
avoir été un argument au départ en musique. Ca a été utilisé par la suite au XXieme
siécle par les modes symétriques de Messiaen ou par la musique sérielle. (Dans la
culture, le chiffre 12 est aussi important car il y a 12 mois lunaire dans ’année, cela
est seulement du au mouvement relatif de la Terre et de la Lune)

Exercice 2.3.57. Accordage d’un piano en tempérament égal :

— Si f1,f2 sont les fréquences de deux notes du piano formant un intervalle de quinte
tempérée, calculer la fréquence du battement entre I'harmonique 3 de f; et 'har-
monique 2 de fs si f; = 440Hz. Ce battement est utilisé par les accordeurs de piano,
voir cette vidéo sur accordage des quintes.

Solution 2.3.58. Une quinte tempérée est le rapport fo = 213 f1. La fréquence du batte-
ment entre I’harmonique 3 de f; et 'harmonique 2 de f5 est la différence

(3fi —2fo) = i (3 _2x 21%> — £, % 0.0039 = 1.5Hz

Comme 1.5 = %, cela correspond & 3 battements toutes les 2 secondes.

— Si f1,f2 sont les fréquences de deux notes du piano formant un intervalle de tierce
tempérée, calculer la fréquence du battement entre I’harmonique 5 de f; et 'har-
monique 4 de fs si f; = 220Hz. Ce battement est utilisé par les accordeurs de piano.
Video de I'accordage de la tierce (écouter les battements mais attention le discours
de la vidéo est plutdt incorrect).

Solution 2.3.59. Une tierce tempérée est le rapport fo = 213 f1- La fréquence du battement
entre I’harmonique 5 de f; et I'harmonique 4 de f, est la différence

(5f — 4fs) = i (5 —4x 2%) — £, x (—0.039) = —8.7Hz
Cela correspond a 9 battements par seconde.

2.3.5.3 Vidéos sur les intervalles justes

— Jacob Collier explains that Piano is not in tune and shows that major third is out
of tune by +0.14 pitch (half tone).
— Harmoniques de la voix
— Wave form de voyelles chantées par Malik. Harmoniques et notes correspondantes
en Video
— polyphonic overtone singing - Anna-Maria Hefele


https://fr.wikipedia.org/wiki/Modes_%C3%A0_transposition_limit%C3%A9e
https://fr.wikipedia.org/wiki/Musique_s%C3%A9rielle
https://youtu.be/R2nghVIsMKY?t=368
https://youtu.be/PzbJZoOgCJo?t=515
https://youtu.be/rcgcrxslh60?t=644
https://youtu.be/rcgcrxslh60?t=768
https://youtu.be/rcgcrxslh60?t=768
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/plan.xhtml#magicparlabel-34
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/voyelles_par_Malik2.mp4
https://www.youtube.com/watch?v=vC9Qh709gas
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— Conference de Anna-Maria Hefele
— Signaux périodiques ou pas :
— Lorenz Attractor as audio
— Bassoon Multiphonics 01
— Video sur I’harmonie des sphéres d’aprés Kepler.
— Video sur comment jouer des intervalles justes sur la guitare

2.4 Le tonnetz et quelques tempéraments justes

Comme l'utilisation des intervalles justes est trés importante en musique (musique
ancienne et musique du monde) il est utile de représenter les intervalles justes de fagon
convenable pour ensuite étudier les accords justes, leurs progressions harmoniques et aussi
représenter les “tempéraments justes” qui sont le choix précis de quelques intervalles
justes sur un instrument donné (utilisé en musique ancienne et certaines musiques du
monde, autre que “occidentale”). Cette représentation est appelée le réseau tonnetz et a
été introduite par Euler (en 1739, il a 24 ans), dans son livre « Tentamen novae theoriae
musicae ex certissimis harmoniae principiis dilucide expositae ». (“Une nouvelle théorie
musicale qui est clairement exposée aux principes d’harmonie les plus fiables")

2.4.1 Décomposition des intervalles justes en intervalles de base

En arithmétique, on peut décomposer chaque entier & partir des nombres premiers :
2,3,5,7,11,13,.... Par exemple 4 =2 x 2, 6 =2 x 3, 8 =2 x 2 x 2 = 23 etc.

Ces nombres premiers correspondent & des “intervalles juste de base” a partir des-
quels on peut construire tout autre intervalle juste :

Harmoniques a — b Nom de 'intervalle Fraction fTI ‘ Pitch z (en demi-tons) ‘
1—2 Octave 2 12
1—3 octave + Quinte 3 12474 0,02..
1—5 2 octaves + Tierce maj. 5 2x12+4+4-0,14..
1—=7 2 octaves + septieme min. 7 2x12+10-0.33
1—=11 3 octaves + triton bas 11 3x1246—-0.49
1—13 3 octaves + sixte haute 13 3x12+9+0.40

Exemple 2.4.1. Par exemple la tierce mineure 5 — 6, mi — sol, se décompose de la
facon suivante en intervalles de base :

(mi — sol) = (mi — do) + (do — sol)

tierce min. —tierce maj. +quinte

cela correspond au calcul suivant.

6_2><3

5 )

= oct.+ (oct.+quinte) -(2 oct.+tierce)=quinte - tierce


https://www.youtube.com/watch?v=FYcGpyQEI8M&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://www.youtube.com/watch?v=b4mVD9apgQg&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://www.youtube.com/watch?v=LhMoWgnhNe8&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://www.youtube.com/watch?v=V4fs1PeP4oU
https://www.youtube.com/watch?v=XT4oOYj4SwQ
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tonnetz
https://archive.org/details/bub_gb_aekmN1V98GcC
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_premier
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Ou de facon équivalente et plus directe :

= quinte - tierce

ol o
I
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Lien :

— Vidéo sur les nombres premiers sur Arte, voyage au pays des maths, Conjecture de
Riemann.

2.4.2 Le tonnetz 2,3,5

Dans le tonnete 2, 3,5, par simplicité, on considére seulement les 3 premiers facteurs
premiers 2, 3,5 et comme changer d’octave n’affecte pas le nom de la note, on omettra de
préciser I'octave (i.e. le facteur 2). Les axes ng,ns, ns correspondent respectivement aux
changement de fréquence x2, x3, x5 a chaque étape, ce sont dont des axes logarithmiques.
Le deuxiéme schéma est le premier ot I'axe ny est orthogonal au plan (c’est une projection).

Lo
n;

o —= Gy

x3/2, quinte projection

—
Go
—

“ i " c el ng

x5/4,t1erce

Tonnetz Tonnetz projetté

Dans la figure suivante, voici la représentation obtenue avec un axe des quintes justes
en horizontal (facteur 3) et '’axe des tierces majeures justes en vertical (facteur 5).
Pour aider a la discussion, on a mis des coordonnées en vert. Ce réseau est en fait infini et
chaque note représentée a une fréquence différente des autres en principe. On a cependant
utilisé les lettres A, B,...G pour les notes. Ainsi en rouge, les différentes notes C' sont
différentes. On précisera ces différences dans la suite.


https://www.arte.tv/fr/videos/097454-011-A/voyages-au-pays-des-maths/
https://www.arte.tv/fr/videos/097454-011-A/voyages-au-pays-des-maths/
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— Ce qui nous intéressera dans ce réseau, ce sont les intervalles justes consonants
qui sont des paires de notes voisines. Par exemple

— C-G : quinte, facteur x3,

— C-E : tierce, facteur x5,

— C-Eb : tierce mineur, facteur x%.

— (C-D : ton, facteur x3 x 3 = x9

— Le demi-ton C' — B, facteur x3 x 5 = x15 est plutot dissonant, car ce facteur
est trop grand.

Remarques :
— Dans ce réseau tous les intervalles sont justes en principe, chaque note est donc
unique, ainsi les notes C' en rouge sont en fait toutes différentes, mais proche de
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I'unisson et sont appelées des commas. Par exemple partant du C en (0,0), il y a
un autre C en (4,2).
— En terme de pitch (ou demi-ton), on rappelle que d’aprés le tableau ci-dessus,
— pour une quinte juste, i.e. déplacement (1,0), il faut ajouter la correction +0.02
pitch.
— pour une tierce majeure juste, i.e. déplacement (0, 1), il faut ajouter la correction
—0.14 pitch.
— Sur chaque ligne horizontale, appelé le cycle des quintes, qui ne se referme pas
exactement : il apparait le comma pythagoricien apreés le déplacement (12,0).
— Sur chaque ligne verticale, appelé le cycle des tierces majeure, qui ne se referme
pas exactement : il apparait un comma aprés le déplacement (0, 3).
— La quinte du loup est le déplacement (11, 0). Son pitch est donc 74+11x0.02 = 7.22
pitch. Rappelons que la quinte juste est 7.02 pitch. La quinte du loup est donc pergue
comme dissonante.

2.4.2.1 Les commas

La définition suivante n’est pas conventionnelle. Cependant, nous ne connaissons pas
de définition de comma en musique juste et celle ci nous semble cohérente avec la suite.

Définition 2.4.2. Un comma est un intervalle juste de hauteur plus petit que 1/4
ton (= 1/2 pitch).

Remarque 2.4.3. 11 y a donc une infinité de comma. Attention, les comma ne forment pas
un sous réseau du tonnetz.

Par exemple :
— Le comma pythagoricien est le déplacement (12,0). C’est donc un intervalle de
12 x 0.02 = 0.24 pitch, (= 1/4 de demi-ton).
— Le comma syntonique, (aussi appelé Ptolémé, Dydinis, standard) est le
déplacement (4, —1). C’est donc un intervalle de 4 x 0.02 —1 x (—0.14) = 0.22 pitch.
— Par exemple le schisma est un comma pythagoricien moins un comma syntonique,
soit le déplacement
(8,1) = (12,0) — (4, —1)
C’est donc un intervalle de 8 x0.0241 x (—0.14) = 0.02 pitch, presque imperceptible.
— Le comma enharmonique est le déplacement (0, 3).

Exercice 2.4.4. Calculer le pitch du comma (0, 3) et I'exprimer comme combinaison des
commas pythagoricien (12,0) et syntonique (4, —1).

Remarque 2.4.5. le comma syntonique permet de transformer une tierce pythagoricienne
qui est le déplacement (4,0) en une tierce juste qui est (0,1). En effet

(4,0) — (4,—1) = (0,1).

Cela est utilisé pour construire le Tempérament mésotonique 1/4 comma.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Comma_pythagoricien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Comma_syntonique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Comma_(musicologie)#Comma_enharmonique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Temp%C3%A9rament_m%C3%A9sotonique#Temp%C3%A9rament_m%C3%A9sotonique_1/4_comma
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2.4.2.2 Quelques accords justes

Dans le réseau tonnetz 2,3,5, les accords justes consonants sont des ensemble de
notes formés d’intervalles consonants listés ci-dessus.

Une triade est un accord contenant 3 notes. Voici quelques triades consonantes
remarquables. On remarque la forme géométrique pour chacune d’elle, qui la caractérise.

¢ |& |D
L Ab
b
; S
¢ & c
C

Voici des accords a 4 notes consonants.
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2.4.2.3 Profondeur d’un accord

Chaque accord est caractérisé par sa forme géométrique. Cependant il ressort des pro-
priétés communes. En voici une que 1'on appelle la profondeur. Observons :
— Dans la triade majeure C,E,G la note C est la fondamentale de toutes ses notes.
Donc on pergoit une sensation de stabilité. Video
— Dans la triade mineure E,G,B aucune des notes présente n’est fondamentale de
toutes. La fondamentale serait C, mais elle est absente. On percoit donc une sen-
sation de manque. Video
Plus précisément, on peut quantifier cela on mesurant la profondeur en pitch de la fon-
damentale commune aux notes présentes. (pour une définition précise, voir le cours pour
physiciens)

2.4.2.4 Exemple de cadence harmonique en tempérament de Zarlino

Une cadence harmonique est un enchainement d’accords.

Voici un exemple de cadence sur le tempérament de Zarlino, basé sur un mouvement
répété de mouvement de demi-ton de déplacement (—1, —1), sauf pour deux mouvements :
3 : ton de déplacement (—2,1) et 5 : demi-ton de déplacement (1,—2).

Exercice 2.4.6. Composer une cadence harmonique sur le tonnetz 2,3,5 avec des accords
de 4 ou 5 notes. Pour cela, choisir une liste de déplacements correspond avec une faible
variation de pitch que 'on se permettra d’utiliser et partir d’un accord de départ.

2.4.2.5 Tempéraments justes

Comme le réseau tonnetz contient en principe une infinité de notes, cela pose des
difficultés pour jouer ces notes. Sur un instrument traditionnel, en pratique pour jouer avec


http://./videos/triade_majeure.mpg
http://./videos/triade_mineure.mpg
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des intervalles justes, il faut choisir les notes que ’on pourra utiliser. Ce choix s’appelle un
tempérament juste.

Définition 2.4.7. Un tempérament juste dans le tonnetz 2,3,5 est le choix
des douze notes chromatiques C, Db, D, ... Bb, B parmi le réseau tonnetz ci-
dessus. Ce choix doit étre groupé afin de contenir des intervalles et accords justes
résonnants que ’on pourra utiliser.

Voici quelques exemple historiques de tempéraments justes pour une certaine tonalité :

— Le tempérament de Zarlino, déja présent dans le tempérament de cloches chi-
noises de 433 B.C. (ref : article de Cohn 1997, page 63, et Falkenhausen, “suspended
music..” p.284 ) (video) :

)
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— Le tempérament de Pythagore.

E%I;DbED!EbEEEFC;}bGAbABbB

— Le tempérament de Kepler dans Harmonices Mundi 1619 (video)

C Db D Eb = F Gb G Ab A Bb B


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_35.mpg
https://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonices_Mundi
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_kepler_1.mpg
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— Le tempérament de Jean Jacques Rousseau dans Dictionnaire de la musique”
1768 (video)

& Db D Eb = E Gh G Ab A Bb B
— J.S. Bach, “Clavier bien tempéré”, 1722. (ref : Benson p.188)
S D @) BT
GO @D @ @@ 23
¥, 'y 5
E,{'_ ar Yrblgemperirte
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0 Telwald |, Lo
The temperament of Vallotti and Young is probably closest to the in-
tentions of J. S. Bach for his Well-Tempered Clavier. According to the re-

— Dans un tempérament juste (non égal), les transpositions donnent des gammes
différentes. Voici des conseils de Christian Schubart en 1784, concernant un certain
tempérament :

513, IRREGULAR TEMPERAMENTS 183

C major Completely pure. Its character is: innocence, simplicity, naivety, children’s talk.

C minor Declaration of love and at the same time the lament of unhappy love.—All languishing,
longing, sighing of the lovesick soul lies in this key.

D% major A leering key, degenerating into grief and rapture. It cannot laugh, but it can smile;
it cannot howl, but it can at least grimace its crying.— Consequently only unusual
characters and feelings can be brought out in this key.

Cl minor Penitential lamentation, intimate conversation with God, the friend and help-meet of
life; sighs of disappointed friendship and love lie in its radius.

[} major The key of triumph, of Halelujahs, of war-cries, of victory-rejoicing. Thus, the inviting
symphonies, the marches, holiday songs and heaven-rejoicing choruses are set in this
kev.

D' minor Melancholy womanliness, the spleen and humours brood.

E» minor Feelings of the amciety of the soul's deepest distress, of brooding despair, of blackest
depression, of the most gloomy condition of the soul. Every fear, every hesitation of
the shmddering heart, breathes out of horrible Eb minor. If ghosts could speak, their
speech would approximate this key.

Vidéos :

— En tempérament égal :
— Gymnopédie No. 1 —{} Tonnetz Visualization
— Tonnetz Analysis of Chopin E-major Prelude
— Muse - Take A Bow (Tonnetz harmonic analysis)
— Limitations du tonnetz 2,3,5 : How to create negative harmony using the Tonnetz
tone grid


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_rousseau_1.mpg
https://www.youtube.com/watch?v=nidHgLA2UB0
https://www.youtube.com/watch?v=c-HDDiWWWTU
https://www.youtube.com/watch?v=NQ7LkWCzKxI
https://www.youtube.com/watch?v=QHx__IBhptI
https://www.youtube.com/watch?v=QHx__IBhptI
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2.4.2.6 Tempérament mésotonique

Le tempérament Tempérament mésotonique 1/4 comma n’est pas un tempérament
juste, il n’est donc pas représentable sur le réseau tonnetz. Néanmoins c’est une sorte
d’intermédiaire entre le tempérament égal et le tempérament juste de Zarlino ci-dessus.
Voici sa définition.

Définition 2.4.8. “Tempérament mésotonique 1/4 comma” : Dans la suite du
cycle des quintes justes Eb, Bb, F,C, ..., Db, Ab, on réduit chaque quinte juste par
un facteur égal de sorte que la tierce C' — E devienne une tierce juste.

D’apres la définition, dans la figure ci-dessous toutes les notes de méme nom sont égales
(i.e. méme fréquence ou séparées par des octaves). Horizontalement, les traits pointillés
sont des quintes réduites (non justes) de pitch z = 7 — 0.03 = Zquinte;. — 0.05 de sorte que
verticalement les traits pleins sont des tierces justes de pitch @ercej. = 4 —0.14. Ce schéma
est périodique (se continue a gauche et a droite).

Exercice 2.4.9. Montrer que dans le tempérament mésotonique 1/4 comma défini ci-
dessus, les intervalles de quinte qui ont été réduites ont un pitch de quinte juste —0.05
qui est & peine perceptible. Monter que les 8 tierces suivantes sont justes : Eb — G — B,
Bb—D—-Gb, F—A— Db, C—FE — Ab.

Solution 2.4.10. Dans la suite des quintes justes entre C et Eona:(C—-G—D—-A—FE
il y a 4 quintes justes. Cet intervalle C'— E s’appelle la tierce de pythagore et son pitch
est : x = (74 0.02) x 4mod 12 = 4 4 0.08. Or la tierce juste est de pitch Zyeree = 4 — 0.14.
Donc dans le tempérament mésotonique, il faut baisser le pitch de —0.14 — 0.08 = —0.22
(c’est le comma syntonique de déplacement (4, —1) de pitch 0.22, vu plus haut). On partage
cette correction sur les 4 quintes intermédiaires. La correction de chaque quinte est donc
—0.22/4 = —0.05. Par conséquent apreés cette correction, dans la suite des quintes corrigées
C—-G—-D—A—FElatierce C'— E est juste. Plus généralement dans la suite des quintes
corrigées Eb, Bb, F,C, ..., Db, Ab, les tierces Eb — G, Bb — D, FF — A,C — E.G — B,D —
Gb,A — Db,E — Ab sont justes.

Remarque 2.4.11. D’aprés wikipédia : c’est le théoricien Pietro Aaron qui aurait imaginé,
en 1523 a Venise, le tempérament dit « mésotonique ». Les tempéraments mésotoniques
ont été utilisés a la fin de la Renaissance et pendant toute la période baroque. L’intérét
des tempéraments mésotoniques est de pouvoir utiliser des tierces pures, ce qui est possible


https://fr.wikipedia.org/wiki/Temp%C3%A9rament_m%C3%A9sotonique#Temp%C3%A9rament_m%C3%A9sotonique_1/4_comma
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avec ’exemple ci-dessus dans les huit tonalités majeures Eb, G, Bb, D, F, A, C, E et dans
leurs 8 tonalités relatives mineures C, E, G, B, D, Gb, A, Db.

2.4.3 Le tonnetz 2,3,5,7, tonnetz général et recherche musicale

Si on considére les 4 premiers facteurs premiers 2,3,5,7 en omettant le facteur 2 de
I'octave, on a la représentation suivante des intervalles justes :

ns  Tierces mayj.

V‘% o o
E B/'

D A Quinte
C G D' ns
Bb F C’
nr Septieme min.

avec |'axe des quintes , 'axe des tierces majeures et 'axe des septiémes mi-
neures.

Un intervalle juste est représenté par un déplacement selon les 3 axes. Par exemple

— La septiéme mineure est (0,0, 1) et correspond au facteur ;1.
— Le triton est (0,—1,1) et correspond au facteur I.

Comme avec le tonnetz 2, 3,5, on peut énumérer les accords justes consonants sur le
tonnetz 2, 3,5, 7. Voici quelques exemples remarquables :
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LS

b  Bb 3y F

Remarque 2.4.12. 11 apparait des accords bien différents que l'on confondrait en musique a
tempérament égal, comme C, Eb, G, Bb qui a une version dans le plan 3,7 et une version
dans le plan 3, 5.

2.4.3.1 Reésolutions

5

— “Résolution du triton g” vers la tierce majeure 7 : il y a un mouvement d’un

demi-ton de F — F (en tirets bleus) dont la fraction est 222 = 20 ~ (1.050) ' 11
y a aussi un mouvement d’un demi-ton B — C' (en pointillés rouges) dont la fraction
est % . % = % ~ 1.066. (On rappelle que le demi-ton chromatique est 2'/12 ~ 1.059).
En musique ce dernier mouvement s’appelle “{} résolution de la sensible”.

Video, et avec la basse virtuelle : Video.

5/4
7/4 /1
n 5/4 4/3
© g /home/faure/c++/musique/tonneftz/rapport_tonnetz
L))

— (Cadences II-V-I Majeure : Video et mineure Video.)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Sensible_%28musique%29
http://./videos/resolution_triton.mpg
http://./videos/resolution_triton%C3%A7_avec_basse.mpg
http://./videos/II_V_Imaj.mpg
http://./videos/IIm7b5_V7_Im.mpg
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— Enchainement d’accords basée sur trois “petits déplacements” 22, 36 8 . Video
217 15° 9 )
et avec la basse virtuelle : Video.

Exercice 2.4.13. Composer une cadence harmonique sur le tonnetz 2,3,5,7 avec des ac-
cords de 4 ou 5 notes. Pour cela, choisir une liste de déplacements correspond avec une
faible variation de pitch que I'on se permettra d’utiliser et partir d’'un accord de départ.

2.5 Echantillonnage d’un sinus, effet de repliement (ou
effet stroboscopique), Aliasing

2.5.1 Rappels sur l'effet stroboscopique

L’effet stroboscopique correspond au fait qu'un mouvement de rotation t € R — z (¢) =
e/t € C avec une fréquence f € R, observé a des temps discrets t; = j§ avec un pas de
temps § > 0 et j € Z, donne une suite de valeurs discrétes z; = 2z (t;) = ¢2™/% qui peut
étre interprété comme provenant d’une autre fréquence f; donnée par

1
fe=1[f+ Sk (2.5.1)
avec n’importe quelle valeur entiére k € Z. En effet

ez27rfk5] — 6227r(f+6k>6j — 6127rf6]+27rk] — 6127rf5] = 2.

%Wgnéd@a

=2
W

. . L. . , L. 1 .
La suite (fy),c;, forme une suite périodique de fréquences de période ;. Parmi
celles ci, la fréquence percue est souvent celle de valeur absolue minimale, donc comprise

dans l'intervalle
I e 1 1
F 20726 |

1
F Nyquist — %

On appelle

la fréquence de Nyquist. Supposons que d > 0 est fixé et w augmente. Voici le graphe
de f en fonction de w en gras, les valeurs fj qui seront sélectionnées par notre perception,
i.e. les plus faibles en valeur absolue.


http://./videos/grille.mpg
http://./videos/grille_avec_basse.mpg
https://fr.wikipedia.org/wiki/Effet_stroboscopique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9quence_de_Nyquist
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Exemple 2.5.1. Si on observe une roue qui tourne a la fréquence f = 49tours/sec= 49Hz,

éclairée par un néon, 6 = %sec alors

fr = f + 50k tours/sec

et parmi cette liste de fréquences il y a pour £ = —1,une fréquence faible, f_; = —1 tour/sec
que notre perception va interpréter comme le vrai mouvement. Il nous semblera donc que
la roue tourne en sens contraire, lentement avec —1 tour/sec.

Exercice 2.5.2. (TP*) Faire un programme qui simule cet effet stroboscopique avec une
animation. (Utiliser cet exemple).

Exercice 2.5.3. Une roue de vélo avec N = 60 rayons symétriquement répartis, tourne a
une vitesse f = 5Htour/sec, éclairée par un néon de fréquence 6! = 50Hz. A quelle vitesse
fr nous semble t-il que la roue tourne ?

Solution 2.5.4. La périodicité est maintenant 1’écart entre deux rayons soit QW” La condi-
tion est donc

1 50
= —k=5+—k
9= IFENY T T 50
La valeur la plus faible de f; est obtenue pour £ = —6 donnant
50
6=0—6—=0
f-6 50

La roue parait donc immobile.

2.5.2 Effet stroboscopique sur une fonction sinus ou cosinus échan-
tillonnée

Observation : From wikipedia : ce graphique montre un signal sinusoidal de fréquence
f = 0,9 en rouge, échantilloné avec un pas s § = 1,0. L’échantillonage pourrait aussi
provenir du signal de fréquence f* = 0,1 en bleu (ou encore d’autres signaux de fréquences
notées =+ f; dans 'explication ci-dessous). Remarquer ici que f' = — ( f— %) noté —f_4
ci-dessous.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/python/cours_python.xhtml#magicparlabel-1397
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Explication : Le phénomeéne stroboscopique se produit sur un signal ¢ — cos (27 ft)
échantillonné avec un pas de temps d > 0 car

cos (2m ft) = = (™! + e~

1
2

est composé des deux fréquences f, — f. Donc d’aprés (2.5.1), aprés échantillonnage ce sera
équivalent a deux séries de signaux de fréquences

ifk:i<f+%k:>, kel (2.5.2)

Voici le graphe de £ f; en fonction de f avec § fixé.

On observe une périodicité et du fait des fréquences négatives — fi, on observe comme
un rebond du graphe des fréquences dans l’intervalle [0, 2—15} appelé repliement
des fréquences aussi appelé aliasing. Rappel : Fnyquist = % s’appelle la fréquence de
Nyquist. On peut aussi interpréter le résultat comme une symétrie de la fréquence f par
rapport & un axe k% avec k € Z de fagon a se ramener dans l'intervalle [0, %], mais le
plus clair est de retenir que le spectre est composé des fréquences (—f, f) périodisé avec

L. 1 .
une période 5 en fréquence.

Exemple 2.5.5. Voici un signal sinus de fréquence f variable et échantillonné a la fré-
quence F' = 44100Hz. Ecouter sinus aliasing.wav. Programme python sinus aliasing.py.
Dessin gif animé sinus aliasing.gif.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Repliement_de_spectre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Repliement_de_spectre
https://en.wikipedia.org/wiki/Aliasing
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_aliasing.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_aliasing.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/sinus_aliasing.gif
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2.5.3 Effet stroboscopique (aliasing) sur un signal périodique quel-
conque

Pour un signal périodique quelconque de fréquence fondamentale f > 0, on a vu en
(2.3.1) qu’il se décompose en somme de cosinus de fréquences f, = nf avec n € N et des
amplitudes correspondantes A,,. Il donc réellement composé des fréquences +f, = £nf.
Par conséquent, en appliquant la formule (2.5.2) on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.5.6. Un signal périodique de fréquence fondamentale f > 0 échan-
tillonné avec un pas de temps 6 > 0, est composé des fréquences

k
:I:fnﬁk:i(nf+g), avecn € N, k € Z.

c’est a dire que c’est le spectre original £nf périodisé en fréquence avec une période
1
5

Remarque 2.5.7. On dit aussi qu’il y a un rebond ou repliement (aliasing) de toutes ces
fréquences +f,, = nf dans l'intervalle [O, 2—15} .

Voici le schéma que 'on peut faire de ce résultat, correspondant au repliement du
spectre des fréquences :

bfﬂdlzcln.%u)m dea gl el W%&w/ Q@M%A”m <.
Mlpaz‘d"o "’/'/({)4 eoupT=

A

Remarque 2.5.8. si f et % ne sont pas commensurables, c.a.d. si fd ¢ Q alors I’ensemble
des fréquences £ f,, , est dense dans R. En pratique les amplitudes A,, décroissent de sorte
que la mesure est finie.

Conclusion 2.5.9. D’aprés la figure précédente on observe que les hautes fréquences du
signal original donnent composantes a basse fréquence dans le signal périodisé. Ce phé-
nomene est appelé “Aliasing” et est percu comme des parasites. Pour I'éviter il est
important de filtrer le signal original en ne gardant que les fréquences f € [—%, 2—15]
(appelé filtre basse fréquence a la fréquence de Nyquist Fxyquist = %) avant de 1’échantillo-

2
ner.
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2.6 Traitements particuliers du son musical

2.6.1 Modification d’un son périodique

Comme ’a montré la question 2 de 'exercice 2, un son parfaitement périodique n’est
pas trés agréable a ’écoute. Il plus agréable de perturber ce son de différentes maniéres.
Par exemple

— Le vibrato est une modulation de la fréquence. Cela se fait au violo, au trombonne,
a la voix.
— Le trémolo est une modulation de 'amplitude. Ce se fait a la flute, a la voix.

2.6.2 Détection du pitch d’un signal (presque) périodique

Un signal monophonique est un signal qui localement est presque périodique, i.e.
correspond localement & une note de musique. Cela provient en général d’une voix humaine
ou d’'un instrument de musique seul. En musique il peut étre intéressant de connaitres les
notes jouées, pour par exemple écrire la partition correspondante de fagcon automatique.
Dans cette section, on explore cette question.

Question 2.6.1. a partir d’un signal monophonique (i.e. un instrument seul) donné t —
u (t) comment détecter automatiquement le pitch (i.e. hauteur de note) au cours du temps

x(t)?

Solution 2.6.2. (détails ci-dessous) Nous avons vu que le pitch d’une note seule x (t)
est défini par la « période locale » T'(t) du signal. Un algorithme efficace consiste, pour
un instant ¢ donné, a considérer un court extrait du signal noté w(.) : ¢ — wu(t) et de
le comparer a lui méme décalé d'une durée 7 > 0. Ce signal décalé est la fonction notée

u(.+7):t—=u(t+7). Onnote C (1) = )4
’ ' ' [[u()]?

ot ||.|| est une norme comme la norme L? définie ci-dessous. La période T (t) est la valeur
de 7 qui minimise localement C' (7).

la mesure relative de cette différence
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Remarque 2.6.3. Cet algorithme a une latence (i.e. un retard) inférieur a Ty, qui est la
période minimale que ’on souhaite détecter. Par exemple si la note la plus grave a détecter
est C3, de pitch z¢, = 36, alors (2.3.7) donne fui, = 65.4Hz, Ty = 0.015 sec qui est une
latence acceptable. Cet algorithme s’adapte donc trés bien a une analyse audio en temps
réel.

En peut ensuite faire une transformée de Fourier sur une période 7' et déduire les
coefficients w,,, appelé “timbre”.

Cet algorithme est implémenté en langage wasm ici, section 5, ce qui permet d’utiliser
le programme dans un navigateur web.

2.6.2.1 Deétail de I’algorithme et programme

On présente ici les détails de 'algorithme esquissé en section 2.6.2.

Entrée :  Soit t,.x > 0 et une fonction w : t € [0, tyax] — () € R non identiquement
nulle.

Question : On veut savoir si u (t) se “répéte” avec une période T' € [O, t“f]

Algorithme : Soit 0 < 7 < ‘2= On note 77 I'opérateur de translation de 7
(TFu) (t) = u(t+7).

Soit .
C(r):

_ o
ull a0 )Hu T30l o, e
slmax


http://linuxmao.org/Latence
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/MOLT_explorer/
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ou par définition
tmax
2 2
T / (1) dt.

On remarque que
0<C(r)<4

2
enceffet llu = T2l ) < (1l 20y + Nili20m) < A1l B C (1) =0
implique que u = T7u c’est a dire que 7 est une “période”. Remarquer que pour 7 = 0, on
a C(0)=0.

En pratique on étudie numériquement la fonction C' (7) et on cherche un minimal local
inférieur a un seuil donné, par exemple C (1) < 0.1 et avec

0 < Thin <7 < Thpax

ol Thax < t“‘;" sera la période maximale recherchée (donc fréquence minimal f, = %)
max

et Tmin > 0 sera la période minimale recherchée (donc fréquence maximale fi.x = Tl. ).
min

Autrement dit on détectera des fréquences de notes dans U'intervalle f € | fumin, fmax]-

Exercice 2.6.4. (TP)”Detection automatique du pitch”. Appliquer ce programme
python pitch detection.py pour détecter le pitch z (¢) de ce fichier flute.wav, puis a trum-
pet.wav.

Pitch of the signal

C6

B 1 o,
A .'
AT e e— f _.,J"—I—E
G#_. - : i - L] L
G | ot | Semd v | P

pitch

Fa -
£
£

D#
oA
c#

c5 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 100 125 150 175

t(s):temps

Exercice 2.6.5. (TP*) Mesurer la fréquence et 'amplitude du vibrato (en 1/2 tons) de
la chanteuse Marian Anderson sur cet extrait de « They crucified my lord », a t = 112",
Puis sur des notes tenues sans vibrato du Contre ténor James Bowman sur stabat mater.
Enregistrer votre propre jeu a 'instrument ou & la voix et mesurer la justesse de votre jeu.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/pitch_detection.py
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/flute.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/trumpet.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/trumpet.wav
https://fr.wikipedia.org/wiki/Marian_Anderson
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/Lord_1_12.wav
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/Marian%20Anderson%20They%20crucified%20my%20Lord.mp3
https://www.youtube.com/watch?v=ytVA6r4UTug
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Solution 2.6.6. Solution Marian Anderson :

Pitch of the signal

C5
B -
A H
A -
G#
G -
F# &

tch

pi

-
E- N
D# -
D -
C# -

C4 T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

t(s):temps

On observe une fréquence de 6Hz et une amplitude jusqu’a +1 ton.
(*) Améliorer I'algorithme et le programme de détection de pitch, en effectuant une
interpolation quadratique pour la recherche du minimum local de C (7).

Piste de recherche :
— Comment détecter les pitchs d’un signal polyphonique? (mots clefs : multipitch
detection)
— Comment écrire la partition automatiquement avec lilypond ou autre ? Pour cela il
faut détecter les changement de pitch, leur valeur et la date de début et de fin.

2.6.3 Filtres
2.6.3.1 Définition et propriétés d’un filtre ou opérateur

Un filtre est une opération T qui transforme un signal u : ¢ — u (t) en un autre signal
v :t — v (t). Mathématiquement c’est donc une application dans 'espace des fonctions. En
mathématique on appelle cela un opérateur. Dans la suite, on utilisera donc le terme opé-
rateur ou filtre, de facon équivalente, selon que le contexte est plutot mathématique ou
plutot analyse du signal. On s’intéresse dans ce chapitre uniquement aux signaux sonores,
donc aux fonctions dépendant d’une seule variable ¢ € R, mais ce qui suit se généralise a
des fonctions & plusieurs variables. En analyse des images, on utilise 2 variables x, x5, en
analyse des vidéos, on utilise 3 variables 1, zo, t, etc


https://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre_(%C3%A9lectronique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Op%C3%A9rateur_(math%C3%A9matiques)
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On va considérer des opérateurs T' ayant les propriétés suivantes :

Opérateur linéaire si Vu,v fonctions et Va,b € C,
T (au+ bv) = aT (u) + bT (v)

Physiquement, cette propriété apparait de fagon approximative dans le régime des faibles
amplitudes (d’aprés le développement de Taylor). On peut alors penser & T" comme une
matrice et les signaux u, v comme des vecteurs, i.e. appliquer 'algebre linéaire. Dans le cas
d’un signal numérique échantillonné u = (u;) on peut écrire 'opérateur 1" sous la
forme matricielle

j=0—N-1°

N-1
(Tu); = Y Tijuy (2.6.1)
i,j=0
dans le cas d’un signal discrétisé. Les coefficients (75 ;) ;_,,y_, forment une matrice et
caractérisent 'opérateur. Si 9; = <O, .. 0, (1), 0... ] désigne un vecteur de base, on a

T, = (5/T5).

Dans le cas du temps continu ¢ € R, on écrit

(Tw) (t) = / T (t,t)u(t)dt’ (2.6.2)

et la fonction T (¢, t) s’appelle en mathématique le noyau de Schwartz de l'opérateur, et
en théorie du signal s’appelle la fonction de transfert en temps du filtre. Si §; désigne
la distribution de Dirac en ¢, on a2

T (t,t') = (6,|T6,).

Remarque 2.6.7. D’aprés (2.1.1) on peut écrire u (t) = (0;]u) et donc (2.6.2) s’écrit aussi
(0,|Tu) = / (0,6 Gy bt

qui est analogue a (2.6.1).

Remarque 2.6.8. Avec des signaux d’amplitude trop forte des effets « non linéaires » peuvent
apparaitre, cad non modélisable par un opérateur linéaire, comme la génération d’harmo-
niques. Voir Nonlinear acoustics. En particulier la génération des sons dans les instruments
de musique nécessitent des effets non linéaires (ex : instruments a vent, a archet. Les mo-
deéles linéaires suffisent pour les percussions et cordes pincées ou frappées), voir ce cours
d’acoustique musicale.

2 Bneffet (5[T00) = [T (11") o (") di" =T (1, 1)
2.6.2



https://en.wikipedia.org/wiki/Schwartz_kernel_theorem
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_transfert
https://en.wikipedia.org/wiki/Nonlinear_acoustics
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/
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Opérateur causal pour toute fonction u, et pour tout instant ¢, la valeur v (t) = (T'u) (t)
ne dépend pas des valeurs ultérieures w (t') avec ¢ > t. D’aprés 'écriture (2.6.1) cela
s’exprime par T; ; = 0 si j > ¢ et pour (2.6.2) cela s’exprime par T (¢,¢') = 0si ¢’ > t.
Remarque 2.6.9. Si on traite un signal sonore en « temps réel », on ne peut que utiliser
des opérateurs causaux (car le signal futur n’est pas connu), mais si on travaille « en
différé » c’est a dire avec un signal déja enregistré, il est possible et parfois utile d’utiliser
des opérateurs n’ayant pas la propriété de causalité. (Par exemple le décalage en temps,
opérateur de convolution, transformée par ondelettes etc)

Remarque 2.6.10. La causalité en physique est un fait observé, fondamental et presque
évident pour le bon sens appelé relation de « cause a effet », appelé en physique aussi fleche
du temps. Cependant la compréhension de ce phénomeéne est loin d’étre satisfaisante, car
les équations de la physique sont symétriques, donc pourquoi on n’aurait pas 7' (¢,¢') = 0
si t' < t au contraire? En art, cette question est évoquée dans le film récent « TeneT »,
2020.

Opérateur stationnaire Un opérateur 7' : u — v = T'u est stationnaire si un décalage
temporel de u a pour réponse le méme décalage temporel de v. Par exemple un filtre d’un
ingénieur du son, dont les paramétres sont fixés (ne changent pas au cours du temps), est
un « filtre stationnaire ».

En termes mathématiques, si 7, est 'opérateur de décalage temporel par 7 défini par

T u(t) = (Tru) (t) =u(t—71)
alors 'opérateur 7' est stationnaire si

VreR, TT,=T.T. (2.6.3)

Proposition 2.6.11. si T' est un opérateur linéaire stationnaire alors son noyau de
Schwartz vérifie
Tt)=Tt—1t,0)=x({t—1) (2.6.4)

qui est en fait une fonction x a une seule variable appelée réponse impulsionnelle
du filtre car c’est I’image de la distribution de Dirac dg par [’opérateur :

X () =T (t,0) = (T5) (¢) (2.6.5)

Démonstration. on écrit

(TTru) (t) = /T(t,t’)u (t'—7)dt' = /T(t,t' +7)u(t')dt’

(T:Tu) () = / T(t—7.t)u(t)d


https://en.wikipedia.org/wiki/Arrow_of_time
https://en.wikipedia.org/wiki/Arrow_of_time
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donc (2.6.3) implique T (t,t' + 7) =T (t — 7,t'),Vt,t', 7. En particulier, posant ¢ =t + 71
et 7 =1 cela donne

Tty =Tt —7t"—7)=T(0,t"—t),Vt, "

Si on applique l'opérateur T" a la distribution de Dirac dy, on obtient

(Tdo) (t) oo / T (t,t") o (t')dt' = T(t0).

(2.1.1)

O

Transformée de Fourier appliquée & un opérateur stationnaire Pour une fré-

R donné 2nf R 2rft ¢ C la f i 1¢ de d
quence f € onnée, notons e teR e € a fonction appelée mode de
Fourier de fréquence f. Considérons “I’élément de matrice” suivant de 'opérateur dans la
base de Fourier :

<€i27rf.‘Tei27rf’.> _ //eiQWftT (t,t’) €i2ﬂ-fltldtdt/. (2.6.6)

Dauns le cas particulier d’un opérateur stationnaire, avec la réponse impulsionnelle y (%) (2: :
6.5
T (t,0), on introduit la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle appelée fonction

de transfert en fréquence :

()= F00) = [ (2:6.7)

Voici un résultat trés important en théorie du signal montrant I'intérét de la transforme
de Fourier

N

Théoréme 2.6.12. Pour un opérateur stationnaire T de fonction de transfert H,
on a

(e Te™ "y = H (f) 6 (f' — f)

autrement dit l'opérateur est diagonal dans la base de Fourier.

Démonstration. On observe que

i2nf. | ppi2rfy —i2nftp (g 4 2T Jrdy — —i2nfty (4 ¢ 27 gt
(™| Te >(2.6.6)//6 (t.t)e (2.6.4) ‘ x( e

On effectue le changement de variable t — ¢ =t — ¢, et on utilisera que [ e>(/'=H¥qt’ =

5 (f" = 1),

<ei27rf. |T€i27rf // —i2m f(t" 4t ( ,/) i2m f't ldt//dt / / 7127rft// // z27r(f -t dt//dt/
o(f = 1)

(267


https://en.wikipedia.org/wiki/Transfer_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Transfer_function
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Remarque 2.6.13. Le Théoréme 2.6.12 a été utilisé la premiére fois par Joseph Fourier pour
étudier 1'équation de la chaleur, dont le générateur (sur R"™) est 'opérateur Laplacien A
qui est un opérateur stationnaire. Il a découvert la transformée de Fourier dans ce but.

Manifestation de la causalité La propriété de causalité de 'opérateur T qui est que
X (t) = 0sit < 0, implique que f — H (f) est holomorphe sur Im (f) < 0. En effet en
posant f = a+ ib avec a,b € C, on a

+o0 +oo
H (f) :7) /0 €—i27rftX (t) dt = A e—i27rat627rbtx (t) dt

(2.6.

qui est convergent pour tout b < 0. Voici une caractérisation compléte de la propriété de
causalité.

Théoréme 2.6.14. (Théoréme de Paley-Wiener). Considérons un opérateur T
stationnaire. T est causal, c’est a dire x(t) = 0 pour t < 0 si et seulement
si H € H*(C_) = L?*(C_) N Hol(C_) appelé espace de Hardy avec C_ :=
{z € C,Im (2) < 0}.

Définitions
— Le module

G (f) = [H (])]

est appelé le gain du filtre. On peut aussi mesurer le gain en décibels :

Gag (f) = 10logyg (|H (f)|2) = 201log,, G (f)-

Les courbe f — Gap(f) et f — arg(H (f)) €] — m, 7] (de la phase) s’appelle le
diagramme de Bode.
— La bande passante est I’ensemble des fréquences f telles que

B = {feRt.q. Gf) > %max(G)}

— Sion considére lopérateur dérivée (Tw) (t) = %% alors c’est un opérateur stationnaire
et
A o . d o ot : /
<6127rf.|T6127rf > _ /6—227rfta <6z27rf t> dt = iQWf//GZQW(f —f)tdt _ Z27Tf/(s (f/ _ f)
donc
H(f)=1i2nf.

Inversement, un filtre stationnaire donc la fonction de transfer (localement) H (f) =
Cf avec C € C est appelé filtre dérivateur.


https://en.wikipedia.org/wiki/Paley%E2%80%93Wiener_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/H_square
https://fr.wikipedia.org/wiki/Diagramme_de_Bode
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— Si on considére l'opérateur intégration (T'u) (t) = fot u (') dt’ alors c’est un opérateur

stationnaire et

t
<€i27rf.’T€i27rf’.>_/ei27‘rft/ eiZﬂf’t’dt/dt:
0

o g1 1
2 (f —f)t _ I
i27rf’/e dt z'27rf’§(f f)

donc 1
H(f)= :
(/) 2m f
Inversement, un filtre stationnaire donc la fonction de transfer (localement) H (f) =
C’% avec C' € C est appelé filtre intégrateur.

2.6.3.2 Filtres actifs avec les amplificateurs opérationnels

Reéférence : http://courelectr.free.fr/AOP/AOP.HTM qui fait partie d'un cours plus

général d’eléctronique pratique.

2.6.3.3 Exemple d’un filtre d’ordre 1 & temps continu

Exercice 2.6.15. Considérons le circuit électronique analogique suivant avec une résis-
tance R et un condensateur C :

Le signal en entrée est la tension u (t) et le signal en sortie est la tension v (t). L’opé-

rateur (ou filtre) qui nous intéresse est ici la transformation 7' : u — v.

1. Montrer que v est solution de I’équation différentielle ordinaire d’ordre 1 (cad faisant

intervenir la dérivée premiére de v)

dv 1
= ——u(t) +u(l) (2.6.8)

1

avec 7T = RC*

2. En supposant u (t') = 0 et aussi v (t') = 0 pour tout t' < ¢, (avec ty date de départ

donnée), montrer que la solution est

v(t) = /t @0y (') dt . (2.6.9)


http://courelectr.free.fr/AOP/AOP.HTM
http://courelectr.free.fr/BASE/ELEC.HTM
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_diff%C3%A9rentielle_ordinaire
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Remarque 2.6.16. D’aprés cette expression, remarquer que v (t) s’obtient comme
une moyenne de u (') sur les temps ¢’ antérieurs et un poids exponentiellement dé-
croissant. Ce moyennage efface les fluctuations de u a petites périodes et ne conserve
que les fluctuations de grandes périodes T' >> 7 (ou basses fréquences f = % < %)
Ainsi on appelle T un filtre passe bas de fréquence de coupure f, = ==

27T
3. Posant v = Tu, T est-il un opérateur linéaire ? Quelle est I’expression du noyau de
Schwartz (ou fonction de transfert) 7' (¢,¢') de T'? T est-il un opérateur causal ?

4. Calculer la réponse impulsionnelle du filtre y (), c’est a dire la solution v, si en
entrée on impose une distribution de Dirac u = 6o 7

5. Calculer la fonction de transfert en fréquence H (f) du filtre et son module |H (f)].

Solution 2.6.17.

1. Sii(t) est le courant dans le circuit, on a i = C’% et u = Ri 4 v donc

dv
u=RC— +v
dt
@dv 1 N
—=—v+u
dt T
1
avec T = p5-

2. On peut utiliser la méthode de de la variation de la constante ou principe de Du-
hamel. L’équation homogene % = —1v a pour solution v () = v (0) e™*/". On pose
alors v (t) = C (t) e¥/7. Alors

d 1 . 1 1
& vtue CeT - Zy=—"vtu
dt T T T

o C=e'"y

donc en supposant u (t') = 0 si t’ < ty par exemple,

et
t
v(t)=C(t)e " = / T () dt'.

—0oQ
satisfait bien la condition limite v () = 0 si ¢t < t.
3. On a bien T (uy 4+ u2) = Tuy +Tuy et T (Au) = Au d’aprés la linéarité de 'intégrale
donc T est bien un opérateur linéaire. D’aprés la définition (2.6.2), on écrit

o (t) = /_ T )t

o0


https://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre_passe-bas
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9quence_de_coupure
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_de_variation_des_constantes
https://en.wikipedia.org/wiki/Duhamel%27s_principle
https://en.wikipedia.org/wiki/Duhamel%27s_principle
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avec le noyau de Schwartz

(t'—t)/7 .
e sit <t
T(t’t/>:{0 sit! >t

Donc T est bien un opérateur causal.

4. Siu = oy, alors

e T st >0

. (2.6.10)
0 sit<O0

x (1) =/+°°T<t,t'>ao (t)dt =T1,0) :{

—0o0

appelée réponse impulsionnelle du filtre.

5. La fonction de Transfert est la transformée de Fourier de y :

+o0o
H (f) _ /e—iZWftX (t) dt = ) / €—i27rft6—t/7dt
0

(2.6.10
+o0 )
0 (—i271'f — %) 0
B 1
Cierf 4L
Alors ,
1 T
|H (f)]” = =
=) gy (%Tf)f

est une Lorenztienne centrée en f = 0 de largeur en fréquence f. = % La fonction

| |
fec_)H(f):iQWf—i—%:z'Qw(f 0y

T 2nr

est méromorphe sur C et admet un pole en f = =

2nT”

Remarque 2.6.18. En théorie du signal on dit que T est un filtre linéaire d’ordre 1 car
v est solution d’une I’équation différentielle d’ordre 1, (2.6.8).

2.6.3.4 Filtre numérique, temps discret, signaux échantillonnés (uj)j
Si v = (vg,v1,...vx_1) € RN est un signal échantillonné, avec pas de temps 0 < § < 7,

on définit la dérivée discréte par

1 .
v-:ZS(ij—vj), j=0...N =2


https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_lorentzienne
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Remarque 2.6.19. C’est en fait le taux d’accroissement de la fonction v () sur un intervalle

de temps ¢ appelé aussi différence finie. On aurait aussi pu définir v} := % (vj —wv;_1) ou

v := 55 (vj41 — vj_1) qui sont des définitions différentes mais deviennent équivalentes dans

le limite des « variations lentes » de wv.

L’analogue de I’équation différentielle ordinaire (2.6.8) est 1’équation suivante appelée
équation aux différences finies;

1 1 .
s —y) = —cuty, V)

1
< Vjy1 = Uj + 6 (—;Uj + Uj) , VJ
)

Cette derniére formule permet de construire le signal v a partir du signal u par récurrence
sur j.

Exercice 2.6.20. (TP)”Filtre discret d’ordre 1”. Utilisant la formule (2.6.11), pro-
grammer en python une fonction qui en entrée prend le signal u = (ug, u1,...uy_1) et en
sortie renvoit le signal v = (vg, vy, ...vy_1) définit par (2.6.11). Appliquer ce filtre & un
signal sonore (pour une fréquence de coupure f. bien choisie) et écouter.

Exercice 2.6.21. (*) Exprimer la solution de I’équation 2.6.11, c’est a dire exprimer v; &
partir du signal en entrée (u;);. Retrouver (2.6.9) dans la limite § — 0. Commenter.
Solution 2.6.22.

1. On a

0
V; = Vi1 <]_ - ;) + (5Uj_1

)
Vj—1 = Vj-2 (1 - ;) + 5uj_2

5 5\’
vjzéuj_1+5 1—; Uj_g—l—(; 1—; Uj_g—f-..‘

5 k
= (SZ (1 — ;) Uj—f—1

k>0

etc donc

qui est une série convergente si 0 < 0 <7< 0 < (1 — g) < 1.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Diff%C3%A9rence_finie
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2. Dans la limite % < 1, vérifions que l'on retrouve 'expression en temps continu

(2.6.9). On écrit
S\ *
1— = — ekln(l—g)
-

(1) -eo(()

v=0) <1 - g)kufk’l = 52619(_%0((%)2))%%71

k>0 k>0
Posant ¢, = 0k, et v; = v (¢;)

oity) =63t A )y (1, )
k>0
=4 Z et/ Tt O(3E )y, (tj—k-1)

k>0

Or e 0(F) = 14 1,0 (5) et 6 Xm0 w (t) = [w (') dt’ (14 O (5)) done

v(t;) =0 e T (1 + 10 (%)) w (ti_p—1)

k>0

Le passage a la limite 6 — 0 donne

v (t) = / et —t)dt'.
0

qui est (2.6.9).

Remarque 2.6.23. C’est un cas particulier de ce qui s’appelle Filtre a réponse impulsionnelle
infinie ou [IR, Infinite impulse response. En théorie du signal numérique ce sont des filtres
trés utilisés car ils sont inspirés des phénomeénes physique (comme ici un circuit électronique
ou filtre analogique) et « sonnent » donc réalistes ou naturels. Le filtre précédent est d’ordre
1, car v;41 dépend de u;,v;. Dans un filtre d’ordre n, v; dépend de v;_j, u;_ avec k =
1,...n.

Exercice 2.6.24. (TP) « perception des voyelles et du langage » Dans Audacity,
charger le fichier Voyelles Par Malik.wav, I’écouter. Avec Menu/Analyse/Tracer le spectre
et choisissant l'option axe fréquence logaritmique, vérifier que la fréquence des voyelles
émise est f; = 160Hz, soit Cy4. Quelles sont les fréquences de harmoniques fo, f3, f17


https://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre_%C3%A0_r%C3%A9ponse_impulsionnelle_infinie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre_%C3%A0_r%C3%A9ponse_impulsionnelle_infinie
https://en.wikipedia.org/wiki/Infinite_impulse_response
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/Voyelles_Par_Malik.wav
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1. Avec Menu/Effets/Filtres classiques.. appliquer un filtre Butterworth passe bas,
d’ordre 6, et de fréquence de coupure f. = 500Hz. Tracer le spectre et vérifier
que les harmoniques hautes sont coupées. Ecouter. Reprenez le signal de départ et
appliquer le méme filtre passe haut. Que remarquez vous ?

2. Essayez de méme avec votre propre voix enregistrée. Conclusion ot se situe l'infor-
mation pergue sur les voyelles ?

Exercice 2.6.25. (*) Le schéma électronique du filtre Butterworth d’ordre n est le suivant.

Ecrire I’équation différentielle ordinaire associée (analogue a (2.6.9)) et écrire I’équation
aux différences finies analogue a (2.6.11). Ecrire une fonction en python pour ce filtre.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre_de_Butterworth
https://en.wikipedia.org/wiki/Butterworth_filter
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Chapitre 3

Perception du son

Dans ce chapitre on décrit le transfert d’information entre un signal sonore p (t), i.e. va-
riation de pression, a I'entrée d’une oreille (ou de chaque oreille) jusqu’a la perception
consciente d’un son et ses caractéristiques par 'individu. Tous les mécanismes physio-
logiques qui participent a ce transfert d’information, s’appelle le systéme auditif. Cette
description sera en fait trés partielle pour la principale raison que la plupart des mécanismes
sont encore mal compris voir totalement inconnus comme ce qu’est la “la conscience” qui
est ’étape finale de ce transfert. De plus le signal n’est pas vraiment transféré mais plutot
“analysé” “filtré” et “transformé” de facon assez complexe par les étapes situés entre 'oreille
et le conscient, appelé “inconscient”. Seuls quelques unes des caractéristiques du signal sont
extraites et transformées de multiples fagon. Cela conduit a des illusions auditives que nous
décrirons.

123


https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_auditif
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3.1 Description du systéme auditif

Voici une description rapide des différentes étapes (plus détaillées ensuite) :

— Un partie de 'onde de pression (le son) qui arrive au voisinage des oreilles est diffusée
par le pavillon (voir aussi pavillon). Une partie de 'onde entre dans le conduit auditif
et atteint la membrane du tympan.

— La membrane du tympan se met en mouvement et transmet ce mouvement a la
cochlée via trois os qui sont articulés : marteau, enclume, étrier. Il semblerait que
la présence de ces os intermédiaires permette une bonne transmission de 1’énergie
sonore qui seraient réfléchie sinon. Un autre role de ces petits os est qu’ils servent
de “fusible” : si le signal est trop fort, les os se bloquent et évitent de transmettre
une énergie trop forte aux organes auditifs suivants.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pavillon_de_l%27oreille_(anatomie_humaine)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pavillon_de_l%27oreille
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tympan_humain
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Oreille externe Oreille moyenne Oreille interne
marteau canaux ramifications
membrane semi-circulaires  cochléaires

pavillon du tympan et vestibulaires
[ du nerf auditif

{ou limagon)

trompe
d"Eustache
conduit auditif étrier

L'appareil auditif

— Dans la cochlée il y a un fluide qui recoit les mouvements de vibration de la part de
I’enclume, et ces mouvements pénétrent dans la cochlée qui est formée de conduits
enroulés en colimagon. Le long de la cochlée, il y a une membrane appelée mem-
brane basilaire dont la taille dépliée est 10cm par lem , et qui est en contact de
tout son long avec des milliers de petits cils, appelées cellules ciliées. Les fréquences
aigués restent au début de la cochlée alors que les fréquences graves pénétrent tout
le long de la membrane basilaire jusqu’au bout de la cochlée.

— Chagque cil est comme un résonateur. Il peut se mettre en mouvement sous l'influence
de la membrane basilaire. Il libére alors des ions qui excitent des terminaisons ner-
veuses de neurones, des dendrites. Photo de cils, & ’échelle = 15um :

it 4’ -‘Z.o.(.' I;;'.I-i.

Y YN NN
NN NNT I
Yt i

— Il'y a donc des milliers de dendrites issues de ces cils (i.e. fils conducteurs) qui trans-
mettent des influx nerveux venant spécifiquement de chaque cil. Toutes ces dendrites
sont regroupées en paralléle dans le “nerf auditif” qui envoie cette information trés
riche au cerveau.

— L’information nerveuse est analysée par différentes parties du cerveau. Ne nombreux
calculs sont effectués par des algorithmes mal connus ou non connus. Tout cela est
inconscient, c’est a dire non pergu par la personne elle méme. Certains résultats de
tous ces calculs et analyses sont convoyées vers des zones du cerveau qui participent
a la “conscience”, c’est a dire aux événements pergus par la personne.

Voici une description de quelques aspects de cette analyse du son depuis son entrée dans


https://fr.wikipedia.org/wiki/Neurone
https://fr.wikipedia.org/wiki/Dendrite_(biologie)

126 CHAPITRE 3. PERCEPTION DU SON

le pavillon de 'oreille jusqu’a ce qu’il atteigne la conscience.

3.1.1 Le pavillon de I’oreille

Nous avons deux oreilles, chacune captant un signal sonore et le pavillon de chaque
oreille est tres “sculpté”. Cela semble essentiel a la perception tri-dimensionnelle du son.
— Regarder cette vidéo et les liens donnés qui suggére que la forme complexe du
pavillon est utile a la localisation 3 dimensionnelle du son. En particulier regarder
cette expérience que vous pouvez faire vous méme : elle consiste & coller de la pate
a modeler sur son oreille pour modifier sa géométrie et remarquer, les yeux bandés,
que 'on ne sait plus localiser 1'origine spatiale des sons. Il parait que si on garde
la nouvelle géométrie quelques semaines, le cerveau se reprogramme, grace a la
synchronisation avec la vue, et la perception spatiale revient (mais re-disparaitrait

si on revenait & la forme initiale de l'oreille!).
s g -

— Dans cette vidéo de la BBC | on voit un renard qui se concentre sur la localisation
3 dimensionnelle de sa proie cachée sous une épaisse couche de neige.

Ref: Labo de Brams

Exercice 3.1.1. (TP) “Pavillon de l’oreille et localisation du son”. Essayer de re-
produire les expériences ci-dessus.

3.1.2 Cils

Les cils sont situés dans la cochlée et fonctionnent comme des résonateurs. On a étudié
le modéle d'un résonateur en Section C.7. Les paramétres importants sont la fréquence
de résonance fy et la largeur de résonance Afy. On peut convertir fy et Afy en unité de


https://www.youtube.com/watch?v=-nAGXmUi6j0&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://youtu.be/-nAGXmUi6j0?t=309
https://auditoryneuroscience.com/spatial-hearing/fox-hunting
https://www.brams.org/
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pitch, c’est & dire demi-ton, d’aprés (2.3.5), donnant respectivement zq, Azg. Voici I'ordre

de grandeur pour différents cils, d’aprés Rossing ( ), p.74 :
| f(Hz)  [100 [ 200 | 500 | 1000 | 2000 | 5000 | 10000 |
Af (Hz) 90 | 90 | 110 | 150 | 280 | 700 | 1200
zo (en note) Gs | Gy | Bs | Bg B; | Ebs | Gbg
Azg(enzton) | 15 | 7 [ 4 | 25 2 2 3
) £
)’ 4 5 |
o | Bé6
B5
My OO @ -
\ U |
33 G4

Il est important de remarquer dans ces données que la précision Az en unité de pitch
(demi-ton) est supérieure a 1 alors que la perception consciente donne une précision bien
meilleure, de 'ordre de 1/10 pitch, voir Section 3.3.4. Cela suggére que le raffinement de
la précision se fait dans une étape ultérieure de ’analyse, dans le cerveau.

3.1.3 Physiologie du cerveau

A la date actuelle (2021), on connait trés peu, voire pas du tout, les mécanismes précis
d’analyse du son dans le cerveau. Le fonctionnement collectif du cerveau est encore mys-
térieux '. Par exemple on ne sait pas du tout ol et comment fonctionne la mémoire, ni
méme ce qu’est précisément la “conscience” et ol et comment fonctionne t-elle. Référence :

( ). Voici cependant quelques observations et considérations.

— Noter que le temps de réponse d’un neurone est supérieures & 20ms soit une fré-
quence inférieure a 50H z. Ainsi I'analyse du timbre d’un signal audible u (¢) sur des
fréquences f > 100Hz ne peut pas étre une analyse temporelle faite dans le cer-
veau mais serait plutdt une analyse de la transformée de Fourier |(Fu) (f)|? Cela
se confirme par le fait que notre perception est insensible aux phases? Ce temps
de réponse détermine la latence acceptable en musique : At = 20ms, i.e. un
décalage temporel perceptible. On a déja vu que sur cette durée At le son se pro-
page dans I'air sur une distance L = cAt = 343 x 20.1073m = 7m. C’est donc une
distance au dessus de laquelle la latence peut étre perceptible.

1. Remarquer par exemple que par rapport a il y a 10000 ans, les progrés de la connaissance scientifique
ont apporté des bouleversement dans nos conditions de vie : transport, logement, nourriture, médecine de
la plupart des organes de notre corps. Une exception notable est le cerveau qui reste totalement mystérieux.
Une conséquence est que tous les problémes reliés aux mauvais fonctionnement du cerveau, états d’humeur
des personnes, personnalités extravagantes, anxiété, maladie mentales, affectant les relations humaines,
tous ces problémes sont présents de nos jours comme il y a 10000 ans. Quasiment aucun progrés n’a eu
lieu sur cet aspect déterminant de la qualité de vie.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Musique_en_r%C3%A9seau#Temps_de_latence
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— Par imagerie IRM, on observe que les calculs liés & la parole et la résolution tem-
porelle du son sont effectués dans la partie gauche du cerveau, alors que ’analyse
de la résolution fréquentielle, dont la musique sont effectués dans la partie droite,
cf Conférence de Christine Petit a 32’.

3.2 La voix et les signaux periodiques

L’appareil auditif est trés adapté a la perception de la voix humaine. Pour cette raions,
dans cette section nous décrivons la voix humaine, comment elle est générée et pergue.

Chez les humains, la voix est apparue entre —2 millions d’années (sons) et—50000 ans
(parole). Des recherches récentes font remonter apparition de la parole a —20.10° ans. La
parole a un role social pour la communication, pour palabrer, pour I’échange d’informations

On peut imaginer que notre cerveau est programmé (de fagon inné et/ou acquise) pour
percevoir particulierement (i.e. analyser) certains sons qui nous sont importants comme :

— Sons de la voix humaine

— Sons d’une source d’eau, de la pluie, de 'orage

— Bruits inquiétants dans le silence : craquements de branches, respirations

— Bruits du cceur de sa maman, de la respiration ...

Reéférences :
— voir cet article sur 'origine du langage.
— Ce livre de Harari Dauzat & Harari (2015) sur 'histoire et les aptitudes de I'espéce
Homo Sapiens.
— Schroeder el al. (2007, chap.16).


https://www.college-de-france.fr/site/christine-petit/course-2016-03-03-10h00.htm
https://lejournal.cnrs.fr/articles/depuis-quand-parlons-nous
https://lejournal.cnrs.fr/articles/aux-origines-du-langage
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3.2.1 Observations générales sur la voix
3.2.1.1 Cordes vocales, forme de la cavité buccale

La voix est générée par la mise en vibration des “cordes vocales” qui ne sont pas vérita-
blement des “cordes” mais des muscles sous tension, sous le flux d’air venant des poumons :

Valleeula

ibercle of epiglottis
- Vocal fold

Ventricular fold
~

™ Corniculate cartilage

Trachea

Video des “cordes vocales” en action.

Les cordes vocales produisent un signal sonore (presque) périodique que l'on qualifie
de voyelle. Voir Section 2.3 sur les signaux périodiques. En fait toute la cavité buccale
participe a sculpter ce signal. Cela correspond & des positions précises de la langue, du
palais, etc.. Voir cette Video.

Le signal sonore produit et donc la voyelle prononcée dépend de la forme de la cavité
buccale.

Exemple 3.2.1. Par exemple, voici des voyelles chantées par Malik Mezzadri sur une
fréquence fixe de f = 130Hz (note Cj). Voici le signal (mesuré avec un micro) pour les
voyelles “ON” et “A” sur quelques périodes T' = 1/f = 7ms. On observe en effet que le
signal est (presque) périodique et dépend de la voyelle :

signal signal
= [ 00—
Zhoo|— B +
1000 ﬁ 2000 ’E{J
o 0 N

-1000— 2000
2000 r

5 -4000(—
3000 C

C 5000 —
-4000— r

I RN NETE SR T SN TEE SRR FETHl FENEE ST B000H o Lo b b e b Lo b e
0285 0.3 0.305 0.31 0.315 0.32 0.325 0.33 0.335 0.305 0.31 0.315 0.32 0.325 0.33 0.335 0.34 0.345
t

1


https://fr.wikipedia.org/wiki/Corde_vocale
file:https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/laryngoscopy.mp4
file:https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/spontScaled.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/voyelles_par_Malik2.mp4
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Remarque 3.2.2. la vitesse du son dans 'air étant v = 330m/s la longueur d’onde est donc
A =v/f =2,50m. L’intensité est de 'ordre de 70dB.

On a expliqué dans la Section 2.3 toutes les propriétés des signaux périodiques, en
particulier que la transformée de Fourier est discréte et répartie sur les multiples f, =
n f,n > 1, appelées harmoniques. Pour chaque harmonique n > 1, il y a un coefficient de
Fourier de module |t,| > 0. Cet ensemble (|@,),~, s’appelle le timbre du signal.

On peut aussi communiquer en parlant sans les cordes vocales, i.e. en “chuchotant”.
L’avantage de la voix chantée (i.e. avec les cordes vocales) est peut étre qu’elle est mieux
percue parmi d’autres sons ou bruits.

3.2.1.2 Les formants

Pour la voix humaine, on observe que l'enveloppe des coefficients de Fouriers (|a,]),,
posséde quelques maxima a des fréquences Fi, Fy, ... appelés formants. Ces fréquences
Fy, F,, ... dépendent de la voyelle prononcée.

D’aprés Chevalier p.53, la valeur des deux premiers formants F}, F5 suffit & déterminer
la voyelle prononcée d’aprés le schéma suivant. Les formants F3, F; apportent des nuances.
Certains chanteurs ont un formant supplémentaire spécial entre F3 et Fj.

Iy (Hz) f(Hg)
2000 i 2000
a d
1000 1000 2
u o 2
500 1000 Fi (Hz) i ¢ a o ou

FIGURE 3.2.1 — Valeurs des formants I}, F5 en Hz, pour différentes voyelles.

3.3 Du signal sonore a la perception consciente

Dans la section 3.1, on a décrit le systéme auditif. Dans cette Section, on va considérer
le systéme auditif comme une “boite noire”, c’est a dire dont on ne connait ni le contenu ni
le fonctionnement. Seulement, on va considérer que le systéme auditif recoit en entrée : un
signal sonore, ¢’est a dire une fonction t € R — u (¢) € R et donne en sortie une “perception
consciente” c¢’est a dire des sensations que I'on peut exprimer.

3.3.1 Définition de la perception sonore

Question 3.3.1. Pour un son donné u, identifier les caractéristiques A (u) qui sont dé-
tectées au niveau de la perception consciente et les représenter, et décrire [’association

u— A(u).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Timbre_(musique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formant
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__ Perception consciente

o o A(u)

Son — \

On notera S (R;) 'espace des fonctions ¢ — u (t) en entrée (précisément c’est I'espace
de Schwartz (C.3.1), mais cela n’a pas d’importance ici).
On notera &£ 'espace des perceptions conscientes des sons et

JSRy) =€
A'{u — A(u)

I'application qui & un signal sonore u associe une perception consciente A (u).

Remarque 3.3.2.

— L’espace d’entrée S (R;) est bien définit. (il faudrait cependant rajouter une norme,
ce que 'on fera). Mais la suite est trés vague et pas bien définie : quel est cet espace
E 7 quelle est cette application A7 Comme mieux les définir ?

— On peut déja remarquer que £ et A doivent dépendre de 'individu. On a stirement
pas tous les méme perceptions des sons, méme si de nombreux aspects sont partagés
(comme le fait que personne ne pergoit les ultrasons, f > 20000Hz et les infra sons
f < 20Hz).

— Pour deviner l'espace &£ et l'application A on peut effectuer des expériences de
psychoacoustique.

Voici une définition de A et &£ trés grossiére mais qui nous permettra de progresser vers
leur recherche.

Définition 3.3.3. Pour une personne donnée, on définit la relation d’équivalence ~
entre deux signaux sonores :
U ~ U

si la personne de les distingue pas consciemment. On définit I’espace des percep-
tions sonores £ comme 'espace quotient

=S8R,/ ~

et 'application perception sonore A : u — [u] € £.

Commencons donc a explorer cette relation d’équivalence ~ par quelques observations.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Psychoacoustique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Topologie_quotient
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3.3.2 Perception du temps

On estime que l'on pergoit la position temporelle d'un signal avec une précision supé-
rieure a
At > 0.1s (3.3.1)

3.3.3 Perception de l'intensité

En Section 1.3.6 on a défini I'intensité d’un signal sonore en décibels (dB). L'intervalle
maximal de perception a f ~ 1000Hz est

1€[0,120] dB.

ot [ = 0dB est le seuil minimal de perception, I = 120dB est le maximum (ensuite c’est
intolérable, voir destructeur) et la précision de perception vers 1000Hz est

Al >1dB

C’est a dire que 'on ne distingue pas de différence entre deux signaux us = Au; avec une
constante de proportionnalité

1
10070 = 0.8 < \ < 10Y/1° = 1.26.

3.3.3.1 Courbes isophones

T h L 120 |-
120
110 T~ | 4 1]
~_| I
100 100 L )
| 90 [~/
80 - 80 T AL
N | 0 ] T L—
60 \ —— 60 ] b,
—~L_| 0 |
T~ 10 [
40 — T
~Ll[][30
Nl 20 T 117 %
20
10 [~ /
0 0 I~ i
\_.—/
2 0 500 1000 5000 10000

f(Hz)

FIGURE 3.3.1 — Ce diagramme appelé courbes isophones de Fletcher-Muson montre des
valeurs (f, ) dans le plan fréquence-Intensité qui donne la méme perception d’intensité.
Par exemple un signal I = 40dB a f = 100Hz est a peine audible, comme I = 0dB a
f = 1000Hz.
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Voir aussi la définition des décibels dBA SPL, voir (n.d., p.10). Les courbes de
la figure 3.3.1 sont mesurées par des expériences de psychoacoustiques avec des signaux
sinusoidaux : u (t) = Asin (wt), avec w = 27 f

Observer que sur la figure 3.3.1 écart entre les courbes isophones dépend de la fré-
quence. Une conséquence importante est que en musique, pour un “mixage” de deux (ou
plus) instruments jouant & des hauteurs (fréquences) différentes, si I'on souhaite réduire
I’ensemble de “10dB” par exemple, il faudra réduire différemment les intensités de chacun
selon sa fréquence.

3.3.3.2 Réverbération

Par définition, en acoustique musicale, si un signal s’éteint progressivement, on dit qu’il
y a de la réverbération. Plus précisément

s B

Définition 3.3.4. Si un signal décroit exponentiellement comme
w(t) =u(0) 1077

alors on appelle
Treverb = 67

le temps de réverbération. De facon équivalente
U (t + Toverb) = 107% (2)

I (t + Tevers) = I (t) — 60 dB

3.3.3.3 Mesure de l'intensité dans les synthétiseurs

Les synthétiseurs communiquent avec le langage MIDI. L’intensité d'un son est codé
par le parameétre appelé “velocité” v € [0, 127], qui est proportionnel & 'amplitude du signal
d’aprés les spécifications MIDI. Cela est curieux, on penserait plutot a v fonction affine du
log du 'amplitude ?

— Voir ce document.

3.3.3.4 Effet de masquage

Un son grave suffisement intense masque un son aigu plus faible, c’est & dire que 'on
ne percoit plus le son aigu. Mais I'inverse n’est pas vrai : un son grave faible est toujours
percu meme en présence d'un fort son aigu.

Exemple 3.3.5. si il passe un train générant des sons graves forts trés de nous, alors on

ne s’entend plus parler. Mais si une alarme aigué sonne, on s’entend encore parler.
L’explication physiologique de ce phénomeéne serait que le long de la membrane basilaire

dans la cochlée, les capteurs des sons aigus sont a I'entrée et ceux des sons graves sont au


https://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9cibel_A
https://www.cs.cmu.edu/~rbd/papers/velocity-icmc2006.pdf
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bout terminal. Le signal d’un son grave passe devant les capteurs des sons aigu pour aller
au bout, mais pas l'inverse.

3.3.4 Perception du pitch des notes (fréquences)

On entend seulement les fréquences f comprises dans l'intervalle
f € [20 Hz, 20000 Hz].

Cela dépend des animaux (n.d., p.9).
Pour des notes pures (i.e. signal périodique sinusoidal qui est un mode de Fourier) la
précision de perception de la fréquence f est en unité de pitch

F(Hz) | 250 [ 500 | 1000 | 2000 | 8000
Az (pitch) | 0.17 | 0.03 | 0.05 | 0.04 | 0.16

Cela est extrémement précis, largement inférieur a la précision en fréquence des cils,
voir Section 3.1.2, par exemple & f = 1000H z :

1

Ag —
700

(Ax>cils
On pense que cette grande précision de perception du pitch est obtenue grace a des algo-
rithmes dans le cerveau, non encore observés ni compris.

Remarque 3.3.6. La précision de perception du pitch indiquée dans le tableau précédent
montre que I’échelle des notes tempérées, Définition 2.3.37, écartées de Ax = 1 pitch, est
tres grossiére par rapport a notre perception.

Remarque 3.3.7. A cause de cette grande précision en pitch de notre perception, la fabri-
cation d’un instrument de musique demande une grande précision, inférieure a 10~2mm
( ). (vef : article 1996, Aeroacoustics of Musical Instruments)

3.3.5 Perception et principe d’incertitude en temps-fréquence

Nous avons mentionné en Section 7?7, le principe d’incertitude en temps fréquence,
concernant la quantité d’information limitée par la mesure dt df.
Par exemple, considérons une note Cs de pitch x = 60 avec une précision Az = 0.5

(quart de ton) soit % ( = : 0.057 Az , et de durée At = 0.2s, supérieure au plus petit
2.3.8

intervalle de temps perceptible (3.3.1). Cela donne f = 260Hz et
AtAf =0.2 x 260 x 0.057 x 0.5 ~1.5>1

juste supérieure & 1 donc a la limite du principe d’incertitude. Cela montre que notre
perception de I'information dans le plan temps-fréquence est quasi optimale.
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La formule générale en fonction du pitch = est

3.7

AtAf = 0.057 AtAz27z(7=45) £

et cela montre que pour les notes graves, i.e. x petit, la limite AtA f = 1 est plus facilement
atteinte. Par exemple il est impossible en principe de détecter le pitch précis (au demi-ton)
des notes d'une contrebasse qui joue un walking bass rapide.

3.3.6 Non perception de la phase

La transformée de Fourier d'un signal périodique u () donne des coefficients de Fourier
complexes u, € C, en (??) que 'on peut écrire

Ty, = |ty | €9n (3.3.2)
avec une phase e¢". D’aprés (?7), le signal temporelle s’écrit alors

u(t) =y (j;_ﬂ) 2T = (\’;‘%) ¢i(2mng+on)

neL

montrant que la phase induit un décalage temporel spécifique a chaque harmonique n.

Proposition 3.3.8. “Non perception de la phase”. Dans les exemples suivants
on observe que nous ne percevons pas du tout les phases (¢y,), de (5.5.2), autrement
dit on ne distingue pas le signal u du signal suivant

HOESY @%) ¢ (2 tten)

nel

qui a les méme modules |u,| mais des phases (y,), différentes et arbitraires.

J

Exemple 3.3.9. Voici un Son u (t). Voici maintenant un Son v (t) ol toutes les phases
sont mises a ¢, = 0,Vn. Voici pour la voyelle « on », les formes d’ondes d’origine u () et
v (t) sur une période, ainsi que les modules des coefficients de Fourier |4,| pour 0 < n < 32
(qui sont inchangés) :

WF WF Harmoniques

ao00E 40003 14mnf
: 1zmnf
mmni
8000 i
1000 z— 6000 :

2000 E
E 4000

2000

A R P N P DT ST R E
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.001 0002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
1 t


https://en.wikipedia.org/wiki/Bassline#Walking_bass
http://./videos/Voyelles_Par_Malik.mp3
http://./videos/Voix_module.mp3
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De méme pour la voyelle « a » :
WF Harmoniques
5,800: 5900:

< r
E E 14000
4000~ 4000 F
E a000f 12000
2000 2000F 10000~
1000 L

E 8000
of L
6000

-1000F “1000F

-2000 ; 2000} w000
-3000F -3000F [
E E 2000—

4000 4000 —

S N P R N P BT PN PRI B it
0001 0.002 0003 0.004 0.005 0006 0.007 50005001 G.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0 W0 15 20 25 a0
t 1 i

-5000 -

On remarque que u (t) et v (¢) sont trés différentes. En particulier v (¢) a un picen ¢ = 0
a cause du choix particulier ¢, = 0.

Exemple 3.3.10. Voici un autre exemple de son artificiel « (t), ot chaque harmonique
n=1,2...,30 a un module |i,| = 1/n et une phase ¢, aléatoire. On représente aussi
le signal u (t) sur une période. Remarquer que lorsque les phase sont nulles, le signal u (t)
est en « dent de scie ». On le percoit légérement, peut étre a cause de la “singularité” en
zéro qui fausse les rendu.

Remarque 3.3.11. Cette non perception des phases ¢,, suggére que parmi toute I'information
du signal, le cerveau pergoit des notes pures quasi-indépendantes |, | ei(2mt+én)
seulement leur fréquence f, = 7 et intensité |i,|.

et mesure

Exercice 3.3.12. « La phase est imperceptible » (TP) Comme dans l’exercice 1, avec
python, créer le signal suivant qui est la superposition de deux sinus de fréquences respec-
tives f1 et fo, avec une phase ¢ :

u (t) = Al sin (27Tf1t) + A2 sin (27Tf2t + QO)

1. Fixer f; = 100Hz, fo, = 150Hz, A; = A = 0.5 par exemple et ¢ = 0 puis observer
et écouter le signal. Recommencer avec une autre valeur de ¢, par exemple ¢ = 1.
Qu’est ce qui a changé? est-ce perceptible & 'écoute ? Si vous changer A;, A ou
f1, fa est-ce perceptible ?

2. (*) Faire que la phase ¢ change lentement avec le temps, par exemple : ¢ (t) = 10t
(ainsi Ap = 1 radian pour At = 0.1sec.). Observer et écouter.

3.3.7 Perception du timbre

On a observé dans la Section précédente, que en présence d’un signal périodique u (t),
appelé note (d’aprés la Définition 2.3.1), nous ne percevons pas la phase des coefficients de
Fourier. Cependant que percoit on 7 On ne percoit pas individuellement chaque harmonique
mais un effet collectif de |i,|,,~,, que I'on appelle le timbre et la fréquence fondamentales
fi= %, équivalente a un pitch z = z; d’apres (2.3.5) appelé le pitch de la note. Dans
cette section, on discute de la perception du timbre et du pitch =x.


http://./videos/timbres_phases_aleatoires.mp4
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3.3.7.1 Le timbre et les voyelles

Définition 3.3.13. Pour un signal périodique u (t), (appelé note d’aprés la Défini-
tion 2.3.1), de pitch z € R, (2.3.5), le timbre est la suite des modules

(lnl)psy = (], 2], |as], .. .)

i.e. le module des coefficients de Fourier de w (t), (??7), sans la phase que l'on ne
percoit pas d’aprés la proposition 3.3.8.

Dans la voix parlée, le timbre est associé a des voyelles, voir 'exemple 3.3.9.

Question 3.3.14. Comment associer une suite (|Uy,|),~, @ une certaine voyelle ?

Observations : Considérons cet enregistrement d’un signale u (t) de voyelles différentes,
i.e. timbres différents mais de méme pitch = = 48, i.e. f = 130Hz, la note est Cj.
— Dans cet exemple, le signal u (t) est filtré, ne gardant que avec les harmoniques 1,2,3
seulement, i.e. on entend le signal

n=1,2,3

On constante que on ne pergoit plus les voyelles. On percoit toujours le méme
pitch x.

— Dans cet exemple, le signal w () est filtré, ne gardant que avec les harmoniques
n > 5, i.e. on entend le signal

vty =3 ( ;%) iz

n>5

On constante que ’on percgoit les voyelles. De fagon plus surprenante, on percoit
toujours le méme pitch x, i.e. la fréquence f; alors qu’elle n’est pas présente dans
la transformée de Fourier. La perception des voyelles est surtout liée aux formants
expliqués en Section 3.2.1.2.

3.3.7.2 Paradoxe de la basse virtuelle

La conclusion importante de observations précédentes est que :

Conclusion 3.3.15. Lorsqu’on entend un signal périodique, on pergoit le timbre

(lnl)psy = (], 2], |as], - . )

et le pitch # méme si les premiers coefficients sont nuls, par exemple || = 0, |us| =
0, |as| =0, || = 0.



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/voyelles_par_Malik2.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/voyelles_par_Malik_H1_2_3_bis.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/voyelles_par_Malik_H5_6_etc_bis.mp4
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Exemple 3.3.16. Dans cet exemple en entend successivement deux notes A, B. La note A
est une note pure de une fréquence fondamentale f; (A) = 700Hz. La note B est une note
timbrée avec fi (B) = 400Hz, mais pour la note B on a enlevé ’harmonique f; (B) = 400Hz
(en posant u; = 0) de sorte que la fréquence la plus basse émise est fo (B) = 800Hz. A
I'écoute on entend f; (B) = 400Hz qui n’est pas présente. Remarquer que f; (A) /f1 (B) =

7/4 de pitch x1 (A) — 25 (B) = 22 1In (1) = 9.68 ~ 10 qui est une septiéme mineure.

Frequency (Hz)

Time ()

Exercice 3.3.17. (TP) «Illusion de la basse fondamentale manquante ». Avec
audacity Menu/Générer/Tonalité, créer differents signaux sinusoidaux d’amplitude A = 0.1
et de fréquences f; = 200Hz, f5 = 1000Hz, fs = 1200Hz, f; = 1400Hz. Remarquer que ce
sont des harmoniques de la fréquence fondamentale f;. Ecouter simultanément les signaux
de fréquence fs, fs, fr- Entendez vous la fréquence f;?7 Cela s’appelle le mysteére de la
fondamentale manquante actuellement pas trés bien compris. On pense que le mécanisme
est au niveau du cerveau, et serait utile pour analyser les stimulis venant d’une voix humaine
incompléte (dans la nature, la fondamentale peut étre brouillée par d’autres bruits).

Remarque : le phénomeéne du « troisiéme son » ou Combination tone est différent : il
fait ressort fo — fi (effets non linéaire dans l'oreille 7). Ecouter par exemple ex. de 3eme
son avec f1 = 440 (4s), fo = 704 (Fg), on percoit fo — fi = 264 (C5), mais ici la basse
manquante serait f = fo/8 = f1/5 = 88 (Fy).

3.3.7.3 Hypothése d’une reconnaissance inconsciente des rapports rationnels
de fréquences

Ce phénomene est assez paradoxale car d’apreés la structure de 'oreille interne, on pense
que l'information qu’il y a un signal sur les fréquences f,, = nf; des différentes harmoniques
est envoyé de facon séparée au cerveau par des neurones. Mais cependant le cerveau arrive
a détecter que ces différentes fréquences sont multiples d’un fréquence f; pourtant absente.
Comment le fait-il 7 En arithmétique, on utiliserait le fait que étant donné f5 = 5f1, fs =
6f1, fr = 7f1 on peut retrouver f; en observant que fs/fs = 6/5 et f;/fs = 7/5 sont des
(petits) nombres rationnels et supposer donc que f; = f5/5 = fs/6 = f7/7.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/AlternatingToneComplex.mp3
https://en.wikipedia.org/wiki/Missing_fundamental
https://en.wikipedia.org/wiki/Missing_fundamental
https://en.wikipedia.org/wiki/Combination_tone
https://www.youtube.com/watch?v=eAu2IDJJtUM
https://www.youtube.com/watch?v=eAu2IDJJtUM

3.3. DU SIGNAL SONORE A LA PERCEPTION CONSCIENTE 139

Hypothése 3.3.18. Une hypothése avancée par des neurologues est que le cerveau
procéde ainsi, grice a des algorithmes inconscients de reconnaissance de rapports
rationnels

' a

fov
entre les fréquences des signaux percus.

. J

a,b e N "petits"i.e, a,b<11,13 (3.3.3)

On peut imaginer que cette capacité soit arrivée par adaptation évolutive, car serait
bien utile pour détecter une voix humaine parmi d’autres voix ou parmi du bruit.

Résumé 3.3.19.

— A la sortie des oreilles (oreille interne), et a ’entrée du cerveau, on a effectué (in-
consciemment) une décomposition du son en “notes pures” (mode de Fourier) et on
ne retient que les modules |y,|.

— Ensuite le cerveau effectue un “traitement complexe” de cette information.

( , P-138) (dans le cerveau il y a un processus de reconnaissance de pattern
arithmétique ?)

— Au final on est conscient de I’ensemble du spectre : “le timbre” et son “pitch”
(fondamentale), et non pas des fréquences individuelles.

3.3.7.4 Fréquences aléatoires :

Voici un exemple artificiel, ot des notes pures sont d’amplitude A;, = 1/k, de phase
nulle, et de fréquence fr, = k- f1 - (1 + ¢;) avec f; = 130Hz (do) et ¢, € [—¢, €] aléatoire.
On écoute et représente (fy, Ag) pour différentes valeurs de € qui mesure la fluctuation
des fréquences. Remarquer que I'on pergoit parfois plusieurs notes (par exemple pour € =
0.084). Remarquer que les pics de fréquences fy, fr11 peuvent se croiser si € > 1/k.

Est-ce en rapport avec l'expérience suivante ?

Y. Menuhin, racontant un étrange concert dans un champ de fleurs &4 Mykonos :
Référence : "La légende du violon", Y Menuhin, Flammarion

« Je m’arrétai pour écouter ce bourdonnement entétant quand, soudain, je
m’apercus qu’il ne s’agissait pas d’'un bruit confus et désordonné, mais bien au
contraire d’un accord secret de la création : les abeilles émettaient deux notes,
et qui plus est ces deux notes formaient une quinte. Je ne sais comment analy-
ser ce prodige de la nature. Toujours est-il que la recherche de la quinte semble
constituer une nécessité primitive de I'univers : nous émettons et nous recevons
des vibrations. Ces vibrations obéissent a un ordonnancement secret. Une har-
monie occulte se met en place. Certains prétendent méme que les intervalles
des planeétes, c’est-a-dire les distances qui les séparent les unes des autres, sont
en correspondance intime avec les intervalles de la musique : quintes, tierces,
octaves ne seraient que des images musicales des intervalles célestes. »


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/timbres_freq_aleatoires.mp4
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3.4 Perceptions des intervalles justes et accords justes

Voir la section C.1.2 en appendice, concernant la représentation de fractions rationnelles

“c Q.

3.4.1 Perception des intervalles justes

Comme les rapports de fréquence rationnels fTI = ¢ en (3.3.3) correspondent aux inter-
valles juste, voir Section ??, I'hypothése (3.3.3) signifierait que nous percevions particulié-
rement les intervalles justes.

— Rappel : pour une note individuelle, i.e. un signal périodique provenant d’une voix
ou d’'un instrument, on ne percoit pas ses harmoniques individuelle, mais on percoit
le timbre |4,|, -, qui donne une impression collective, interprétée par le cerveau.

— Question : que percoit-on si deux notes (timbrées) de fréquences f; < f, sonnent
ensemble 7

Voici quelques exemples.

3.4.1.1 Exemples

— Video qui montre une résonance a l'unisson % = %
— Video qui montre une résonance a ’octave % = %
— Video qui montre une résonance a la quinte % = %

— Video qui montre les résonances % = 3 importantes.

— Video qui montre les résonances 22 = # dans l'ordre descendant.

1
— Video qui montre les résonances % = ¢ avec le rajout de la “basse” f, = % = %

(la fondamentale manquante en rouge)
— Video qui montre les résonances % = ¢ avec la “basse” f, = % = % en rouge et le
“sifflet” fs = af; = bfs en vert.

Résumé 3.4.1. un intervalle juste est un ensemble de deux notes dont le rapport des fré-
quences est f/f1 = a/b avec a,b petits entiers. On ressent cet intervalle comme “résonant”
ou “consonant”.

3.4.1.2 Perception des intervalles justes

Sur cette page web.

3.4.2 Perception des accords justes

Voir la Section C.1.3 qui définit le réseau tonnetz, permettant de représenter les accords
justes.


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_vers_unisson_triangle.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_vers_octave_triangles.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_vers_quinte_triangles.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_intervalles_a_b_triangles.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_fractions_descendant_triangles.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_fractions_triangles_basse_virtuelle_et_dessin.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2sons_intervalles_triangles_basse_et_sifflet.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript1/just_interval/

Chapitre 4

Les instruments de musique

4.1 Introduction

On a vu en Définition 2.3.1 que de facon trés schématique une “note musicale” est un
signal périodique. Voir exemple ??7. On a vu en Section 3.2 que la raison de s’intéresser
aux signaux périodiques est que la voix humaine émet des signaux périodiques, or nous
sommes sensible a la voix humaine.

L’objectif d’'un “instrument de musique harmonique” est donc de produire de fagon
controlée des signaux périodiques. On parlera aussi des instruments de percussion (non
harmoniques).

Une autre propriété pratique et importante d’'un instrument est de transmettre 1’énergie
sonore & son environnement, on parle de “rayonnement ou diffusion des ondes”.

On suivra un classement des instruments basé sur le mécanisme physique de 1’émis-
sion du son. On considérera ainsi différents cas d’instruments harmoniques :

1. L’objet se met en mouvement périodique car attiré par un cycle limite. Il émet
donc une note musicale. C’est le cas par exemple de la fliite ou du violon.

2. L’objet oscille selon ses modes propres qui peuvent étre presque harmoniques
dans certains cas, par exemple si I'objet est proche du modéle idéel d'une onde 1
Dim sur z €[0, L] étudié en Section 1.3.4. C’est le cas par exemple du piano ou de
la guitare.

3. Syntheése de signal périodique par un ordinateur.

4.1.1 Classement de Sach-Hornbostel 1914

Il existe un classement “officiel” des instruments, appelé classement de Sach-Hornbostel
1914, plus basé sur “’apparence de l'instrument”, et que l’'on ne suivra donc pas

(n.d., p.83).

1. Idiophones : Ce sont les instruments ol un objet autre qu'une membrane vibre.
Exemples : xylophone, cymbales, mbira, bol chantant.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Cycle_limite
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mode_normal
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_Hornbostel-Sachs
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_Hornbostel-Sachs
https://fr.wikipedia.org/wiki/Xylophone
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cymbale
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mbira
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bol_chantant
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2. Membranophones : Ce sont les instruments ot une membrane vibre. Exemple :
drums, friction drums, kazoo, mirliton.

3. Cordophones : Ce sont les instruments a corde vibrante. Exemple : violon, guitare,
piano, clavecin, guitare électrique.

4. Aérophones : Ce sont les instruments ou 'air est en vibration. Exemples : flites,
clarinette, saxophone, trompette, ocarina, accordéon.

5. Electrophones : Ce sont les instruments qui utilisent un appareil électrique ou
ordinateur. Exemple : synthétiseurs.

4.2 Instruments harmoniques par cycles limites

4.2.1 Introduction

L’objectif d’'un instrument de musique est de produire des notes, qui sont des si-
gnaux périodique en temps. Pour ce faire, un instrument acoustique (non électronique)
devra donc mettre un objet en mouvement périodique a des fréquences dans l'intervalle
musical [20Hz, 5000 Hz|. Comment faire? Une partie des instruments fonctionnent selon
le principe de l'apparition d'un cycle limite, que l'on va décrire en commengant par des
exemples.

4.2.1.1 Apparition spontanée d’oscillations par relaxation

Exemple 4.2.1. Faites I’expérience suivante. On pose une régle sur nos deux doigts écartés.
On rapproche les doigts en exercant une force constante. On observe que la régle glisse sur
I'un puis I'autre doigt en alternance et reste toujours en équilibre. A la fin les doigts se
retrouve sous le centre de gravité G de la régle. effectuer 'expérience vous méme.

Observer la vidéo de cette expérience. Voici une autre vidéo avec un balai.

Question 4.2.2. que se passe t-il si une fois que les deux doigts se trouve sous le centre de
gravité G, on écarte les doigts ¢ retrouve t-on la situation initiale ? y a t-il des oscillations ?


https://en.wikipedia.org/wiki/Friction_drum
https://fr.wikipedia.org/wiki/Kazoo
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mirliton_(musique)
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_3_production_of_musical_sounds/videos/regle_et_friction.mp4
http://phymain.unisciel.fr/centre-de-gravite-dun-balai/
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4.2.1.2 Modélisation

Essayons de modéliser I’expérience précédente afin d’expliquer le mécanisme. Pour cela
on utilise le modele de Coulomb des frottements statiques et dynamiques qui suppose que
I'on du contact entre le doigt et la régle la force exercée par le doigt sur la régle est

F=F +F,

ou F, est la composante tangent au contact et F, la composante normale au contact.
— Si le contact est statique, c’est a dire sans glissement, v, = 0, v, € R étant la
vitesse tangentielle de la régle par rapport au doigt, alors

Il < ps || x|

avec un parametre pug > 0 qui dépend de la nature des surfaces.
— Si le contact est dynamique, c’est a dire avec glissement, v, # 0, alors

| Fe|l = pp || 2]
avec
0 <pp < ps.

De plus la force F) est opposée a v,.
— Le passage du cas dynamique au cas statique se fait si v, = 0 et du cas statique au
cas dynamique si v, # 0.

Cs
Cp -

Uy

Observer que graphiquement, dans le cas statique, la force F' se trouve a I'intérieur d’un

cone Cs autour de la verticale et dans le cas statique, F' se trouve sur un cone C's inclus
dans Cp.

Exercice 4.2.3. Modéliser la régle posée sur deux doigts, exemple 4.2.1, ot le mouvement
des deux doigts est imposé & x4 (t) = FL £ vt, t € [0, L/v]. Initialement la position du
centre de gravité de la régle est z¢ (0) = 0. Prédire la position du centre de gravité de la
régle x¢ (t) pour t € [0, L/v] et observer les oscillations.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Coulomb_(m%C3%A9canique)
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Exemple 4.2.4. Voici une autre expérience d’une situation simple. Voir figure. Une masse
m est attachée a ressort horizontal de raideur K et posée sur un tapis roulant qui avance a
une vitesse constante horizontale v > 0. Il y a un contact avec frottements entre la masse et
le tapis. On imagine que la masse va étre entrainée sans glissement vers la droite, jusqu’au
moment ou il y a glissement & cause de la force de rappel du ressort. Elle va revenir vers
la gauche avant d’étre & nouveau immobile par rapport au tapis et repartir. Il va donc
s’établir un mouvement périodique.

K m

| "o

Exercice 4.2.5. Modéliser I'expérience précédente et prédire la position x (t) de la masse
et le timbre (i.e. I'intensité des coefficients de Fourier |i,|,.,). Déduire la fréquence
f =1/T des oscillations. Comment produire une note As de fréquence f = 440Hz a partir
de ce modéle?

Exemple 4.2.6. On modifie le modeéle précédente, en remplacant le tapis par un archet
de violon et la masse par une corde de violon transverse a l’archet, i.e. selon ’axe y. Voir
figure. Une corde de violon de longueur L est attachée a deux extrémités paralléle a ’axe
y et a une certaine tension interne 7. Un archet paralléle & l'axe = et en y = y, avec
O <y, < L est posé sur la corde. L’archet exerce une force verticale F, selon z sur la corde
(c’est le role du violoniste de bien doser cette force F)). L’archet se déplace a la vitesse
constante v > 0 selon .

N

point d’attache

Memmmm >

On modélise la position de la corde par une fonction u, (y) qui donne Modéliser cette
expérience et prédire la position x (t) de la masse.

Le violoniste choisit la vitesse v de ’archet et la force verticale F, exercée sur la corde.
Expliquer pourquoi la vitesse détermine l'intensité du son produit et la force F, doit étre
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bien dosée. Si F, < F;, est trop faible, le son produit semble filandreux, aéré, on dit “en
dehors”. Si F, > F,. est trop fort, le son “craquouille” on dit que le son est “arraché”.
Tracer I'intervalle [Fiuin (v) , Finax (v)]pour avoir un son correct, en fonction de v.

— Observer I'amplitude des cordes sur cette vidéo. Attention les images sont capturée
spatialement selon un certain ordre temporel qui dépend de la caméra, ainsi les
oscillations spatiales observées ne sont sans doute pas réelles. Seule 'amplitude est
correcte.

4.2.2 Oscillateurs de relaxation ou par cycle limite

On va présenter un modéle mathématique général en de systémes dynamique modélise
la production de notes musicales.
Considérons un systéme dynamique a temps continue, comme définit en C.9.1, c’est a
dire une loi d’évolution :
dx

—=V(), cHeRteR (4.2.1)

déterminant une unique trajectoire dans ’espace des phases z (1) € R",t € R partant
d’un point quelconque z (0).

Définition 4.2.7. Un systéme dynamique comme (4.2.1) posséde un cycle limite
7y si
1. 7 est une trajectoire périodique, i.e. si x (0) € v alors x (t) € v et

AT > 0,2 (t+T) = (t),Vt.

On dit que T est la période du cycle 7.

2. Il existe un domaine (2 C R", voisinage de 7, appelé bassin d’attraction de
7, tel que toute trajectoire partant de x (0) € €2 est attirée exponentiellement
vite vers v, i.e. 3C' > 0,3A > 0,Vz (0) € Q,

lz (t) — & ()] < Ce™

avec T (t) € v autre trajectoire. 7 = % s’appelle le temps de relaxation.



https://youtu.be/3vH_5XUW8zo
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Conséquence : Si

R* — R
u

est une fonction que 'on appelle “observable”, alors comme x (¢) se rapproche d’un compor-
tement périodique, u (t) = u (z (t)) va converger vers une fonction périodique et va donc
donner un signal périodique ou note de musique.

4.2.2.1 Exemple, forme normale sur R2.

On va étudier une famille d’exemples simples qui dépend d’un paramétre p et présente
un cycle limite si ¢ > 0. On dit que en p = 0, il y a une “bifurcation de Hopf”. Ce modéle
est une “forme normale”, c’est a dire que c¢’est un modéle universel.

Remarque 4.2.8. On peut imaginer que ce modéle décrive la production d’une note de
musique par une flute et © > 0 est le seuil lorsque le flux d’air est assez fort pour créer la
note. Pour un violon, u > 0 est le seuil de la force exercée par I'archet sur la corde pour
produire une note.

Ref : ( ), Arnold, ODE, p.52.

X2

) \\ r instable
‘/,, r P
\ Moy f m stable stable

NPACE N
>0

<0
(a) (b) (c)

dr _

FIGURE 4.2.1 — (a) En vert, la fonction V, (r) = r (u —r?) et le champ de vecteur % =

V. (r). Pour p > 0l y a un point fixe attracteur en r = /.

(b) Cas > 0. Le champ de vecteur et le flot dans le plan (z1,z3). Il y a un cycle limite,
i.e. trajectoire stable sur le cercle de rayon 7 = /. Le point 7 = 0 est instable.

(c) Diagramme de bifurcation des points fixes et cycles limites stables/instables en fonction
de pu.

Dans le plan (z1,72) € R?, on utilise les coordonnées polaires définies par

r1 =1rcosb, T9 = rsiné.
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Et le champ de vecteur V' défini par des composantes Vy = —1, V. (r), c’est a dire les
équation de mouvement
do dr
—_— —1 —_— Vr .
dt g =)
Alors en coordonnées cartésiennes, on obtient
d d v .
% = d—:cosﬁ — rsinﬁﬁ = —rcosf + rsind
Vi (r)
= X9 + T
d a v, .
% = d—ZSinﬁ + 7"0089% = ?rsm€ —rcosf
Vi (r)
= -1+ Xy

Si on choisit le parameétre p € R et la fonction

V() = (5 —r)

cela donne
d._'l'}l
E = T9+ 21 (u—x%—x%)
dﬂfz
E = —x1+$2 (M—{E?—[Eg)

Conclusion 4.2.9. dans ce modéle simple qui est une “forme normale”, pour toute condition
initiale donnée x (0) € R?, si p < 0 la trajectoire converge exponentiellement vite vers le
point fixe

x(t) — 0.

Si p > 0, la trajectoire converge exponentiellement vite vers le cycle limite v situé en
r = \/H, c’est & dire la trajectoire en coordonnées polaires :

O(t)=t+60(0), r=p

et en coordonnées cartésiennes :

z1 (t) = y/pcos (t+60(0)), w2(t) =+/psin(t+6(0)),

formant un cycle limite qui est un cercle. Dans ce modéle trés simple w = 1 donc la

fréquence est f = 5= = %
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4.2.2.2 Exemples dans le modéle de Lorenz.

L’exemple précédent est le plus simple que I’on plus réaliser pour obtenir un cycle limite.

Voici un exemple un peu plus compliqué qui présente parfois un cycle limite et parfois
un attracteur plus complexe, chaotique, appelé attracteur étrange. Ce modéle appelé
modéle de Lorenz détermine les trajectoires d'un point (xy, 9, 73) € R? d’apres :

dx
dtl — g (_Il + 1'2) , (422)
dx
d_t2 =rr; — Ty — T1I3, (4.2.3)
dx
_dtg = X1X9 — bﬂ?g (424>

avec trois parameétres o,r,b > 0 que 'on supposera positifs.

— Dans ce chapitre, extrait de ce cours, on présente une étude de ce systéme dynamique
ainsi que des références.

— Voici une simulation numérique qui génére un signal sonore u (t) = wu(z (¢)). On
entend bien une note timbrée lorsque l'attracteur est un cycle (car w (t) est alors
une fonction périodique) et un son plus dissonant lorsque I'attracteur est chaotique.

— Les méme type de son se retrouve en pratique avec le basson, selon les doigtés,
voir Bassoon Multiphonics 01. On pourrait supposer que il y a parfois un systéme
dynamique chaotique avec attracteur étrange.

4.2.2.3 Equations de Kepler des orbites planétaires

4.2.3 Exemples d’instruments de musique

4.2.3.1 Caractéristiques importantes pour obtenir un cycle limite et des notes
musicales

On a présenté des modéle mathématiques idéalisés présentant des cycles limites. Dans
cette Section on discute de fagon heuristique des caractéristiques physiques générales que
doit posséder un systéme réel pour manifester un cycle limite. Il faut :

— Systéme dynamique, degrés de liberté : identifier les degrés de liberté phy-
siques qui sont en mouvement. Ce peut étre un fluide (air), un matériau (corde
de violon, table d’harmonie du violon), une partie du corps humain (lévres, cavité
bucale, cordes vocales) ou tout cela couplés.

— Instabilités : il ne faut pas que toutes les trajectoires convergent vers un point
fixe. Pour cela il faut qu’il y ait des “instabilités” dans le systéme physique.

— Dissipation : il faut qu’il puisse y avoir des attracteurs dans ’espace des phases.
Pour cela dans le systéme physique, il doit y avoir des frottements, de la dissipation.
Dans le modéle mathématique, il faut que le champ de vecteur ait la propriété d’étre
dissipatif : divlV < 0.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Attracteur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Attracteur_de_Lorenz
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/systemes_dynamiques/cours_lorenz.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/systemes_dynamiques/index.html
https://youtu.be/b4mVD9apgQg
https://www.youtube.com/watch?v=LhMoWgnhNe8&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
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— Source d’énergie : sans source d’énergie, il y aurait un point fixe attracteur, le
repos du systéme. On souhaite un cycle limite, il faut donc une source d’énergie
pour contrecarrer la dissipation d’énergie.

— Cycle limite : finalement, on souhaite que I'attracteur ne soit pas un simple point
fixe (cela ne génére pas de son), ni un attracteur étrange trop complexe (cela géneére
un son dissonant comme un “canard”), mais un cycle limite qui générerait donc un
signal périodique, donc une note de musique.

— Fréquence audible et ajustable a ’aide d’un résonateur : finalement, si on
a un cycle limite, on souhaite contréler sa fréquence, et qu’elle soit dans le domaine
musicale f € [50,2000]Hz. Pour cela il peut étre utile qu’il y ait la présence d’un
“résonateur” dans le systéme physique, c’est a dire un systéme physique un spectre
de fréquences propres ajustables.

4.2.3.2 Flites, Ocarina, Bouteille, trompette, sifiement, Voix, Clarinette, Saxo-
phone etc

Référence : ( ).

— Systéme dynamique : dans ces exemples, le systéme dynamique est essentielle-
ment l'air, dans la bouche, dans I'instrument (ex dans la flute) couplé aux lévres
pour la trompette, aux anches pour le saxophone et clarinette, aux cordes vocales
pour la voix.

— Instabilité : Ce sera le phénoméne d’instabilité de Bénard- Van Karman (ou
Kelvin-Helmholtz). Voir Video de structures périodiques de l'air dans une flute.
Dans la flute, le flux d’air contre un biseau crée une instabilité et des tourbillons.
Dans le sifflement, c’est a la sortie des lévres. Dans la voix c’est au contact des
cordes vocales. Dans la trompette, c’est au passage des lévres.


https://fr.wikipedia.org/wiki/All%C3%A9e_de_tourbillons_de_Karman
https://fr.wikipedia.org/wiki/Instabilit%C3%A9_de_Kelvin-Helmholtz
https://static.blog4ever.com/2010/06/419759/Jet_flute_A_Ernoult.mp4

150 CHAPITRE 4. LES INSTRUMENTS DE MUSIQUE

— Dissipation : due au rayonnement du son, a la viscosité de I'air contre les parois,
a la turbulence et la viscosité de I'air créant de la dissipation a petites échelles.

— Source d’énergie : le flux d’air des poumons.

— Reésonateur : le tube de la fliite ou de la trompette, la cavité buccale pour la voix,
le résonateur de Helmholtz, cf Appendice C.8, pour 'ocarina. Dans les instruments,
on ajuste le résonateur par les clefs ou la position des trous.

Remarque 4.2.10. 11 faut ajuster correctement tous ces parameétres pour faire apparaitre
un cycle limite comme souhaité :

1. Siil y a trop de dissipation, il n’y a pas de son. Exemple de la bouteille de plastique
froissée.

2. Siil y a trop d’instabilité ou trop d’énergie, l'attracteur peut étre plus compliqué
qu’un simple cycle limite, e.g. attracteur chaotique. On observe cela avec le basson,
selon les doigtés, voir Bassoon Multiphonics 01, et voir "The Not-Quite-Harmonic
Overblowing of the Bassoon", article de James B. Kopp.

3. Voir la vidéo a 39’28 de Benoit Fabre qui concerne I’étude physique du jet d'une
flite.

bOENY4

Remarque 4.2.11. Le basson est un instrument réputé pour son son qui est “doux”; “non
brillant”. Cela signifie que le module des harmoniques |4,|, décroit vite avec n > 1. La
raison est que considéré comme un résonateur, son spectre naturel est non harmonique :
ce sont les notes Gy, Ga, Ebs, A4. On vérifie cela par les doigtés. Ce spectre est donc non
excité par le forgage périodique du cycle limite.

— Documentaire sur Uart du sifflement.

Remarque 4.2.12.
— La physique des anches n’est pas bien comprise.
— Dans la nature, on observe souvent le mouvement des herbes ou des feuilles
dans le vent, le mouvement d’une branche qui trempe dans une riviére.
Tout cela correspond & des phénomeénes similaire (bien que plus complexe).
— Nage des poissons : Ici le souffle continu d’air sur un biseau génére des tour-
billons périodiques appelés tourbillons de Karman. Il est intéressant de savoir que


https://www.youtube.com/watch?v=LhMoWgnhNe8&list=PLS9TEAXjZf61AT9XT0UcnW16eHcdTPnV1
https://koppreeds.com/harmonic.html
https://koppreeds.com/harmonic.html
https://vimeo.com/170794000
https://www.youtube.com/watch?v=PgZY5iDQxKY
https://fr.wikipedia.org/wiki/All%C3%A9e_de_tourbillons_de_Karman
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le phénoméne inverse est utilisé par les poissons pour se déplacer : ils imposent un
mouvement périodique a leur nageoire caudale qui va générer des tourbillons pério-
diques qui a leur tour vont générer un déplacement continu du fluide qui va alors
les propulser. Cela s’appelle I’allée inverse de Karman. Référence, voir aussi These
de Florine Paraz.

4.2.3.3 Violon, Verre frotté, Bol boudhiste, tambour frotté

Vidéo de verre frotté et résonances. Vidéo de corde de violon au ralenti, idem.
— Systéme dynamique : dans ces exemples, le systéme dynamique est essentielle-
ment la corde du violon, le bois du violon, le matériau du verre, etc
— Instabilité : accrochage de la corde par I'archet et décrochage, grace a la présence
de colophane. Voir cette vidéo. Accrochage du doigt sur le verre.
— Dissipation : frottements sur ’archet, dissipation des ondes dans le violon, rayon-
nement du son.
— Source d’énergie : mouvement continu de 'archet actionné par le bras.
— Reésonateur : la corde du violon, la table d’harmonie du violon (le dessus), couplés
par le chevalet.
Référence : modele des cordes avec archet. Thése sur la physique de ’archet. Article de
1974 sur la physique du violon.

Question 4.2.13. est-ce que le Guiro entre dans ce modéle, sa fréquence est supérieure a
20Hz ?

4.2.3.4 Quelques modéles d’instruments

Il y a une grande variété d’instruments selon les cultures, les époques et les lieux. Voici
quelques exemples remarquables
— Flate de —35000 ans (trouvée prés de Ulm en allemagne). Référence.

— 11 est observé que dans certaines grottes (-40000,-30000 en europe), ’emplacement
des dessins muraux (ou taches) coincident avec les lieux ou 1’écho et la résonance
sont maximaux, Iégor Reznikoff musicologue. Réf : émission arte “Sapiens et la
musique fut”, juin 2021.

— Flutes chinoises de -9000 ans que 1’on peut jouer.


https://www.refletsdelaphysique.fr/articles/refdp/pdf/2011/02/refdp201124p9.pdf
https://hal.archives-ouvertes.fr/tel-01310398/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/tel-01310398/document
https://youtu.be/rzuMqk53pII
https://youtu.be/KPpBvHXYWz4
https://youtu.be/6JeyiM0YNo4
https://youtu.be/6JeyiM0YNo4
https://newt.phys.unsw.edu.au/jw/torsional.html
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00349920/document
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_3_production_of_musical_sounds/1974_schelleng_physics_of_bowed_instruments.pdf
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_3_production_of_musical_sounds/1974_schelleng_physics_of_bowed_instruments.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%BCiro
https://www.slideshare.net/danielasgtrz/ancient-art-art-111
https://www.arte.tv/fr/videos/070787-000-A/sapiens-et-la-musique-fut/
https://www.arte.tv/fr/videos/070787-000-A/sapiens-et-la-musique-fut/
https://www.shakuhachi.com/K-9KChineseFlutes-Nature.html
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4.2.3.5 La voix humaine comme instrument

Histoire de la voix (et de la musique) : d’aprés émission arte a 45’ “Sapiens et la
musique fut”, juin 2021, chercheuse Anne MAcLarnaune, London pense que la possibilité
de chanter et vocaliser est liée au controle du diaphragme et pour cela il faut un diameétre
du trou dans les os de la colonne vertébrale assez grand pour faire passer les nerfs (Moelle
épiniére). Cela remonte a -100 000 ans, et cela est commun chez Homo-sapiens et Nean-
derthal, mais pas présent chez homo erectus. Question ouverte : musique/langage sont
apparus de fagon simultanée ? Une hypothése de certains chercheurs : la mélodie berceuse
de la mére a son enfant pour le rassurer a pu faire naitre la voix et le langage.

Voix de poitrine et de téte : Le passage de la voix de poitrine a la voix de téte est
physiologique. Dans le chant lyrique, on apprend a effacer le passage (ne pas le percevoir).
Dans le chant des pygmés aka, le passage est prononcé au contraire. Référence : Conférence
de Michele Castellengo sur le son a 12’.

4.3 Instruments harmoniques par résonance

On présente ici un deuxiéme type d’instruments de musique, ou les notes musicales (i.e.
signal périodique) et produit par la vibration naturel d’un objet. Pour que le signal produit
soit (presque) périodique cela nécessite une géométrie particuliére a 1'objet.

4.3.1 Cordes excitées (pincées ou frappées)

Les vibrations linéaires d’un objet idéal unidimensionnel sont périodiques. C’est
le modéle d’onde étudié en Section 1.3.4. Pour cette raison les instruments musicaux fonc-
tionnant de la sorte utilisent des cordes tendues, que l'on excite pour les mettre en
mouvement.

Ensuite pour transmettre la vibration sous forme d’onde sonore & ’environnement, la
corde est couplée a une plaque appelée table d’harmonie.

Exemple : le piano, la guitare, la harpe, le clavecin, le cymbalum.

— ref : (n.cl.) benson pl5 , benson p85, p89, p.91

Remarque 4.3.1.

— Comme le son n’est pas entretenu, et que la production du son ne fonctionne pas sur
le principe d’un cycle limite, le signal ne sera pas parfaitement périodique. On peut
I’'observer en effet en étudiant le spectre du piano ou de la guitare. Par exemple le
spectre du piano est plus écarté qu’'un spectre harmonique, cf Proposition 1.3.30.

— De plus le signal varie avec le temps, car 1’énergie se dissipe en général plus vite
pour les fréquences élevées.

— Finalement, I’énergie dans chaque fréquence, i.e |u,|, dépend de la condition initiale,
c’est a dire de la fagon de frapper ou pincer la corde.


https://www.arte.tv/fr/videos/070787-000-A/sapiens-et-la-musique-fut/
https://www.arte.tv/fr/videos/070787-000-A/sapiens-et-la-musique-fut/
https://www.dailymotion.com/video/xcm370
https://www.dailymotion.com/video/xcm370
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— Vidéod une corde frappée au ralenti. Observer que le mouvement est presque pério-
dique en temps. Il y a un amortissement sur les temps longs.

Exercice 4.3.2. “Modéle de bend pour une guitare”. Considérons le modéle suivant
trés simple d’une corde de guitare ou piano. La corde est de longueur L et sa force de
tension est noté F. On note u la masse de la corde par unité de longueur.

1. En appliquant la loi de Newton de la mécanique, démontrer que 'amplitude de
vibration de la corde u (z,t) est solution de 'équation des ondes

2 _ 292
O;ju = c0u

avec ¢? = % Aide : consulter ce document qui considére le cas d’'une surface de
tambour.

Solution 4.3.3. L’angle entre la tangente de la corde au point = et ’axe initial est
noté o (x) et donné par tan o (z) = % (z). On supposera |a (z)| < 1. On considére
un petit segment de corde [z, z + dx]. Au point z + dz, ce segment subit une force

de composante normale a ’axe

Fsin(a(z +dr)) ~ Fa(z+dx) = Fa (z) + (dz) Fo' (x)
Fo (2) + (d2) FE2 (2)
~ Foa(x z) F— (x
dx?

De méme au point z, ce segment subit une force de composante normale — F'sin (« (z)) ~
—Fa (x). Donc au total la force normale est Fio, = (dz) F' % (x). Par ailleurs la po-
sition normale est u (z, ), donc accélération est 92u (x,t) et la masse de I'intervalle
est dm = pdx. L’équation de mouvement de Newton donne

(dm) 02u (z,t) = Fiot
52 B F(92u
S (d) Oiu (2,t) = (dz) Fos (2)
0% = *0%u
avec 2 = L,
o
2. En appliquant la solution de d’Alembert de I’équation d’onde (voir Section 1.3.4.1),
montrer que la note émise est de fréquence f = 5+.
Solution 4.3.4. D’aprés La proposition 1.3.22, la solution d’Alembert est

u(x,t) = R(x —ct)+ R(—x — ct)

avec une fonction R arbitraire mais périodique : R (z + 2L) = R (z). Cela implique

que u (x,t+T) = u(z,t) avec la période T' = %, donc fréquence f = :lr = 5%.


https://youtu.be/7WJ-QNccp3U
https://fr.wikipedia.org/wiki/Onde_sur_une_corde_vibrante
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/%7Efaure/enseignement/projets_simulation/tambour/tambour.pdf

154

CHAPITRE 4. LES INSTRUMENTS DE MUSIQUE

3. La longueur de la corde tendue s’écrit L = Ly + x avec Lg la longueur de la corde

non tendue, x son élongation sous l'effet de la force de tension F' = Kz et K la
constante de raideur de la corde. Montrer que si ’'on effectue un “bend” de la corde,
c’est a dire que 'on tire la corde sur une distance [ en son milieu (en L/2) dans une
direction orthogonale & la corde, et supposant | < L, alors la variation d’élongation
est doe = % Montrer que la variation de fréquence df est donnée par

df _ Lldr
f 2z

Solution 4.3.5. D’aprés le théoreme de Pythagore, la nouvelle longueur de corde

est
L\? 20\ ?
L' = — 2=14/1 —
(&) e (3)

2 2
%L(l—f——l):LvL—l:L—Fdx

L L?

avec une élongation

212
dr = —.
T
D’aprés les questions précédentes ¢ = % = % et
o c |Kx 1
2L\ p 2(Lo+ )

Donc )
lnfzélnm—ln(Lo+:v)+C

avec (' indépendant de x. Ainsi une variation de I’élongation x implique une varia-
tion de la fréquence f de la note d’apres

df_ldx_ dx iy 11
f 2z Loy+zx 2 L

L—2x
=d
x( 2L )

En général L — 2z > 0 donc dr > 0 implique df > 0, i.e. la fréquence de la note
monte en tirant sur la corde.

4.3.2 Cloches

Les cloches sont construites pour avoir le bas du spectre presque harmonique.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Bend
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4.3.3 Xylophones

Chaque lamelle a un spectre quasi harmonique.

Lithophone : pierre qui résonne. Utilisés a la préhistoire. Voir le film & 22’ : “Sapiens
et la musique fut”, juin 2021. Chaque pierre peut émettre deux notes différentes, selon le
lieu d’impact.

4.4 Instruments percussifs
Beaucoup d’instruments percussif sont “timbrés”, c’est a dire qu’ils ont des fréquences

propres quasi- harmoniques. Exemple : les congas, le tambour parleur.
Exemple : Toma Gouband qui fait des percussions sur pierres sonnantes.

Remarque 4.4.1. la basse en reggae/funk a un role entre percussion et harmonie.
4.5 Musique assistée par ordinateur (MAO)

4.5.1 Traitement audio
4.5.2 Messages MIDI


https://www.arte.tv/fr/videos/070787-000-A/sapiens-et-la-musique-fut/
https://www.arte.tv/fr/videos/070787-000-A/sapiens-et-la-musique-fut/
https://www.dailymotion.com/video/xz4jo9

156 CHAPITRE 4. LES INSTRUMENTS DE MUSIQUE



Chapitre 5

Théories et pratiques de la musique

5.1 Introduction

5.1.1 Aspects culturels de la musique

La musique est avant tout une pratique culturelle.

5.1.2 La musique chez d’autres espéces ?

5.1.3 Aspects commerciaux de la musique

5.2 Harmoniques et intervalles justes en musique

Quelques rappels sur les intervalles justes et fractions rationnelles :

Dans la définition 2.3.1, on a défini une “note musicale” comme étant un signal
périodique en temps. Voir exemple ??. Sa période est notée T', sa fréquence f = %
On a vu dans le théoréme 7?7 que le spectre de Fourier d’un signal périodique en temps
est “harmonique”, i.e. contient uniquement des fréquences de la forme f,, = nf, appelées
harmoniques, avec n > 1 entier. On a vu en Section 3.4 que notre “perception” est sensible a
ce spectre d’harmoniques, en particulier en fait que les rapports de fréquences des premiéres

harmoniques

fm’
fm

sont des “petits nombres rationnels” c’est a dire avec m’, m entiers pas “trés grands” (disons

% = %’ € Q est appelé

/
m
:_GQ
m

< 20, cette limite est subjective). Un tel rapport de fréquence
intervalle juste.
Nous avons observé en Section 2.3.5 que ces intervalles justes ont une importance en
musique. Parmi %ﬁes intervalles justfes, on a identifié des intervalles bi(}n connus en musique
! ' _ 3 ' 1

comme |'octave 7= %, la quinte =5 la quarte fTI = %, I'unisson F=1

157
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5.2.1 Dissonance d’un intervalle juste

On souhaite associé une valeur positive a un intervalle juste qui correspondrait a sa
“dissonance” (opposé de la consonance ou résonance). La définition suivante signifie géomé-
triquement que la dissonance d’un intervalle juste est la longueur pour parcourir 'intervalle
en suivant les arétes du réseau, avec les poids Inp sur chaque axe n,. En mathématiques,
cela s’appelle aussi la distance {tou distance de Manhattan.

Définition 5.2.1. La dissonance d’'un intervalle juste % = P" est

m/
Dis| — | = 1
is <m> Z |np| Inp

peP

On notera aussi Dis (n) := 3 _,[n,|Inp, pour n € Z”.

Remarque 5.2.2. :

— Dis(—n) = Dis (n).
— Dis (%) = In (m/m) si fraction irréductible.
— On retiendra les quelques valeurs approximatives

In2=0,7. Wm3=11. Inb=16. In7=2.. Inll=24.,In13=26.

Ainsi

Quinte : Dis <g> =Dis((1,-1)) =1.In2+ 1.In3 =1,8..
. (2 :
Octave : Dis (I) =Dis((1)) =In2=0,7..

1
Unisson : Dis (I) =0.

On conviendra d’appeler la résonance ou résonance 'opposé de la dissonance :
R (™) := —Dis (Z) <0.

m

5.2.2 Fractale de Farey des nombres rationnels et intervalles justes

La fractale de Farey s’obtient en tragant la résonance —Dis (%) = —In(m'm) en
fonction du pitch In (%) (voir aussi Figure C.1.5 en annexe).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Norme_(math%C3%A9matiques)#En_dimension_finie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Distance_de_Manhattan
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Ecoute : vous pouvez écouter les intervalles juste selon la fraction selectionnée sur la
fractale dans cette application.

Remarque 5.2.3. Sur le schéma, on a représenté en bleu, les intervalles tempérés (i.e. nombre
entier de demi-tons). On associe sans probléme les fractions 2/1 a 'octave tempéré, % ala
quinte tempéré et % a la quarte tempérée. Cette association n’est pas toujours évidente.
Par exemple,

— la tierce mineure tempérée (3 demi-tons) peut étre identifier comme fT, = g ou
1
fo6

— la septiéme mineure (10 demi-tons) peut étre identifier comme fTI = ;Z ou fTI = %,
Sachant que la perception est précise a %0 de demi-ton, on observe que les fréquences du
tempérament égal en bleu, propose un choix trés limité par rapport aux possibilités des

intervalles justes en rouge.

Remarque 5.2.4. Prés de I'unisson, (mais aussi de la quinte) il y a tout un voisinage avec
absence d’autre intervalles justes. Cela est un phénomeéne purement arithmétique, mais
clair sur la figure du verger d’Euclide C.1.2.1. Cela implique qu’un intervalle f7, proche
de 'unisson ou de la quinte, mais différent, sonnera trés dissonant. On verra que cela se

manifeste dans les pratiques musicales.

Intervalles justes au dela de 'octave :

— Les nombres 7,11, 13 ont une importance dominante dans les intervalles juste plus

grand que % Cela s’explique par exemple par le fait que la dissonance Dis (%) =

In7 = 2,.. de la fraction 4 < % < 8 située dans la 3éme octave est plus faible que
Dis (;Z) =2In2+4+1In7= 3,4 de la fraction 1 < ;Z < 2 situé dans la premiére octave.

Par exemple dans la figure suivante pour les intervalles compris entre 1 et 2 octaves


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript1/just_interval/
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/home/faure/c++/musique/tonnetz/rapport_tonnetz/octave_1.png

— et pour les intervalles compris entre 2 et 3 octaves, on y voit dominer localement le
role des nombres premiers 11, 13,17, 19.

/home/faure/c++/musique/tonnetz/rapport_tonnetz/octave_2.png

5.3 Accords justes

Dans la suite, on ne considérera que des notes formant des intervalles justes entre elles.
Etant donné une note de référence, de fréquence f,o, associée au point n = (0,0,...)
origine du tonnetz Z, toute autre note est représentée par un point n € Z du
tonnetz, montrant son décalage par rapport a la note de référence. Son pitch est donné
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par la formule (2.3.5) ou (?7?) :

Définition 5.3.1. Un accord juste est un ensemble de N notes formant deux a
deux des intervalles justes :

A=n(1),n2),...n(N)), n(j) ez’

La dissonance de I’accord A est la somme des dissonances de chaque intervalle

le composant (le 3 est la car la double somme qui suit compte deux fois chaque

2
intervalle) :

Ainsi on peut penser a un accord composé de N notes, comme une molécule composée
de N atomes, et la dissonance de l'accord suit la méme formule que ’énergie de liaison
d’une molécule qui est la somme des énergie mutuelles entre atomes.

Exercice 5.3.2. “Recherche du renversement qui minimise/maximise la dissonance”.

1. Considérons la triade majeure C5, E/, G. Trouver le renversement qui minimise la
dissonance ? Si on rajoute la contrainte que F,G sont dans les octaves 4,5 (i.e.
autour du Cf), trouver le renversement qui minimise et maximise la dissonance ?

2. De méme pour la triade mineure C, Eb, G, puis 'accord de dominante C, F/, G, Bb
et 'accord semi-diminué C, Eb, Gb, Bb?

3. Ecrire un algorithme général qui trouve le renversement qui minimise/maximise la
dissonance ?

Solution 5.3.3.

1. Considérons la triade A = (C, E,G). Fixons la note C' a l'origine 0 du tonnetz.
Alors E est en (ng,0,1) € Z” et G est en (ng, 1,0) € Z' avec ng,ng € Z que l'on
recherche. La dissonance de I’accord est

Dis (A) = Dis (C, £) + Dis (C,G) + Dis (G, E)
= Dis (ng,0,1) + Dis (ng, 1,0) + Dis (ng — ng,1,—1)
= (|ng| + |n¢| + |n¢ —ngl)In2+2In3 +2Inb

— Donc pour minimiser la dissonance il faut minimiser |ng|+ |ng| + |ng — ngl|. La
solution est ng = ng = 0. Donc la répartition Cs, Gg, Ex.
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— Avec la contrainte d’utiliser les octaves 4, 5, cela impose ng € {—2, —1} et ng €
{—3,—2}. Alors le renversement qui minimise la dissonance est np = —2, et
ng = —2 ou ng = —1, soit G4, C5, E5 ou Cs, E5, G5 (le premier a 'intervalle
Gy, E5 plus résonance et le deuxiéme a l'intervalle Cs, G5 plus résonance).

— La dissonance est maximisée pour le renversement Fy, G4, C5 ou Ey, Cs, G5

2. Pour la triade A = (C, Eb,G). On écrit de méme Fj, est en (ng,,1,—1) € Z” et G
est en (ng, 1,0) € Z" avec ng,,ng € Z que 'on recherche.

Dis (A) = Dis (C, E}) + Dis (C, G) + Dis (G, Ep)
= Dis (ng, 1, —1) + Dis (ng, 1,0) + Dis (ng — ng,,0,1)
= (|ng| + |n¢| + |n¢ —nel) In2+2In3 + 2Inb

Donc pour minimiser la dissonance il faut minimiser |ng,| + |ng| + |ng — ng,|. La
solution est ng, = ng = 0. Donc la répartition Ey3, C5, Gg.

Exemple 5.3.4. Pour la triade majeure Cy — Ey — Gy :

E,
n5 Bl TLS
£ By
B
E2 - E B
Ly
X6/5 C e
x5/4 C G
C G n3
xX3/2 G
CO # GO CO ! ng

n2
Dis(A) = In(5.4) +In(3.2) + In(6.5) = 41n(2) + 2In(3) + 21In(5) = 8.18

Noter que la triade mineure F; — G; — By a la méme dissonance car est constituée des
méme intervalles justes.

n5

x3/2
B, =—= B
X

x5/4
6/5 /C[)
Gy

n2

Diss = log(5.4) + log(3.2) + log(6.5) = 8.18
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5.3.1 Chambre, basse virtuelle, siflet et profondeur d’un accord
juste

On a vu que la triade majeure et la triade mineure ont la méme valeur de dissonance.
Géométriquement, on observe que ces deux accords n’ont pas la méme forme géométrique
dans le tonnetz.A I’écoute on ressent que la triade majeure est plus stable, la triade mi-
neure est plus flottante, semble manquer de fondement. Voici une facon quantitative de les
distinguer, en complément de la dissonance.

Définition 5.3.5. La basse virtuelle Bass (A) d'un accord A = (n(l), n(2), - - .n(N))
est la note la plus haute qui contient A dans ses harmoniques. Ainsi

Bass (A) = (ng,ns,ns,...) € Z°

avec
n, = min (n, (7)), Vp € P.
,= min (n,(5),
De meme, le sifflet virtuelle Siff (A) de 'accord A est la note la plus grave qui est
harmonique de toutes les notes de A. Ainsi

Siff (A) = (n2,n3,n5, .. ) € ZP

avec
= ma ), VpeP
e jIer[ll,J}\{]] (ny (7)) b

Plus générallement, la chambre de I’accord est ’ensemble des notes

=<{n= P i V) < n, < '
Room (A) {n (ng,ms,...) €Z", Vp, jgl[ll%}(np(j))_np jgﬁj}\{q(nl,(]))}

Ainsi la basse et le siflet sont les extrémités de la chambre. Toutes les notes de
I’accord sont dans la chambre.

— Par exemple pour la triade majeure

A="C;— E5— Gy’
= ((0) ) <_2> 07 1) ) (_17 1))

on obtient que

BaSS(A>:(—2,O,O...):21—2503

35
Siff (A) = (0,1,1,0...) = 3.5 = 51235198
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— Par exemple pour la triade mineure

A - 7’05 - Eb5 - G5’7
= ((0) ) (17 L, _1) ) (_17 1))

on obtient que

1 1
Bass(A) = (—1,0,—-1,0...) = — = —+— = Ab
(4) = ( )=5= =% G/ 1
: 23 _
Siff (A) = (1,1,0...) =2.3=2 3 =Gy
ex:Triade majeure log f
F
x5 '8, ___Chambre 5 f
B —sifflet 07 B
Ey /Basse T B .
6/5 G_4 -t =
i ¢ G X3 Tessiture $_ b
CO X3/2 GO ><3 _! - gg
Hauteur 1' -
Diss = log(5.4) + log(3.2) + log(6.5) = 8.18 -® -,
log f
Ey
By A
x3/2 [ B: _L_

El — Bl
X

G_ _d
o= / 1 Tessiture $ : By
G
><5/4 071‘ Gy _¥_ E}
6/5 3
/5 e . c G X
G - —Co
Gy

Hauteur

Diss = log(5.4) + log(3.2) + log(6.5) = 8.18 ~®-Co

On remarque donc que
— la triade majeure C,E,G posséde sa basse virtuelle qui est C. — sensation de
stabilité. Video
— la triade mineure Em=E,G,B n’a pas sa basse virtuelle qui est C. — sensation
de manque. Video


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/triade_majeure.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/triade_mineure.mp4
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5.4 Les intervalles et accords justes dans les pratiques
musicales

La section précédentes nous a donné quelques indications pour analyser les intervalles
justes et les accords justes. Considérons maintenant les pratiques musicales. On reviendra
plus tard sur les théories musicales. On observe que les intervalles justes sont trés présents
dans tous les styles de musique, de tout temps et de toute culture. Voici quelques exemples.

— Par ex. l'octave 2/1, la quinte 3/2, la quarte 4/3, sont des intervalles universels dans
les cultures humaines. La quarte 4/3 est le premier intervalle de la marseillaise. Son

ou Son :
o) ) PR
)" 4 | N — | o o F
l’f“\ {‘ - ‘I" AN"I- ‘l‘ I | T | i \\
ANIV - oSN N | [ I [ | |4 I
() T T T
 —_——Y

— Dans la fractale de Farey, on a observé des “gaps” de résonance, i.e. des intervalles
dissonants, tout prés des fractions simples, voir remarque 5.2.4. Par exemple, la
ganga en Dalmatie sont des chants populaires, avec intervalles de notes qui “frot-
tent” (pour le plaisir), ref : carnet de voyage avec Anne-Florence Borneuf. Son

'~ BOSNIE- 1
HERZEGOVINE |

CROATIE

— Organum est un genre musical a deux voix, du IXéme au XIIéme siécle en
Europe, constitué d’octaves (2/1), quintes (3/2) et quartes (4/3). Les tierces (6/5)
et sixtes (5/3) peuvent étre entendues a partir du XIéme siécle. ref : Musica En-
chiriadis. C’est 'origine du contrepoint. Video de Organum duplum : Alleluia, hic
Martinus (“organum fleuri”).

— L intervalle 7/5 qui est aussi une fraction proche du triton et remarquable dans
la fractale de Farey C.1.5, est revisité par les bee boppers (Charlie Parker, Dizzy
Gillespie .., 1940’), par ex. dans l'introduction de “salt peanuts” en 1942. Dans cet
exemple, il y a un intervalle de quinte diminuée 7/5, puis 14/5 ou 11/4 7, puis l'oc-


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Love%20Is%20All%20You%20Need%20-%20Beatles%20-%20YouTube.mp3
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/LA%20MARSEILLAISE_intro.mp3
http://www.francemusique.fr/emission/carnet-de-voyage/2014-2015/fulgurances-harmoniques-des-polyphonies-ganga-de-dalmatie-12-28-2014-19-00
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/polyphonie_ganga%20Copy.mp3
https://fr.wikipedia.org/wiki/Organum
https://en.wikipedia.org/wiki/Musica_enchiriadis
https://en.wikipedia.org/wiki/Musica_enchiriadis
https://fr.wikipedia.org/wiki/Contrepoint_rigoureux
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/organum.mp4
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S 7/5 2.1/5

Les chants bulgares (musique traditionnelle actuelle) font entendre des des voix
trés timbrées (i.e. riches en harmoniques) avec des résonances fTI = 4 bien mar-
quées qui se concluent souvent par des unissons. On remarque aussi des rythmes en
2+2+3=7. Video.

En musique indienne, on apprécie les résonances entre la tampura (riche en

harmoniques) et la flate.

tave 2/1. Son

N5
Vo n 1 ﬁﬂ
T 21 32 35/22 3/1 3/2.5/2 ®
£ 3/2  5/3 3/2.5/4 S 3/2.3/25/4 2513 Y1 A
e e o e s s s e | D E B
[ £ Y W) ] | 1 0 o 7 | |t | 11 ] ] 1
ANV | | =| 1 07 — 1 | 1 1] 1 1
J s ¥ T 1 ®
V1 ‘ F C G ns
0 O lo l O l O ]
Le | | | |

Dans cet exemple, on remarque que les rapports rationnels aménent des relations

entres les notes et pas seulement avec la basse fixe (tampura). Ces relations sont

schématisées sur la partition par les traits en noir. On a aussi mis en valeur la

proximité de hauteur en rouge. On discutera de cela apreés.

— Qu’observez vous de particulier concernant le ré (qui est peu joué) ? réponse :
c’est le seul dont le dénominateur de la fraction (ici 5/3) n’est pas une puissance
de 2. On verra plus loin que si le musicien joue le ré de fagon trop insistante, il


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Charlie%20Parker%20-%20Salt%20Peanuts%20intro.mp3
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Le%20Mystere%20des%20voix%20Bulgares%20-%201.mp4
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ressort une couleur « mineur.

— Video

— Des intervalles justes faisant intervenir les entiers 11 et 13 sont présents dans les
chants suisses, et le cor des alpes. Son (avec la “11#7 a 45", et la “13b” a
1’56”). Remarquer que les musiciens évitent soigneusement de jouer I'harmonique 7
et 14 =2 x 7.

— Composition Stimmung de Karlheinz Stockhausen. Ecouter.

5.4.1 Quelques gammes et modes

5.4.1.1 La gamme pentatonique majeur

Utilisée partout dans le monde.‘ F ‘ C ‘ G ‘ D ‘ A ‘

— jouée dans l'ordre croissant des fréquences, cela donne : F,G,A,C,D,(F) , utilisé par
ex. en musique irlandaise.
— Le mode C,D,F G,A,C est appelé Raga Suddha Saveri en musique indienne, et
mode Bac en musique vietnamienne (aussi utilisé en musique chinoise).
— Le mode G,A,C,D,F est le raga Madhyamavati en musique indienne.
— Le mode D,F,G,A,C,D est le raga Udayaravichandrika en musique indienne.
(aussi utilisé en musique d’amérique du sud)
— Video de Bobby McFerrin sur l'universalité de la gamme pentatonique (colloque
notes&neurons 2009)

— Gamme pentatonique mineure en namibie, D,F G A C, ref : carnet de voyage avec
Emmanuelle Olivier. Son


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Video_Raga_Yaman_indien.flv
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Alphorn,%20St-Moritz,%20cor%20des%20Alpes,%20Swiss%20Alphorn.mp3
https://en.wikipedia.org/wiki/Stimmung
https://www.youtube.com/watch?v=3hPkJW95jsw
https://en.wikipedia.org/wiki/Shuddha_Saveri
https://fr.wikipedia.org/wiki/Musique_vietnamienne
https://en.wikipedia.org/wiki/Madhyamavati
https://en.wikipedia.org/wiki/Udayaravichandrika
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2009_Bobby_McFerrin_Demonstrates_the_Power_of_the_Pentatonic_Scale.flv
http://www.francemusique.fr/emission/carnet-de-voyage/2014-2015/de-la-namibie-au-mali-entre-memoire-et-oubli-01-11-2015-19-00
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Namibie_au_mali%20Copy.mp3
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— Carnet voyages avec Pollo Vallejo, wagogo tanzanie, Rituel d’initiation. a 725" :

gamme pentatonique sur G,A,B,D F avec le F qui est en 7/8. Son
= miﬁ/\:‘z:v . TANZANIE

e M KENYA
RWANDA Ukbfewe

Kimandjaro,
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K
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. e e
— Gamme pentatonique majeure sur le tonnetz : C,E,F,G,Bb Video

5.4.1.2 Gamme pentatonique mineur

../../../ct+/mus

sique/tonnetz/rapport_tonnetz/gamme_penta_mineur.png

— Dans l'ordre : C,Eb,F,G,Bb,(C).

— elle n’est pas équivalente a la gamme pentatonique majeur Eb,F,G,Bb,C,Eb qui
n’utilise que I'axe *3.

— Gamme pentatonique mineure sur le tonnetz

: C,Eb,F.,G,Bb Video.
5.4.1.3 La Gamme de Zarlino

B
F|C|G|D

— Zarlino, XVIeme siécle. Mise en valeur de la quinte juste et tierce juste.
A E

— Contient les notes justes des triades de Fa,Do,Sol, cad : (F,A,C),(C,E,G),(G,B,D).
— Cette gamme F,A,C,E,G,B,D est appelée gamme de “P’intonation juste”.


http://www.francemusique.fr/emission/carnet-de-voyage/2014-2015/la-vie-polyphonique-des-wagogo-en-tanzanie-avec-polo-vallejo-06-28-2015-19-00
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/Polo%20Vallajo%20_%20Wagogo%20(Tanzanie)-.mp3
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/gamme_penta_maj.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/gamme_penta_min.mpg
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— Le probléme par ex. est que 'accord Dm=(D,F,A) sonne faux.

5.4.1.4 Gamme Pythagoricienne a 7 notes (heptatonique)

— Ce sont 7 notes en rapport de 3/2 (quinte juste).
(F[C|CD]A BB
— Utilisée au moyen age et renaissance, jusqu’au XVle siecle, en théorie et en pratique.
(rem : Il y a 6 gammes & 7 notes qui contiennent C,G.)
— Utilisé en musique indienne : Raga Kalyani :
(C[GIDIA[E[B][F/]
Raga Thodi :
Db |[Ab [Eb [Bb[F[C |G|

5.4.1.5 Mode indien carnatique Shankarabharana

A E|B
F|IC|G|DJ|A
Référence : ( ).
Remarques :

— Le probléme est que la tiérce F-A est fausse.
— A sappelle “chatusruti dha”. Il est “lumineux, exultant, acidulé. A’ s’appelle
“trisruti dha” est calme, apaisé, triste.
— Ex cité par F. Pham p.10 ( ) : Si CD; A'G; GF,ED,C est joué
plusieurs fois, puis C,D; A,G; G,F,E,D,C : joué a la fin. Alors le A sonne

5.4.1.6 Raga indiens

— Le Raga carnatique Mohana est

E

C|G|DJ|A

— (C’est une gamme pentatonique.

— Le raga carnatique Hindolan (aussi en musique hindoustanie , ou il s’appelle Mal-
kauns) 7

Exemple 5.4.1. Exemple d’utilisation du raga Manirangu, is a janya raga, derived from
Kharaharapriya which is 22nd on the Melakarta scale : raga Manirangu

5.5 Les intervalles et accords justes dans les théories
musicales
On a vu la présence des intervalles justes fTI = 3 dans les pratiques musicales. Parlons

maintenant du “discours théorique” concernant la musiques et concernant particuliérement
les intervalles justes.


https://en.wikipedia.org/wiki/Kalyani_(raga)
https://en.wikipedia.org/wiki/Todi_(raga)
https://en.wikipedia.org/wiki/Sankarabharanam_(raga)
https://en.wikipedia.org/wiki/Mohanam
https://en.wikipedia.org/wiki/Hindolam
https://en.wikipedia.org/wiki/Shree_(Carnatic_raga)
https://en.wikipedia.org/wiki/Kharaharapriya
https://en.wikipedia.org/wiki/Melakarta
https://www.youtube.com/watch?v=hQrsnz7_LVk

170 CHAPITRE 5. THEORIES ET PRATIQUES DE LA MUSIQUE

Remarque 5.5.1. On a décidé de séparer cette section, car il ne s’agit pas de “théories
scientifiques”, i.e. validées : leur pertinence ou véracité n’est pas certaine (et méme souvent
douteuse). Elles ont cependant un intérét historique et culturel.

— La théorie musicale de pythagore (4 la suite des babyloniens) ne considérait que
les intervalles a/b construits a partir des entiers 2, 3. Ex : ‘31 = % Contre-exemple :
Z, g D’aprés la figure suivante, cette théorie ne permet de décrire que trés peu
d’intervalles résonants.

/home/faure/c++/musique/tonnetz/rapport_tonnetz/octave_0,primes_23.png

On peut donc observer qu’elle n’est pas pertinente musicalement.

— La théorie musicale de Zarlino (1558) ne considérait que les intervalles a/b
2

TN : .4 22 6 _ 23 .7
construits a partir 2,3,5. Ex : 3 = 5%, 2 = 5. Contre-exemple : .


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Accord_pythagoricien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Gioseffo_Zarlino
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/home/faure/c++/musique/tonnetz/rapport_tonnetz/octave_0,primes_235.png

On peut observer que la plupart des intervalles juste importants sont bien décrits,

méme si il manque 3 rationnels importants : I (tierce mineure), £ (triton) et %
(septiéme mineure).

— J.P. Rameau, “Traité de I'harmonie” (1722), qui est encore une référence,
écrit p.xv que la musique repose sur les chiffres (2,3, 5) seulement. Page 4 il exclut
le nombre 7 car “ne pouvant donner aucun intervalle agréable, c’est évident aux

connaisseurs” :

it aux Connoil-
5. qui cft e premicr aprés 77
¢ contenus dans le Scaairey
Waugmente pas |a quancict
nous donnent le meme in-
tervale que 3. & 4. tout nombre reprelentant todjouss celuy dong

il cft double. 5 |
DEMONSTRATION. ‘

OmBRrE. Ona attribué tou-

te la force de’'Harmonie

dcelle des Nombres.  page 3

Il 0’y a que trois Nombres accor-

~dans, dent fe forme I'Aucord =
parfait. Fdehee il g

Cette affirmation pas vraiment justifiée peut nous surprendre.

— Ces rapports 11/2 ou 13/2 en “quarts de tons”, semblent étre utilisés en musique
arabe. (7)

— Humour : sketch de Kammelott (Alexandre Astier). On entend l'unisson 1/1,
quarte 4/3, quinte 3/2, tierce mineure 6/5, quinte diminuée 7/5 appelé “Diabolus
In Musica” au moyen age par Guido d’Arezzo 1050(7) (reference). Video.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Trait%C3%A9_de_l%27harmonie_r%C3%A9duite_%C3%A0_ses_principes_naturels
https://fr.wikipedia.org/wiki/Guido_d'Arezzo
https://en.wikipedia.org/wiki/Tritone
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/La_quinte_Kameloot.mp4
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5.5.0.1 Tonnetz de Euler

L’idée d’utiliser le réseau Z vient de Euler (en 1739, il a 24 ans), qu’il appelle ré-
seau tonnetz dans son livre « Tentamen novae theoriae musicae ex certissimis harmoniae
principiis dilucide expositae ».

5.5.1 Enchainement d’accords

— Dans la musique occidentale il y a un enchainement d’accord trés courant, appelé

la “Résolution du triton” ou résolution de la sensible”. On peut l'interpréter
sur le tonnetz comme l'intervalle juste de triton % vers la tierce majeure % :
il y a un mouvement d’un demi-ton de ' — E (en tirets bleus) dont la fraction
est 2-3-3 =2 ~ (1.050)"'. Il y a aussi un mouvement d’un demi-ton B — C
(en pointillés rouges) dont la fraction est % . % = % ~ 1.066. (On rappelle que le

demi-ton chromatique est 2'/2 ~ 1.059). Video, et avec la basse virtuelle : Video.

5/4

PR /home/faure/c++/musique/tonnetz/rapport_tonnetz/triton.png

n 5/4
o © e ) 1
s C—o—"F1""]

¢

— (Cadences II-V-I Majeure : Video et mineure Video.)

— Enchainement d’accords basée sur trois “petits déplacements” %, }—g, % : Video,

et avec la basse virtuelle : Video.
— Rem : vraie musique jouée par Miles Davis, Sam Jones, Hank Jones : Video.

5.5.2 La théorie des tempéraments

(ref : Benson chap. 5).
— Un tempérament est un “bon” choix de 12 notes par octave pour accorder un

instrument. Il est naturel de choisir ces 12 notes parmi les notes du tonnetz (mo-
dulo T'octave). Mais le tonnetz est infini, donc ce choix est arbitraire. Un choix
« raisonable » de tempérament est un tempérament contenant des intervalles justes
« importants » ou « utiles ».

— A partir du XIXeme siécle, en occident il a été convenu d’utiliser le tempérament

égal qui n’est pas juste, afin de simplifier et d’oublier ces questions.

— Exemples :

— Johannes Kepler, “Harmonies mundi” 1619. Video

% Dh D Eb E F Gb G Ab A Bb B


http://fr.wikipedia.org/wiki/Sensible_%28musique%29
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/resolution_triton.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/resolution_triton%c3%a7_avec_basse.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/II_V_Imaj.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/IIm7b5_V7_Im.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/grille.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/grille_avec_basse.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/AL%20-%20Cannonball%20Adderly%20extrait.mp3
https://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonices_Mundi
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_kepler_1.mp4
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— J.J. Rousseau“Dictionnaire de la musique” 1768. Video

— Tempérament de cloches chinoises de 433 B.C. (ref : article de Cohn 1997, page
63, et Falkenhausen, « suspended music.. » p.284 ) Video.

— J.S. Bach, “Clavier bien tempéré”, 1722. (ref : Benson p.188)
(ERPL D @ L@
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The temperament of Vallotti and Young is probably closest to the in-
tentions of J. S. Bach for his Well-Tempered Clavier. According to the re-

— Tempérament pythagoricien
Db |Ab[Eb [Bb[F[C|G|D|A|E|B|F#]
— Utilisation : la “modulation” : on utilise un mode heptatonique parmi les 5
qu’elle contient, et on passe de I'un a 'autre.
— Intérét : on accorde une harpe de facon fixée.
— Remarque : la quinte F#-Db est fausse appelée « quinte du loup », les
musiciens au moyen age l’évitait.

— Dans un tempérament juste (non égal), les transpositions donnent des gammes dif-
féerentes. Conseils de Christian Schubart en 1784 (ref : Benson p.183)
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C major Completely pure. Its character is: innocenoce, simplicity, naivety, children's talk

C minor  Declaration of love and at the same time the lament of unhappy love — All languishing,
longing, sighing of the lovesick soul lies in this key.

D? major A leering key, degenerating into grief and rapture. It cannot laugh, but it can smile;
it cannot howl, but it can at least grimace its crying.— Consequently only unusual
characters and feelings can be brought out in this key.

Cf minor  Penitential | , intimate with God, the friend and help-meet of
life; sighs of disappointed friendship and love lie in its radius.

D major  The key of triumph, of Halelujahs, of war-cries, of victory-rejoicing. Thus, the inviting
symphonies, the marches, holiday songs and heaven-rejoicing choruses are set in this
Ly

D minor  Melancholy womanliness, the spleen and humours brood

Eb minor  Feelings of the amxiety of the soul’s deepest distress, of brooding despair, of blackest
depression, of the most gloomy condition of the soul. Every fear, every hesitation of
the shuddering heart, breathes out of horible Eb minar. ¥ ghosts could speak, their
speech would approximate this key.

— Le tempérament harmonique : avec Magic Malik en concert le 27/2 /2015 :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-Jacques_Rousseau#Jean-Jacques_Rousseau_et_la_musique
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_rousseau_1.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_35.mpg

174

CHAPITRE 5. THEORIES ET PRATIQUES DE LA MUSIQUE

o i —l,—:;;yi' i

— on a fait des morceaux utilisant le “tempérament des harmoniques” (cercles
verts) :
Son & 43”, , Video concert, & 30”.
Son :a 703" et 11710”.

sol si do

lap sib

8
o 21 2 23 24 25 6 2 0 31 B2 32
82 33 B4 35 b6 37 39
B8 41 12|43 W4 45 E 47 WB 49 51
2 53
| I R o v BT 5, 59 P 91 2 63 b4 65
Octave logf

— on a fait des morceaux utilisant le “tempéraments box” sur le réseau (3,5,7)
Video

5.5.2.1 Le tempérament adaptatif

Définition 5.5.2. Siun accord A = {fi, f,.

.. fn} est présent, le choix d’une prochaine

note de fréquence f,4; dans un intervalle donné de 1 octave/12 (=iton) est tel qu’il
minimise la dissonance du nouvel accord A’ = AU {f,41}.

b7 b3 154
r 94 r

7
9

o2

® ./@ <)’®

b1514 bY5 15/8
F i r

o]
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k1t

ol

b!528 bY5 1516
r Lm b%7



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/2_morceau_2_temperament_s1.mp3
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/morceau_2_debut.mp4
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/5_morceau_4.mp3
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/temp_box.mpg
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— Remarques :
— Invariant par transposition mais non commutatif : Cy — Gqg — Bby — Eby #
Co — Gy — Eby — Bby.
— Décalage possible du « diapason » si on s’éloigne sur le tonnetz.
— Le résultat dépend trés peu du choix de la fonction D (a/b) = log (ab).
— Exemple du morceau du concert Video du tonnetz avec basse et sifflet. Son, concert
a 6’107 et 8710".

5.6 Conventions d’écriture de la musique
5.7 Analyse harmonique en musique classique
5.8 Analyse harmonique en jazz

5.9 Autres théories

5.9.1 Musique indienne
Melakarta : 72 gammes.

Exemple 5.9.1. Exemple d’utilisation du raga Manirangu, is a janya raga, derived from
Kharaharapriya which is 22nd on the Melakarta scale : raga Manirangu

5.9.1.1 Definition :

1) Raga Saddha Madhyana
contains C,F,G

2) Raga Prati Madhyana
contains C,F# G

and :

Db or D or D+#

Ebb or Eb or E

Ab or A or A#

Bbb or Bb or B

but with no collision.

We use lexyco order.

i.e. start with
C,Db,Ebb,F.G,Ab,Bbb,C
C,Db,Ebb,F,G,Ab,Bb,C
etc

Raga with the same first tetrachord are in the same Chakra (=family).


https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/morceau_concert_avec_basse_et_sifflet.mpg
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/2015_09_11_Expose_film_IF/videos/7_morceau_6_marches_harmoniques_temperament_adaptatif.mp3
https://en.wikipedia.org/wiki/Melakarta
https://en.wikipedia.org/wiki/Shree_(Carnatic_raga)
https://en.wikipedia.org/wiki/Kharaharapriya
https://en.wikipedia.org/wiki/Melakarta
https://www.youtube.com/watch?v=hQrsnz7_LVk
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-> 12 Chakra, each contains 6 Raga

This gives 72 raga.

Sno Carnatic Label|Frequency |Se1
music svara ratio |

1 Shadja (Tonic) S 1.0 1'
2 Shuddha rishaba R1 (16/15) 14
3 | Chatushruthi rishaba | R2 (9/8) 15
4 | Shatshruthi rishaba R3 (6/5) 16
3 Shuddha gAndhara Gl (9/8) 15.
4 [ShAdhArana gAndhara| G2 (6/5) 1€
5 Anthara gAndhara G3 (5/4) 17
6 | Shuddha madhyama | M1 (4/3) L
7 Prati madhyama M2 (17/12) 19
8 Panchama P (3/2) 2(
9 Shuddha daivatha D1 (8/5) 22
10 | Chatushruthi daivatha | D2 (5/3) 23
11 | Shatshruthi daivatha | D3 (9/5) 24
10 Shuddha nishAdha N1 (5/3) 2
11 Kaisika nishAdha N2 (9/5) 24
12 KAkali nishAdha N3 (15/8) 25
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A Twelve-tone system of Carnatic mu

Interval Abbrev- Frequency J

Name(s) iation(s) Ratio (Ce

- Sa S 1:1 (

- Shuddha Ri R1 16 : 15 1

- Chathusruthi Ri or R2 or 9:8 2(
Shuddha Ga G1

- Shatsruthi Ri or R3 or 6:5 3
Sadharana Ga G2

- Anthara Ga G3 5:4 3¢

- Shuddha Ma M1 4:3 4

- Prati Ma M2 45 : 32 5¢

- Pa Pa 3:2 7

- Shuddha Dha D1 8:5 8

- Chathusruthi Dha or D2 or 2716 O
Shuddha Ni N1

- Shatsruthi Dha or D3 or 9:95 10
Kaisiki Ni N2

- Kakali Ni N_S 15: 8 10

- Sa S 21 12

B Chromatic scale of Western music

Interval Abbrev- Frequency J
Name(s) iation(s) Ratio (Ce

- Parfert | Inieon P 1 -1 (
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Svara /| Hindustani name Staff | Western s
Note note Interval nan
Sa Shadja C Perfect unis
re Shuddha rishab D Major secor
ga Komal gandhar Eb Minor third
Ma Shuddha madhyam F Perfect four
Pa Pancham G Perfect fifth
Dha Shuddha daivat A Major sixth
ni Komal nishad Bb Minor sever

Note: Interval names, abbreviations, frequency ratios, and sizes in cent

5.9.2 Musique dodécaphonique, sérielle

Document sur les signatures tonales et modes a transposition limité.

Exercice 5.9.2. “Signature tonale majeur”. Dans la définition de signature tonale il y
a I’hypothése d’ensemble minimal. Considérer I’ensemble de notes C, E, F',G, B qui est la

signature tonale majeur C'M et démontrer qu’il est bien minimal.

Solution 5.9.3. Pour montrer que ’ensemble C, E, F, G, B est minimal, on montre que si
on enléve une note alors I’ensemble obtenu appartient aussi a d’autres gammes tonales :
— E,F,G,B est aussi dans Dmin-mel
— C,F,G,B est aussi dans Cmin-mel
— C,E,G,B est aussi dans Gmaj
— C,E,F,B est aussi dans Amin-harm
— C,E,F,G est aussi dans Fmaj


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/Malik_ST/doc/ST_et_MATL.pdf
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5.9.2.1 Théoréme de Babbitt (1986)

Référence : voir document 1999, article de Blau.

Théoréme 5.9.4. Si on considére un ensemble de 6 notes A C {C,C#,D,... B} parmi
les douzes notes, alors modulo [’octave, l’ensemble des intervalles de A est identique
a l’ensemble des intervalles dans son complémentaire.

5.10 Rythmes et poly-rythmes

[sorythmie, voir aussi Isorythmie sur wikipedia (terme inventé par Friedrich Ludwig
début XXieme), 'ancien terme est “talea-color”.


https://www.youtube.com/watch?v=pY9WcXVTWGw
https://fr.wikipedia.org/wiki/Isorythmie
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Annexe A

Logiciels pour 'acoustique musicale

A.1 Pour 'audio

Liste de logiciels pour ’audio

Applications Android gratuites conseillées pour ce cours :
— sonometre : mesure 'intensité d’un son en décibels.
— Lexis Audio Editor : permet de visualiser le signal d’un son enregistré.
— Spectroid : permet de faire une transformée temps-fréquence d’un signal sonore en
temps réel.

A.2 Audacity

Audacity permet 'enregistrement et ’analyse de sons.
— TP.

— Créer des wave-form a la main.

— Autre TP sur la transformée de Fourier avec Audacity.
— Créer des scripts sous audacity.

A.3 Autres

— BaudLine : Spectrogram

— Sonic Visualiser

— FreeFem : pour résoudre des EDP non linéaires.
— Ecoute d’intervalles justes

— Analysis and creation of sounds

— Real-time analysis of sounds, Section 5

181


https://marcotonini.wordpress.com/software/
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.gamebasic.decibel&hl=fr&gl=US
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.pamsys.lexisaudioeditor&hl=fr&gl=US
https://play.google.com/store/apps/details?id=org.intoorbit.spectrum&hl=fr&gl=US
https://audacity.fr/
http://www-ext.impmc.upmc.fr/~ayrinhac/documents/Traitement_du_Signal_avec_Audacity.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=kjPR9tEKe_s
http://cedric.cnam.fr/~bouchati/enseignement/STMN_TDS/TP3_TFetSpectre.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=LyQDDVkGBSY
http://www.baudline.com/index.html
https://www.sonicvisualiser.org/
https://freefem.org/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript1/just_interval/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript2/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/MOLT_explorer/
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Annexe B

Notions de base utiles en
mathématiques

Dans ce cours on ne suppose aucune base en science. Cependant on aura besoin de
quelques notions élémentaires qui sont expliquées dans cette section.

B.1 Les fractions et équations du premier degré

B.1.1 Additions et soustractions

On désigne par exemple une grandeur numérique recherchée par la lettre x. Par exemple
x est le poids d'une pomme, et 1’on sait que le poids du saladier est 0.8kg et on pése au
total 1kg pour le saladier qui contient la pomme. On écrit

r+08=1

La solution est
z=1-08=02kg

Plus généralement, si a, b, ¢ son des chiffres, on a I’équivalence suivante des équations :

at+b=c Sb=c—a Sa=c—b
S0=c—b—a S0=a+b—c

Exercice B.1.1. Vérifiez ces équations avec les valeurs a = 3, b =2, ¢ = 5.

B.1.2 Multiplication et divisions

On désigne par exemple une grandeur numérique recherchée par la lettre x. Par exemple
x est le poids d'une pomme, et I'on sait que 10 pommes pésent 2kg. On écrit

10 x x = 2 ou 10x = 2.

183
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La solution est

9
_— 02k
10 &

Plus généralement, si a, b, ¢ son des chiffres non nuls, on a 1’équivalence suivante des équa-
tions :

X

ab:c<:>b:E<:>a:E<:>1:£<:>1:a_b
a b ab c

Exercice B.1.2. Vérifiez ces équations avec les valeurs a = 3, b =2, ¢ = 6.

Notations de puissance :

x2:x><x, m?’:mxmxx, etc

_ 1 _ 1 1

:clz—, 2= = —, ectc
T TXT T

Par commodité, 2 = 1. Quand on écrit 2™, I'entier n s’appelle 'exposant.

B.2 Exposants, logarithme et décibels

On présente quels notions importantes pour la suite. Cela peut concerner toute sorte
de grandeur physique.

Dans le tableau suivant on a écrit sur la premiére ligne différentes valeurs d’une grandeur
x. Par exemple x = 100.

Sur la deuxiéme ligne, on écrit cette méme valeur avec un exposant, par exemple
x = 10%. La troisiéme ligne donne la valeur de l'exposant, aussi appelé le logarithme de
x et noté Log,, (z). Par exemple Log;, (100) = 2. La derniére ligne est appelée décibels,
c’est seulement I'exposant multiplié par 10, i.e.

dB (z) = 10 x Logy, (z)
Par exemple dB (100) = 20.

Valeurs de = et opérations : R — 0.1 — 1 — 10 — 100 — 1000

écriture de = avec ’exposant =101 =10° = 10! =102 =103
Logjg (z) : exposant ou logarithme (en base 10) -1 0 1 2 3

dB (z) = 10 Logio (z) :décibel —10 0 10 20 30

Remarque B.2.1. Sur la ligne de x on passe d'une colonne a la suivante de droite en
multipliant par 10. Donc on passe & la colonne de gauche en divisant par 10. Alors dans
sur la ligne des logarithme (et des décibels) on passe d’une colonne & la suivante de droite
en ajoutant 1 (ou ajoutant 10 pour les décibels). Cette remarque montre que la fonction
logarithme transforme les opérations multiplication en addition. C’est 'intérét
essentiel de cette fonction. Par exemple 3 = Log,, (100 x 10) = Log,, (100) 4+ Log,, (10) =
2 4+ 1. On retiendra que pour tout nombre positif x, y,

Log, (z x y) = Log,o () + Logy, (y) -


https://fr.wikipedia.org/wiki/Puissance_d%27un_nombre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme
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Remarque B.2.2. Concernant le cas particulier ol on mesure une puissance sonore
p, le décibel est utilisé de sorte a ce que 0 décibels correspond & une puissance de référence,
qui est la limite de I'inaudible (i.e. trés faible), et correspond a la valeur py = 10~12W/m?.

Pour une puissance sonore quelconque p on notera alors z = p% (sans unité) de sorte

que dB (%) = dB(1) = 0. Ajouter +1dB correspond alors au seuil de perception du

changement de puissance. Il apparait que dB (z) = 120dB est un son trés (trop) fort au
seuil de la douleur, qui est p = 1W/m?.

Remarque B.2.3. Le tableau s’étend a droite et & gauche. Comme valeurs notables,

— il y a z = 1000000 = 10® appelé million, donnant Log;, (z) = 6 et dB (z) = 60.

— il y az = 1000000 000 = 10% appelé milliard, donnant Log,, (z) = 9 et dB (z) = 90.

— il y a z = 0.000000001 = 10~ appelé nano, donnant Log,, (z) = —9 et dB (z) =
—90.

— Voici des noms couramment utilisés pour désigner ces exposants :
| x: 107 ]10° ] 10° | 10° | 10" |
’ nom : ‘ nano ‘ kilo ‘ Mega ‘ Giga ‘ Tera ‘
Par exemple en informatique 2 10? octets se dit 2 Giga-octets (on verra une valeur
plus précise plus loin).

Exercice B.2.4. Entre la puissance du son le plus fort (seuil de douleur) et le plus faible
(perceptible) il y a une différence de 120dB. Quel est le rapport de puissance correspon-
dant ?

Solution B.2.5. Le rapport est 102910 = 10"2= 1000 milliard !

Exercice B.2.6. Compléter le tableau suivant

Instrument trombone clarinette voix humaine chanteur
fortissimo fortissimo parlant fortissimo
Puissance en W 5W 0.05W 5107°W 0.05W
. X7 x? X7
rapports de puissance “— “— -
Puissance en dB ? ? 60 ?

Solution B.2.7. Voici la solution :

Instrument trombone clarinette voix humaine chanteur
fortissimo fortissimo fortissimo
Puissance en W 5W 0.05W 5107°W 0.06W
. X100 X 1000 X 1000
rapports de puissance — — —
Puissance en dB 110 90 60 90
Remarque B.2.8. La fonction z — Log,, () n’est pas restreinte & x = 1,10, 100, ... mais
s’étend a toutes les valeurs intermédiaires. Par exemple Log;,(2) = 0.301... Sur une

calculatrice, c’est la touche Log. Dans le moteur de recherche google, écrire Log(2) par
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exemple. On définit toujours les décibels par dB (x) = 10Log;, (z). Voici une table avec
quelques valeurs intermédiaires.
x 1] 2 3 5 |10
Logyy () | 0] 0.30 | 0.47 | 0.70 | 1
dB(z) |0] 3 | 47| 7 |10

Exercice B.2.9.

1. Une clarinette jouant fort émet un son a 90dB. Quel est le niveau sonore de 2
clarinettes (en dB)?

2. Un trombone jouant fort est & 110dB. Combien faut-il de clarinettes jouant fort
pour avoir la méme puissance ?

Solution B.2.10.
1. Le niveau sonore de 2 clarinettes est 90 + dB (2) = 90 4+ 3 = 93dB

2. On cherche le nombre n de clarinettes tel que
90 + dB (n) =110 & dB (n) = 110 — 90 = 20
donc n = 100.

Remarque B.2.11. Quelques formules utiles a savoir sur la fonction * — Log (x). Pour
z,y > 0,0n a
Log (vy) = Log (y) + Log (y) (B.2.1)

Log (¥) = yLog ()

B.3 Le cercle, sinus et décomposition de Fourier

Bien que peu présent dans la nature, le cercle est un concept fondamental en science.
(Dans la nature, on observe rarement des formes quasiment circulaires : silhouette du
soleil ou de la pleine lune, arc en ciel, ronds dans l'eau,... ?)

B.3.1 Phase, sinus, cosinus

s D

Définition B.3.1. Sur un cercle, I’angle ou phase ¢ en radian est la longueur d’arc
mesurée en unité de rayon. En particulier le nombre pi est

T = 5 circonférence ~ 3.14 . . .

La projection sur 'axe x s’appelle cos ¢ (cosinus de ¢) et la projection sur I'axe y
s’appelle sin ¢ (sinus de ¢).



https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle
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Exercice B.3.2. Donner les valeurs de cos (0) , sin (0) , cos (7/2) , sin (7/2) , cos (7) , sin ().

B.3.2 Mouvement circulaire

Définition B.3.3. Un mouvement circulaire uniforme est un point qui bouge
sur un cercle a vitesse constante. Ce mouvement est caractérisé par :
— sa période T qui est le temps en sec. pour faire un tour ou la fréquence
qui est f = 1/T, (nombre de tours par seconde en Hz = s7!). La fréquence
est positive (respect. négative) si le mouvement est dans le sens direct, i.e.
anti-horaire, (respect. indirect, i.e. sens horaire).
— lamplitude A > 0 qui est le rayon du cercle.
— la phase @, au départ (a la date t = 0).
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Remarque B.3.4. On note aussi w = 27 f la vitesse angulaire (en radian par seconde).

Exemple B.3.5. Pour f =2Hz, T = % =0.5s., w =27 x 2Hz.

Exemple B.3.6. (Le diapason) Pour f = 440Hz, T = % = Elos’ = 0.0022s. = 2,2 ms.
Cest “trés rapide”.

Proposition B.3.7. On déduit que la composante du mouvement circulaire ci-dessus
sur l'aze y a une forme sinusoidale :

La formule précise est :

t
y (t) = Asin <27rf + 900) = Asin (27 ft + ¢o)

Remarque B.3.8. Pour se convaincre de la forme sinusoidale, observer un tire-bouchon
de coté.

Remarque B.3.9. La phase ¢ est reliée a la date ¢y du maximum par sin (2#% + 900) =sin §
donc @y = —27% — 7.

B.3.3 Addition de mouvements circulaires, épicycles et décompo-
sition de Fourier

Exemple B.3.10. la Terre a un mouvement circulaire autour du soleil, de période 17 =
365.25 jours et rayon A = 145 10%%km et la lune a un mouvement circulaire autour du soleil,
de période Ty, = 27.3 jours et rayon A = 0.4 10%%km.

— On déduit que la trajectoire de la lune par rapport au soleil est la somme de ces
deux mouvements circulaires et n’est pas périodique (car % = 13.38... n’est pas
un entier ni un rationnel). De 1a vient la difficulté des calendriers basés sur 1'orbite
terrestre soleil ou sur le mois lunaire (calendrier arabe) (Attention, le dessin n’est
pas a l’échelle)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Orbite_terrestre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Orbite_de_la_Lune
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Aan
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\
— Voir cette animation de 'orbite lunaire
— De la valeur % —1=12.38... on déduit qu’il y a un peu plus de 12 pleines lunes

par an, montrant I'importance du chiffre 12 dans I’histoire ancienne. (I'importance
du chiffre 7 vient qu'il y a 7 astres non fixes dans le ciel : lune (lundi), mars (mardi),
mercure (mercredi), jupiter (jeudi), venus (vendredi), saturne (samedi), soleil (di-
manche, sunday).

Exercice B.3.11. (Difficile) A partir des périodes T}, T3 ci-dessus, déduire la période d'un
mois synodique (par rapport au soleil) et le nombre de mois lunaires par an.

Exemple B.3.12. La superposition de deux mouvements circulaires de méme amplitude
A mais fréquences f et —f (égales et opposée), (et phase a 'origine nulle, ¢y = 0), est un
mouvement selon ’axe y, sinusoidale de fréquence f et amplitude 2A.


https://youtu.be/qS4H6PEcCCA?t=10
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Exercice B.3.13. Faire I’ exercice de ce lien.

Dans I’histoire des sciences il y a une longue histoire sur I'étude de 'addition des
mouvements circulaires. On peut citer les études des épicyles par les grecs, les Travaux de
Al Din Al Touzi au XIXéme siécle en perse.

Une étape trés importante est le théoréme de Fourier obtenu par Joseph Fourier en
1811 & grenoble :

Théoréme B.3.14. (Fourier 1811) Tout mouvement x (t),y (t) dans le plan se
décompose de fagcon unique comme la superposition de mouvements circu-
laires, de différentes fréquences f, amplitudes A et phases a l’origine @q.

Voir ces illustrations.

Remarque B.3.15. La transformée de Fourier fournit une formule pour obtenir cette
décomposition en mouvements circulaires.


https://youtu.be/qS4H6PEcCCA?t=10
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89picycle
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9ocentrisme#Le_syst%C3%A8me_de_Nasir_ad-Din_at-Tusi_et_d'Ibn_Al-Shatir
https://fr.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9ocentrisme#Le_syst%C3%A8me_de_Nasir_ad-Din_at-Tusi_et_d'Ibn_Al-Shatir
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier
https://www.youtube.com/watch?v=qS4H6PEcCCA
https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier
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B.3.4 Cas particulier d’'un mouvement périodique (série de Fou-
rier)

En musique, on s’intéresse particulierement aux signaux périodiques, car donnant
un son “harmonieux” a la perception.

Remarque B.3.16. La justification du terme “harmonique” en musique est que ’on percoit
les signaux périodiques comme “harmonieux” et remonte peut étre a 'ouvrage de Kepler
Harmonices Mundi “L’Harmonie du monde” 1619 o il relie (sans trop de raison scientifique)
musique et orbites planétaires.

Remarquer qu'un mouvement circulaire de période T' ou %T ou %T etc est a fortiori de
période T'.

Théoreme B.3.17. Inversement d’apres le Théoréme de Fourier ci-dessus, tout si-
gnal périodique de période T se décompose de facon unique comme la superposition
de mouvements circulaires de périodes %T avecn = 1,2,3,... appelé numéro de
l’harmonique. En terme de fréquence, f = % est la fréquence fondamentale du si-
gnal périodique et la fréquence de I’harmonique n > 1 est z = nf, donnant la

suite :

[,21,31,4f, ...

. J

Exemple B.3.18. Sur la premiére figure, voici un signal y (¢) obtenu comme somme de
quatre fonctions sinus wug (t) , us (t),us (t),uy (t) de période respectives T %T, %T, iT avec
n = 1,2, 3,4 représentées en couleur sur la 2eme figure. La 3eme figure montre les sommes
partielles uy, uy +us, u; +us+us, etc pour observer la reconstruction du signal. En rajoutant
des harmoniques convenables n = 5,6, ... etc on peut obtenir un signal en “dent de scie”
a la limite.

sssssss

Exemple B.3.19. Avec le programme suivant en javascript, vous pouvez changer de fagcon
interactive les amplitudes A, et phases ¢, et écouter le son résultant. Remarquer que si
on change les phases, le signal change fortement, mais & 1’écoute on ne percoit aucun
changement.

Exercice B.3.20. Voici un signal Voyelles Par Malik.wav qui est le son d'une voyelle
“A”. On mesure que la période est T' = 0.0625. Quelles sont les fréquences des harmoniques 7


https://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonices_Mundi
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/Modelisation_musicale/javascript2/
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/Voyelles_Par_Malik.wav
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Solution B.3.21. La fréquence est f = % =
niques sont alors :

1 ,
00638 = 160Hz. Les fréquences des harmo-

f=160Hz, 2f=2320Hz, 3f=480Hz, Af =640Hz, etc

B.4 Codage des nombres en base 2 (binaire) et base 16
(hexadécimal)

Voir systéme binaire sur wikipedia.

B.4.1 La base 10 (décimale)

On rappelle qu’en base 10, qui est la base usuelle, on a 10 symboles disponibles :
0,1,2,...,9 et que les nombres entiers sont écrits de la fagon suivante :

0,1,2,...9,10,11,12,...,19,20,21, . ..

Définition B.4.1. La régle est d’incrémenter la colonne de gauche lorsque 'on arrive au
dernier symbole 9.

Exercice B.4.2. En base 10, combien d’entiers différents peut-on écrire avec B = 3 cases
Dj] et un chiffre dans chaque case?

Solution B.4.3. On peut écrire les entiers de 0 = 000 & 999, ce qui fait 1000 = 103 entiers
différents. Plus générallement avec B cases, on peut écrire 107 entiers différents.

B.4.2 La base 2 (binaire)

De la méme facon, en base 2 on a 2 symboles disponibles, par exemple 0, 1. Selon la
méme régle B.4.1, les nombres entiers sont écrits de la fagon suivante :

0,1,10,11, 100,101,110, 111, 1000, 1001, . . .


https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_binaire
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Exercice B.4.4. En base 2, combien d’entiers différents peut-on écrire avec B = 3 cases
Dj] et un chiffre dans chaque case?

Solution B.4.5. On peut écrire les entiers de 0 = 000 a 111, ce qui fait 8 = 23 entiers
différents. Plus généralement avec B cases, appelé nombre de bits, on peut écrire 28
entiers différents.

Remarque B.4.6. On rappelle qu'un octet correspond a 8 bits (i.e. 8 cases).

B.4.3 Le complément a 2

En base 2, avec un certain nombre de cases B fixé (nombre de bits), si on souhaite
aussi écrire des entiers négatifs, on convient d’utiliser la premiére case pour le signe :
0 signifie positif et 1 signifie négatif. Par exemple avec B = 3 cases : on aura

entier —4 | =3 | =2 —1 0 +1 | +2 | 43
code en base 2 | 100 | 101 | 110 | 111 || 000 | 001 | 010 | O11

— Remarquer que pour obtenir la deuxiéme ligne, on part de 0 et on remplit le tableau
de facon croissante et circulaire.

— Plus généralement, avec B cases, on code les entiers de —% = —2B-1 34 % —1=
2B-1 1.

— L’avantage de cette convention est que 'opération d’addition est inchangée, par
exemple pour calculer +3 — 2 on effectue en base 2 : 011 + 110 ce qui donne 1001,
mais en fait 001 car on a que B = 3 cases. Le résultat est donc +1.

B.4.4 La base 16 (hexadécimale)

En base 16 on doit utiliser 16 symboles différents. La convention du systéme hexadécimal
est d’utiliser dans l'ordre :

07 1727 3747 57 67 77 87 97 a? b7 C7 d? e?f

et on peut écrire les entiers en utilisant la régle B.4.1. Comme 16 = 2%, il y a un avantage
a utiliser la base 16 en informatique car ces 16 symboles sont codés avec 4 bits en base 2 :
Cbwers 0 [ 1 [ 2] 3 [ 5 s 7 s o ]alo c]ale]7]

base 2 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | O111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111

base 10 | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Ainsi un octet qui est 8 bits correspond & deux symboles en bases 16. On rappelle que
deux symboles (x1,z5) en base 16 encodent le nombre 21 X 16 4+ 5. Par exemple :
’ base 16 ‘ 10 ‘ a0 ‘ ff ‘

base 2 00010000 | 10100000 | 11111111

base 10 16 160 255



https://fr.wikipedia.org/wiki/Octet
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_hexad%C3%A9cimal
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Annexe C

Formulaire

C.1 Arithmétique

C.1.1 Théoréme fondamentale de ’arithmétique

7

Théoréme C.1.1 (Théoreme fondamentale de 'arithmétique(Euclide, livre VII).).
Tout entier a € N se décompose de fagon unique

a = 223" = P

avec P = (2,3,5,7,11,...) la suite des nombre premiers et n = (ny,nz, ns,...) € NI
des exposants entiers, i.e. n, > 0 pour p € P.

Tout nombre rationnel positif r = § € Q" se décompose de facon unique

r=2n2gnpeT = P"

avec n = (ng, ng,ns, . ..) € Z des exposants entiers relatifs, i.e. n, € Z pour p € P.

Par exemple
12 =2%3'5979 . =P", n=(21,0,..)€eN”

6
g:21315—170...:13”, n=(1,1,-1,0...)eZ”

C.1.2 Représentations géométriques des fractions irréductibles

Dans cette Section, on propose différentes facons de représenter une fraction rationnelle

a/b € Q. Chacune peut avoir son intérét en musique.

195
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C.1.2.1 Verger d’Euclide

On peut construire les fractions irréductible a/b € Q de la fagon suivante, appelée
verger d’Euclide.

Il est naturel de représenter un nombre rationnel positif a/b par un point (a,b) sur le
réseau N x N. La valeur numérique a/b € R correspond a la pente de la droite passant
par (a,b). Partant de l'origine, le premier couple! (a,b) que cette droite correspond & une
fraction irréductible. Voir figure C.1.1.

/home/faure/c++/musique/tonnetz/rappqrhonefatrtfaret msti@Qub) toomeds /ragpport _tonnetz

FIGURE C.1.1 — (a) Le verger d’Euclide. En termes imagés, considérons un verger ou
tous les arbres sont plantés alignés sur un réseau infini. On repére chaque arbre par ses
coordonnées (a, b) par rapport & un arbre (arbitraire) d’origine (0,0). Supposons que 'on
se place en (0,0) a la place de l'origine et que 'on observe les autres arbres autour de
nous. On en voit une infinité, mais certains arbres (les gros points) en cachent d’autres (les
petits points). Les gros points correspondent aux « fractions irréductibles » a/b et cachent
les petits points qui correspondent aux “fractions réductibles”. Par exemple (1,1) cache
(2,2) et (3,3) etc. De méme (2,1) cache (4,2) et (3,2) cache (6,4). Dans la littérature,
cette forét s’appelle le verger d’Euclide.

(b) : méme image a plus grande échelle.

C.1.2.2 La fractale de Farey, de Thomae

Le schéma suivant montre des traits rouges, qui en abcisse, sont les rapports de
fréquences % = ¢ € Q dans 'intervalle [1,2], et en ordonnée leur “résonance” R (a/b) :=
—log (a.b). On représente aussi en bleu la gamme tempérée ou tempérament égal,

(utilisée pour les instruments occidentaux) :

Cela forme une fractale (appelée fractale de Farey ou de Thomae).

na a

1. Remarquer que si la droite passe par (a,b) et si n € N\ {0} est un entier, alors 2% = ¢ donc la droite
passe aussi par (na,nb).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Verger_d%27Euclide
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fraction_irr%C3%A9ductible
http://en.wikipedia.org/wiki/Euclid%27s_orchard
https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae%27s_function
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/home/faure/c++/musique/tonnetz/rapport_tonnetz/foret_intervalles_fig.

FIGURE C.1.2 — Les points noirs aux coordonnées (a,b) entiéres correspondent aux frac-
tions a/b irréductibles. Les traits rouges sont les droites de pente 2% avec k € Z. Cela
correspond aux intervalles d’octave. Les traits bleus sont les droites de pente 2%/12 cor-
respondant au intervalles de 1/2 ton. On a associé un nom aux fractions les plus simples
et situées dans la premicre octave : 1/1 (unisson) 2/1 octave, 3/2 quinte, 4/3 quarte, 5/3
sixte, 5/4 tierce majeure, etc

F1GURE C.1.3 — Plafond de I’aéroport de Shanghai (juin 2019). Les tiges blanches sont
placées sur un réseau carré régulier. En perspective, on observe les méme alignements
que dans le verger d’Euclide ou dans la fractale de Thomae des fractions irréductibles.
Deuxiéme figures : ceps, plans de vignes a Kerdonis (Belle ile en mer).

Cercles d’Appolonius On peut représenter les fractions a/b € Q de la fagon suivante
appelée cercles d’appolonius :
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Select a fraction a/b: a:{3 v|b:2 v

[ENIEL)) 514”351/2 ‘,33/

T el
6
b10... -9 - -0 - - ‘- - - ---- - - - -e - ‘- --@- -@:-
'00- 00 - 00-00-00-00-00:-00:-00-00-00:-00-00-90
s ®-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0e-0-0-0:-0-0e-0:-0:
7 000000 - - 000000 - 000000 - 000000 000000 -00000
6 @+ -0 - °‘|“ - - &° ‘|- -@°° ‘" ‘- '@ - *-@-°°"@‘“| | °*-©@° °|@° |
5 0000 - 0000 - 0000 - 0000 -0000 - 0000 0000 -0000 -
1 10-0-0-0-0-0-06--0-0-0-0:-0:-0-0e-0-0:-0:-0:-0-
3 0000 - 00 -00-00-00-00-00-00-00-00-00-00-
20-0-0-0-0-0-e-0-0-0-0:-0-0-0-0-0:-0-0-0-9¢:-
110000000000 000000000000000000000000000000
01 ]2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10/11]12]|13]14]15|16|17| 18|19 20] 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30| 31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40

a

F1GURE C.1.4 — Relation entre le verger d’Euclide et la fractale de Farey : dans le
plan inférieur, on relie par une droite (en vert) l'origine (0,0) & un point (a,b) (ici (3,2) en
rouge). On associe un trait (en rouge) sur I'axe supérieur, a I'abcisse x = ¢ et de hauteur
—log (ab) si § est irréductible. Cela donne I’apparance de la forét d’Euclide percue depuis
le point origine.

—= )N ..o.. | | ‘ a/b
1/1 ‘ 431 3/2 53 1
5/4 " 7/5 8/5
6/5 /7

Arbre de Stern Brocot On peut construire les fractions a/b € Q de la fagon suivante,
appelée arbre de Stern Brocot.

33333333333333

On part des fractions § = 0/1 =0 et Z—,l = 0/1 = oco. A 'étape suivante, en insére entre

- / PN
elle la fraction ‘ZL‘:, = % . Et on répeéte le processus.

Les propriétés sont que a chaque étape,
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FIGURE C.1.5 - Fractale de Farey (ou Thomae) des nombres rationnels § € Q (irréduc-
tibles). On a In (%) en abscisse et la résonance R := —1In (ab) en ordonnée.

1
19116

. ’ . P .
1. Si ¢, % sont deux fractions consécutives alors

(a) a'b—ab =1

(b) Ona § < Ziz,' < ‘;—,/ et les trois fractions sont irréductibles.

2. On obtient ainsi toutes les fractions irréductibles.

C.1.3 Réseau Z” et le réseau tonnetz

D’aprés le théoreme C.1.1, tout nombre rationnel r = ¢ € Q se représente de fagon
unique par un point n € Z, c’est a dire que

n = (ng,ns,ns,...) € Z°

sont les exposants dans I'écriture r = § = 2"23"35"7"7 . = P".

C.2 Rappels d’algébre linéaire

Afin d’analyser les signaux ou fonctions wu (t) il est utile de considérer 'espace des
fonctions comme un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Ce point de vue est un
peu abstrait mais permet d’obtenir une bonne compréhension des phénomeénes ondulatoires
en général. Il est a la base de ’analyse de Fourier.

C.2.1 Vecteurs et produit scalaire

Dans l'espace RY | considérons deux vecteurs u = (ug, uy, ... uy_1) et v = (vg, v, ... UN_1).
Ce sont par exemple des signaux échantillonnés. Voici les deux opérations élémentaires qui
définissent ’espace comme un espace vectoriel. La somme est

u+v = (up+ vo,us +v1,...).


HTTPS://EN.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LINEAR_ALGEBRA
https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_algebra
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_vectoriel
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Si A € R est un nombre alors le produit extérieur est
A= (Aug, Mg, ... AMun_1) .

Remarquer que la représentation graphique des vecteurs est facile seulement en di-
mensions N = 1,2,3. Au dela, on peut représenter un vecteur comme une fonction (ou
signal).

2
vmctbwmi(/nwsl/ C(‘WTR—

U,

/{'(l Uo Q’L
4 ,I Ia . Up 1
! P
o < > vl //thCaj
Ensuite, le produit scalaire Euclidien entre u et v est
(u|vy :=ugug + Ugvy + ... +F UN_TUN_1 (C.2.1)
ol T; est le complexe conjugué si le signal est a valeur complexes .
Rappelons que la norme ||u|| d’un vecteur u est définie par
ull® = Juol* + fua |* + . Jun—1]* = (ulu)
et 'angle a € [0, %} entre deux vecteurs u, v est défini par
cosa = Mulo)l (C.2.2)

el ]l

Pour des fonctions (ex : signaux a temps continu) ¢ € R — u (t) € C, on remplace la
somme par une intégrale pour définir le produit scalaire, appelé produit scalaire L? :

(uvy == /Mv (t)dt (C.2.3)

Jul2 = / ()] dt

et s'interpréte comme 1'énergie totale du signal (donc |u (¢)|* est la densité d’énergie en
temps ou la puissance).

Ainsi la norme L? est

2. Méme si les signaux physiques sont réels, il est pratique d’utiliser de manipuler des signaux a valeurs
complexes pour la raison que les valeurs propres d’une matrice réelle sont parfois complexes. Voir section
C.3.0.1.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_scalaire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_L2
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Remarque C.2.1. Si on considére une fonction ¢t € [0, D] — w (¢) échantillonnée avec un

pas de temps 0 > 0, cela donne une vecteur avec N = % valeurs (ug, u,...uy). Alors a
la limite N — oo (ou d — 0), le produit scalaire (C.2.1) tend vers (C.2.3), a condition de

rajouter le facteur 0 :
(uvys == 6 (Wovo + Urv1 + ... + UN_1UN-1) (C.2.4)

Exercice C.2.2. Soient u = (1, —1), v = (1,1) dans R?. Calculer ||ul|, ||v||, (u|v) et I'angle
« entre u et v. De méme pour v = (1,—1,0,0) et v = (0,0,1,1) dans R*.

Remarque C.2.3. Avec l'exercice précédent, remarquer que si les vecteurs u, v ont des sup-
ports différents, cad que pour tout j, u; = 0 ou v; = 0 alors de facon évidente (u|v) = 0.
Mais on peut avoir (u|v) comme dans le premier exemple, si u,v oscillent de fagons dif-
férentes. Cela est fondamentale dans ’analyse de Fourier, ou dans ’analyse des fonctions
par paquets d’ondes (ou par ondelettes),

C.2.2 Interprétation et utilité du produit scalaire

Le sens pratique et physique du produit scalaire est donc de pouvoir comparer les
fonctions (ex : signaux) entre elles :
— Si langle est trés petit a ~ 0, cela signifie que les deux signaux sont presque
colinéaires donc presque semblables.
— Au contraire si a ~ 7, les deux signaux sont orthogonaux, autrement dit tres
différents.
On peut utiliser le produit scalaire pour approximer un vecteur u & partir de vecteurs
(goj)j connus. C’est ce que l'on fait en théorie du signal (et plus généralement en analyse
fonctionnelle). Voici une formule trés utile.

Proposition C.2.4. Si ¢ est un vecteur donné quelconque et non nul et u un autre
vecteur, montrer que la projection orthogonale de u sur l’axe de ¢ notée P u
est obtenue par [’opérateur

(C.2.5)
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(plu)

Démonstration. Posons v = p. Ce vecteur est bien colinéaire & u. De plus pour vérifier
que c’est la projection orthogonale, on vérifie que la projection de la différence u — v est
nulle :

{u = vlv) = (ufv) = (v]v)

I
O —~

O

Remarque C.2.5. Si le vecteur ¢ est unitaire, i.e. ||¢]| = 1, {(¢|e) = 1 alors on a I'expression
un peu plus simple P,u = ¢(p|u). En physique quantique, on utilise la notation de Dirac

— : Ack 60T — e){elw) — Lol
) = . Le résultat précédent s’écrit Pou = 25 ou P, = 205

C.2.3 Deécomposition dans une base orthogonale

Exercice C.2.6. En dimension finie, si g, ¢1,...¢on_1 forme un ensemble de vecteurs
orthogonaux (donc axes orthogonaux) montrer que tout vecteur u se décompose comme
superposition de ses projections sur chaque axe :

=

-1

I
o

J

_ eileilw coulier < , ‘
avec P, u = oo En particulier si les vecteurs (goj)j sont orthonormés alors
N-1
u= ) (pjlu)g; (C.2.6)
=0

T L
4 4

|

N X



https://fr.wikipedia.org/wiki/Notation_bra-ket
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C.2.4 Deécomposition dans une base non orthogonale

En théorie du signal il est trés utile de pouvoir exprimer un vecteur u a partir de des
composantes (¢;|u) méme si les vecteurs (gpj)j ne sont pas orthogonaux entre eux. Par
exemple on a vu dans 'exercice 7?7 que les paquets d’ondes ne sont pas orthogonaux entre
eux (ils le deviennent si les paramétres sont trés différents). Il y a une formule simple qui
généralise (C.2.6).

9

Théoréme C.2.7. S5i (SOJ‘)j:O%Nfl est une base de vecteurs quelconque, on définit
la matrice B = (Bjy),;, appelée matrice de Graham avec

Bjy := (@jler)-
Alors tout vecteur u s’écrit
N—-1
=> (B ), (pilu)en (C.2.7)
7,k=0

ot B~ est la matrice inverse.

Démonstration. Considérons le cas u = ¢; et posons v = ijk_:l()(goﬂu) (B™Y), 9% On a

B, = By et Zj By ;C; . = d1— donc pour tout m

N-1
(omlv) = Y (B, (eiledemlen) = Y (BT, BiaBunk = D k=B = Bt = {¢ml1)
7,k=0 7.k k

On déduit que v = ; = u. Par linéarité cela est vrai pour tout vecteur. Cela démontre
(C.2.7). ]

Exemple C.2.8. Si la base est orthonormée alors B;j = §;—y, (B’*l)j,,~C = d;— et donc
u=7_(pjlu)p;, on retrouve (C.2.6).


HTTPS://EN.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LINEAR_ALGEBRA
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C.3 Analyse de fonctions

L’analyse de fonctions s’appelle 'analyse fonctionnelle.

C.3.0.1 Fonctions a valeur complexes

Bien que les signaux physiques soient a valeurs réelles i.e. u:t € R — u (t) € R, il sera
nécessaire de les considérer comme des signaux a valeur complexe u (t) € C pour la
raison suivante.

En analyse fonctionelle, on considére des opérateurs linéaires qui transforment les si-
gnaux et agissent de maniére équivalente & une matrice. Il sera utile de considérer les
vecteurs propres de ces opérateurs, qui représentent des signaux invariants par la trans-
formation. Or il est connu qu’une matrice réelle peut avoir des valeurs propres et vecteurs
propres complexes, par exemple la matrice J suivante qui posséde les valeurs propres ¢, —i

0 -1 . .
J = ( 1 0 ) , Juy =iuy, Ju_ = —iu_,
avec les vecteurs propres
Uy = 1 u_ = 1
R AN A
Et dans la base de ces deux vecteurs propres, un vecteur réel comme u = ( 9 > par

exemple, se décompose avec des composantes complexes :

0 . .
u:<2>:w+—w_.

C.3.1 Fonctions réguliéres de Schwartz

Une fonction est une application v : R” — C. C’est un espace vectoriel de dimension
infinie. Pour I’étudier on introduit tout d’abord un produit scalaire et une norme qui
permette de comparer différentes fonctions, mesurer leur distance, etc... Pour définir ces
opérations il est commode de le faire sur un sous espace de fonctions trés réguliéres. Par
exemple I'espace de Schwartz définit ci-dessous qui est I'espace de fonctions u lisses (C™) et
a décroissance rapide, c’est a dire qui tendent vers 0 a U'infini plus vite que tout polynome

1 A fo e 0P
—=, et de méme pour ses dérivées 5.

Définition C.3.1. L’espace de Schwartz ou espace des fonctions lisses a décrois-
sance rapide est :

< Ca’g
(C.3.1)

B
S(R") := {u e C*(R"), Vo,peN"3C,5>0,Vz, ’(xa%> (z)
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C.3.2 Distributions

C.3.3 Produit scalaire entre les fonctions

Pour évaluer “I'information” que contient une fonction u : R” — C il faut utiliser une
distance entre les fonctions qui permet ainsi de discriminer différentes fonctions. Il y a
plusieurs possibilités. On peut utiliser la “norme L?” qui provient d'un produit scalaire
entre fonctions appelé “produit scalaire L?”.

Définition C.3.2. Si u,v € S (R"), on note

(o) g2 = /ﬂ(m) v (z) da
appelé produit scalaire L? ou L? (R";dr). En particulier

[l 2 =/ {ulw)

est la norme L? de u.

Ce produit scalaire peut étre étendu a d’autres fonctions lorsqu’il est toujours défini
par exemple, ci-dessous pour £ € R"™ donné, on considére la fonction

pe:x— e eC

appelée “mode de Fourier” ou “onde plane”. Clairement ¢, ¢ S (R™) car elle ne décroit
pas, mais pour u € S (R"), (p¢|u)r2 € C est bien définit car I'intégrale est convergente.
On appelle ¢ € R” le vecteur d’onde ou vecteur fréquence.

C.3.4 Bases orthonormeées

Comme en géométrie Euclidienne, il est utile d’utiliser des fonctions formant des bases
orthonormeée dans ’espace des fonctions.

En analyse fonctionnelle (analyse de fonction), il y a de nombreux choix intéressants
de bases orthonormées de fonctions. Parmi les plus connues, dans le cas des fonctions
périodiques ou définies sur un intervalle [0, 77, il y a la base base de Fourier utilisée pour
la transformée de Fourier.

C.3.5 Opérateurs auto-adjoints

Si H : H — H est un opérateur dans un espace de Hilbert #, son adjoint H' : H — H
est I'opérateur définit par

(u|H™) = (Hul|v), Vu,v € H.

On dit que H est autoadjoint si H = H.
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Proposition C.3.3. Si H' = H alors les valeurs propres de H sont réelles et les espaces
propres sont orthognaux entre euz, i.e. st Huy = wiuy et Hus = woug avec uy, us # 0 alors
wi,wy € R et si wy # wy alors (ug|ug) = 0.

Démonstration. On écrit

(ur|Huy) = wi{u|ur) = (Huafuy) = w1 us |ua)
donc w; = wy donc wy € R. De plus

(ug| Huy) = wy{uglur) = (Hus|ur) = wo(usg|uy)

donc (wy — wy) (ug|ur) = 0 donc (us|uy) = 0 si wy # w. O

C.4 Transformée de Fourier sur R

C.4.1 Transformée de Fourier et transformée de Fourier inverse

Pour plus de détails, voir le cours ( ).
La fonction suivante qui dépend du paramétre fréquence f € R, est appelée mode de
Fourier ou onde plane :
o; (t) = eIt (C4.1)

Remarque C.4.1. “Motivations pour 1’analyse de Fourier”. Voici des arguments qui
justifie I'utilisation des modes de Fourier (C.4.1). La fonction ¢t — €7/t est plus naturelle
et utile que t — cos (27 ft) pour la simple raison que

i (€i27rft) — (i271’f) 6i27rft’
dt

autrement dit cette fonction est un vecteur propre de I'opérateur dérivée avec la valeur
propre 27 f. Or 'opérateur dérivée intervient dans la plupart des équations de la physique
(EDP). La théorie de Fourier, expliquée plus loin, consiste justement a faire un changement
de base dans ’espace vectoriel des fonctions, et a utiliser la base des vecteurs propres de
Iopérateur dérivée que sont les modes de Fourier.

Définition C.4.2. (Joseph Fourier 1822 a Grenoble) La transformée de Fourier
d’'un signal u : t — u (t) est la fonction

feR = (Fu) (f) = (prlu) = /Reizﬂftu (t)dt (C.4.2)

J

Remarque C.4.3. (Fu)(f) = (¢f|lu) mesure la présence du mode de Fourier ¢, dans le
signal w.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Vecteur_propre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre_(synth%C3%A8se)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre_(synth%C3%A8se)
https://www.academie-sciences.fr/archivage_site/activite/archive/dossiers/Fourier/Fourier_pdf/Mem1828_p581_622.pdf
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Théoréme C.4.4. Inversement, a partir de la fonction transformée de Fourier f —
v (f) = (Fu) (f) on peut reconstruire le signal par la formule appelée transformée
de Fourier inverse :

w(t) = (F) (1) = / 25ty (F) df (C.43)

R

qui s’interpréte comme une superposition des modes de Fourier (similaire a (C.2.0)).

Démonstration. On va utiliser la formule importante (au sens des distributions)

/ ) gf — 5 (¢ (C.4.4)

Alors

/R I F) (P =, / / 250Dy (1) ' df — / / S(t— 1) u(t)dt = ut).
]

Remarque C.4.5. La formule de ! est similaire a la formule de F : (F~1v) (t) = (Fv) (—t).
Plus précisément on a F~! = FT, ie. F est un opérateur unitaire.

s =)

Proposition C.4.6. “Formule de Parseval”. Pour toute fonction u, on a

IFull 2 = llull 12

autrement dit la transformée de Fourier F : L*(R) — L*(R) est un opérateur
unitaire.

. J

Démonstration. On écrit

| Ful?, = / 2T IV (1) ety () di dtdf T / u(tyu (t) dt = |ul)?. .

C.4.2 Transformée de Fourier d’un signal échantillonné

Siu=( .. u_1,up ui,uy,...) €RZ est une suite infinie de données représentant un si-
gnal échantillonné avec un pas de temps ¢, on peut I’écrire comme une série de distributions
de Dirac aux instants ¢; = 0, appelé aussi peigne de Dirac :

u(t) =) u;ds (1) (C.4.5)

JEZ
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Alors sa transformée de Fourier est pour f € R

FOU) (2 2, (C.46)

Voici un résultat trés important en théorie du signal

s ")

Théoréme C.4.7. La transformée de Fourier (Fu)(f) d’un peigne de Dirac
(C./.5) de pas de temps § est périodique en fréquence de période Af = %, i.e.

0 ()= (Fu (1+5)

et la transformée de Fourier inverse donne pour j € Z,

uj =6 /O et (Fu) (f) df. (C.4.7)

Démonstration. On calcule

(]—"u)( ) Ze—m T3 )ty = Y erErllie iy = (Fu) (f)

]EZ JEZ

car e 2™ = 1. Ensuite

1
5.
ezQﬂftj (]:u uk/ 127rft] 6—227rftkdf
/ EDY

kEZ
- u / 23—k
keZ
or .
S 1 . -
/ T enid-kge — )5 ST
0 0 sij#k
On déduit (C.4.7). O

Remarque C.4.8. La propriété C.4.7 est appelée en théorie du signal le « repliement de
spectre » ou « aliasing ». Cf Mallat (1999, p.61). Une période en fréquence est —3Af <
f< 1A f et la borne 1A J = 55 est appelée fréquence de Nyquist.

Remarque C.4.9. Dans la relation : pas de temps d<période en fréquence %, on retrouve
une manifestation du principe d’incertitude (2.2.3).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Repliement_de_spectre
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C.4.3 Série de Fourier d’un signal périodique

Le théoreme C.4.7 nous dit que la transformée inverse d’un signal périodique est un
peigne de Dirac. Or la transformée de Fourier inverse est similaire & la transformée de
Fourier elle méme d’aprés la formule (C.4.3). On déduit des formules précédentes (C.4.6)
et (C.4.7) :

Théoréme C.4.10. La transformée de Fourier d’un signal périodique u de période
T est un peigne de Dirac de pas de fréquence % donnée par

(Fu) (f) =D indr, ()

nez

avec des coefficients de Fourier (ou harmoniques) i, € C donnés par
A 1T —i2mn L
U, == [ u(t)e Tdt. (C.4.8)
T Jo

Le signal se décompose en série de Fourier

u (t) _ Z anei%m%

nez
Formule de Parseval est || 2 7y = |||z ¢’est a dire
g 2 2
| ra =Y jof
0

neL

Exercice C.4.11. Calculer les coefficients de Fourier des fonctions périodiques suivantes :
sinus, signal carré, triangle, fonction scie.

Exercice C.4.12. Montrer que si le signal est réel alors 4_, = —,, ¥n et que 'on peut
écrire (2.3.1) :

u(t) = Z A, cos (2mnft + ¢,)

n>0

avec U, = Aye™ et la fréquence f = 7.

C.4.4 Transformée de Fourier discréte

Combinant avec les Théorémes C.4.10 et C.4.7 cela donne un résultat trés utile concer-
nant les signaux échantillonnés de pas de temps o et périodique de période T :


https://en.wikipedia.org/wiki/Sine_wave
https://fr.wikipedia.org/wiki/Signal_carr%C3%A9
https://en.wikipedia.org/wiki/Triangle_wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Sawtooth_wave
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Théoréme C.4.13. « Transformée de Fourier discréte, DF'T ». La transformée
de Fourier d’un signal échantillonné de pas de temps d et périodique de période T est
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un peigne de Dirac de pas de fréquence % et périodique en fréquence de période %

On a les formules suivantes pour un signal u = (ug,uq,...un_1). Les coefficients de
Fourier sont
| Nl
Up = —F—= g e"QWJ”/Nuj (C.4.9)
N =
7=0
et inversement
| Nl
b — pi2min/N
j v
N n=0
La formule de Parseval est
N-1 N-1
2 L2
|u[™ = ) liin]
j=0 n=0

Démonstration. On va démontrer directement ces formules. Montrons que la série géomé-

trique

Z e2m =N = NS oan (C.4.10)

En effet posons S := ZN iy 612”(3 ~ImIN Calors 27 0IING = SN pi2nG=inIN ot i § £

j'modN alors 270 —I/N £ 1 et

e2mG=7INg _ g — 2= )N/N _ 10 o 9g=0.

donc
N— N—-1N-1 N-1
i2mj nA 2n(j—35")n
E J E E e?27(i=1") uj/:— E NOj—jrmodNUj = Uj;.
n=0 j’:O n=0 j'=
De méme
N-1 N-1 o N-l =,
E |'EL ’2 _ 2 ei27rj’n/Nm e—z?ﬂ]n/N
n - S~ J /N
n=0 n=0 N 7'=0 N 7=0
| No1N-l 1 N-1
_ 27 (g —J)n/N) _
= — Uyu; = E NOj—jmod NT;/U;
N &~ &~ < P ca10) N — =J 7
n=0 j,j'=0 7,3'=0
N-1
- 2
= Jug[”

0

<.
Il


https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier_discr%C3%A8te
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Remarque C.4.14. dans le cas des valeurs particuliéres du nombre d’échantillons N = 2
il y a une formule récursive appelée transformée de Fourier rapide qui permet de
calculer 4, a partir des (u;) avec un nombre ~ N In N d’opérations au lieu de ~ N2. Cet
algorithme est trés utilisé en pratique.

Exemple C.4.15. Ce programme en python DFT of array.py utilise directement la for-
mule (C.4.9) et calcule la transformée de Fourier discréte du signal w suivant, avec N = 100
points, et ici un signal de fréquence f, = 50Hz. Il utilise aussi la librairie scipy pour un
algorithme plus rapide. Lire le code pour comprendre les changements d’échelle en parti-
culier.

Signal u

1.00 +

0.75

0.50

0.25

0.00

ult)

—0.25 +

—0.50 ~

—0.75 +

—1.00 ~

T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t(s):temps

Exercice C.4.16. Dans le programme précédent essayer avec un signal de fréquence fy =
55Hz. Qu’observez vous ?

Solution C.4.17. On obtient

4 [Fu(f)| -


https://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_de_Fourier_rapide
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/python/code_python/DFT_of_array.py
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/fft.html#d-discrete-fourier-transforms
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Signal u

1.00 +

0.75

0.50

0.25

0.00

ult)

—0.25 +

—0.50 ~

—0.75 +

—1.00 ~

T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t(s):temps

C.5 Transformée de Fourier sur R"

Pour plus de détails, voir le cours Faure (2010).

ANNEXE C. FORMULAIRE

Définition C.5.1. Pour une fonction u € S (R") sa transformée de Fourier est
Fu € S (R") définie par

(Fu) (&) : = (27:)”/2 /e_iﬁ'xu (x)dx (C.5.1)
= W(%W)L?

avec ¢ () := € appelé “mode de Fourier”.

Ainsi F est un opérateur linéaire

F:S(R") = S(R").

3.
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On définit son opérateur adjoint F' par
(u| FTv) == (Fulv), Vu,v.

On a les propriétés suivantes

Proposition C.5.2. L’ opérateur adjoint F' est donné par

) (2) := L ey .D.
(Fv) () : (%W?/ (€) d¢ (C.5.2)

et vérifie la “formule d’inversion de Fourier”

FiF=1d (C.5.3)

Remarque C.5.3. La formule (C.5.3) signifie que F : L* (R™) — L? (R™) est un opérateur
unitaire c’est a dire qui conserve le produit scalaire (Fu|Fv) = (u|v). La conséquence est
que F' = F~! est son inverse, c’est a dire si v = Fu alors

u=F tv=Fl

C.6 Transformée par paquets d’ondes

L’inconvénient de la transformée de Fourier est que partant d’une fonction u (z) on
obtient une fonction (Fu) (£) qui ne dépend plus de x et donc on a l'impression d’avoir
perdu I'information sur la localisation de u dans ’espace des x € R". En fait, I'information
n’est pas perdue car FfFu = u, mais elle n’est plus “visible”.

On peut généraliser la notion de transformée de Fourier et rendre visible & la fois
I'information de la localisation de u en x et & dans I'espace des phases.

C.6.1 Paquets d’ondes Gaussiens
On notera, pour z,x € R",

n

e — 2| =" (2 — 25)°

j=1

qui mesure la distance dans R".
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Définition C.6.1. Soit ¢ > 0. Pour une position x € R" et une fréquence £ € R”
données, on associe un paquet d’onde de largeur o qui est la fonction

o ||z’—z|\)2
Do (I/) _ aez{:c e 2( 2

avec a = (102) "% de sorte que [@wglle = 1.

Sa transformée de Fourier est

L (]le=¢]l

(Foug) (€) = aeoe () (C.6.1)

Les formules précédentes montrent que |¢, ¢ (')] est une Gaussienne de largeur Az = o
centrée en x et [(F,¢) (&)| est une Gaussienne de largeur A{ = 1/0 centrée en &.

Proposition C.6.2. “Produit scalaire entre deux paquets d’ondes”. On a

[{par ¢/l = exp (=)

o ([l =2\ (1€ =€\
o= () ()

ainsi d est la distance entre les points (x',&') et (x,&) mesurée avec la métrique
2
_ (dz\2 de
9=(%)"+ (m) :

avec

Démonstration. Le calcul utilise I'intégrale Gaussienne. ]

C.6.2 Transformée par paquets d’ondes

Définition C.6.3. Pour une fonction u € S (R") sa transformée par paquets
d’ondes est Tu € S (R") définie par

(Tw) (2,8) : = {puglu)re. (C.6.2)

Ainsi T est un opérateur linéaire
TSR - S (R™).

On considére la mesure é’%ﬁ sur R?" pour définir I’espace L2 <R2"; ((é%%) et on définit

son opérateur adjoint 7T par

(u|TM) = (Tulv),Vu € S (R?) ,v € S (R™).
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On a les propriétés suivantes

Proposition C.6.4. L’opérateur adjoint T' est donné par

dadg

(T0) @) = [ 0.8 pee ) G

et vérifie

TIT =1d (C.6.3)

Remarque C.6.5. La formule (C.6.3) signifie que T : L? (R") — L? (R?") est une isométrie
c’est & dire qui conserve le produit scalaire (7u|7Tv) = (u|v). Mais comme I'espace d’arrivée
est différent de l'espace de départ, cela n’implique pas que 7T est inversible. En fait

P=TT"

est un projecteur orthogonal sur Im (P) = Im (7), en effet P? = P et PT = P. Ainsi
T : L>(R") — Im (7) est un opérateur unitaire (inversible), i.e. si v = Tu alors u =

T v =T

C.7 Modéle élémentaire du résonateur linéaire forcé

Référence : Pottier (2000, chap 12.A)
Considérons I’équation pour x (t) € R, dépendant de t € R

motr = —yox — Kz + p (t) (C.7.1)

avec m > 0 associé au “terme d’inertie”, v > 0 associé au “terme de forcement”, K > 0
associé au “terme de rappel” et p (t) est une force extérieure.

C.7.1 Reésolution générale

Référence Tavlor (1996).
Posons

alors I'équation (C.7.1) s’écrit :

atxz(gtéi)=<_(}( i)X+<p(()t))

=AX+ f(t)
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avecA:<_0K i)etf(t)

mel” est

( p(()t) ) La solution générale par la “formule de Duha-

X (t) =X (0) + / t VS (5)ds

C.7.2 Cas d’un signal périodique p (t) = p (0) e

Sip(t) = p(0) et est un “signal monochromatique” de fréquence w, alors une solu-
tion particuliere de (C.7.1) est z (t) = zoe™" avec

Do
—mw? +iyw + K

o —

de module

|pol
= C.7.2
|x0| ((K B me)Q N 72w2)1/2 ( )

qui est maximal en w = Fw, avec

B K . ,.)/2 1/2
wo = m 2Km

appelée fréquence de résonance et donnant une amplitude

70 (wo)| = 2 (5)—1/2

v \m

Remarque C.7.1. Si les frottement sont trés faibles, v < v K'm alors wy ~ \/%

Démonstration. On suppose x (t) = xoe™!. Alors (C.7.1) donne

— mazow? + 1yrow + Kxg = po
Po
—mw? +iyw + K

Ty =

donc

2 |190|2
|[zo|” = 2
(K — mw?)” + 7y2w?
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Le dénominateur D (w) = (K — mw?)® + 72w? a un minimum en wy # 0 donné par

D/ (L{JO) =0
&2 (K — mwj) (—2mwp) + 72wy = 0
K 72
Swj=—— ——
o m  2m?2
alors
2
|m0|2 _ |p0|
(K — med? +7%3
|100|2 _ Pgm

= — 00
2\ 2 2 2K 4—0
(&) 2 (5-#) 77

C.8 Résonateur de Helmholtz

Référence : Schroeder et al. (2007, p.94). Resonateur de Helmholtz sur wikipedia, El-
more p.148.

Ce modeéle est supposé représenter par exemple une bouteille avec un goulot, qui produit
du son lorsque 'on souffle sur le goulot.

Considérons un volume V| en vert sur la figure, connecté a 'extérieur par un cylindre
de surface S et longueur L. Dans le volume et le cylindre il y a de I'air de masse volumique
p. On néglige le poids.

S

masse m

t~

dz
dV

Supposons que le fluide dans le cyclindre se déplace de fagon rigide de la longueur dz.
Cela induit une variation de volume dans la zone verte :

dV = Sdz.


https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9sonance_de_Helmholtz
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L’air est compressible, mais cette variation de volume implique une variation de pression
dP dans le volume obtenu de la fagon suivante. Le changement est supposé adiabatique on
a donc d’apreés la loi de Laplace PV = cste,

dP av
InP+~vInV = In(cste) < - —1—77 =0
~yPdV ~yPSdz
& dP =— =—
V V
Du fait de cette variation de pression, le cylindre subit une force selon 'axe z :
PS%d
aF = sap = 2P T ey,
avec la “constante de raideur”
yPS?

K =

v

Ainsi, si on note m = pSL la masse du gaz dans le cylindre, le modéle est équivalent & une
masse m attachée a un ressort de raideur K.
L’équation de mouvement de Newton donne pour la position z (t) du cylindre :

d?z d?z )

c’est un “mouvement harmonique” d’oscillation avec la fréquence

o K 1/2_ ~PS 1/2_c s 1/2
\m - \VpL - \VL

ol on a utilisé I'expression de la vitesse du son dans ’air donnée par

(’)/P) 1/2

c=|(— .

p

Remarque C.8.1. Un modéle un peu amélioré propose de remplacer L par L + %S 172 dans

I’expression finale.

Exemple C.8.2. Pour la bouteille, présentée en photo,



https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Laplace_(thermodynamique)
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on mesure & peu prés Vo= 33cl = 0.331073m3, L = 2cm = 2107 %m, S = lem? =

10~*m?, ¢ = 343m/s, donnant

1/ S\

ou

1 S v
f 2wC<V(L+§Sl/2)> Yot

L’expérience expérience donne la note G4 de fréquence f = 202Hz en assez bon accord

A ce modéle.

C.9 Systémes dynamiques

tion pour un point z (t) € R™ de la forme

dx
— =V R
i (.27 (t)) ) Vt €

ol V : R* — R" est une fonction au moins C.

Définition C.9.1. Un systéme dynamique & temps continue est une loi d’évolu-

(C.9.1)

Interprétation géométrique : La fonction

RTL n
v — R
r—  Vi(x)

est un champ de vecteur sur R™. Une solution z (¢) de I’équation (C.9.1) est une trajectoire,

__dzx

ou ligne de champ. Les vecteurs V' (x (t)) = £ sont tangents a la trajectoire en tous points.

dt

Etant donné x (0), il y a une unique solution x (¢) pour ¢ € R (ou du moins dans un voisinage

de t =0).



https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/musique/documents/chapter_3_production_of_musical_sounds/sounds/son_bouteille_33cl.mp3
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Annexe D

Notations musicales

Comme le tempérament égal est trés utilisé, il y a beaucoup de conventions qui lui sont
associées et on les rappelle ici.

D.1 Représentation des notes du tempérament égal

Cercle dodécaphonique : Les altérations diéze £ indique une note au dessus et b
bémol indique une note en dessous. Modulo 12, on peut représenter les notes sur un cercle
qui se lit dans le sens horaire.

Un tour complet est une octave.

Noms francais : En francais on utilise les noms suivants

(C|ID|E[F|G|A|B]
’Do\Ré\Mi\Fa\Sol\La\Si‘
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Les notes sur la droite Z :

ANNEXE D.

tempérament égal. On ajoute le numéro de 'octave aux symboles :

NOTATIONS MUSICALES

Si on déroule le cercle on obtient la droite Z des pitchs du

¢+ Dy EFy, Gy Ay By Cs D5 Esls G5 As  BsGs
Les notes sur le clavier du piano :
Dt, Eb Gt, Ab
Ct, Db
C |D |FE
C5 est la touche « Do » prés de la serrure du piano, appelé « do serrure ».
Les notes sur le manche de la guitare :
Fs Fi5, Gbs Gs Gis,Abs | As | Afs, Bbs Bs Cs Cte, Dbg | De¢ | Dte,Ebe | Es Fg Fie
By Cs Cts, Dbs Ds D5, Ebs Fy Fis, Gbs Gs Gis, Abs | As | Afs,Bbs | Bs Ce Ce
Gy Gila, Aby Ay Afa, Bby By Cs | Ctis, Dbs Ds D5, Ebs Fs Fi5,Gbs | G5 | Gis, Abs
Diy, Eby jon Fy Fi4,Gbs | Ga | Gia, Aby Ag Afla, Bby Cs | Ci5,Dbs | Ds | Dtis, Ebs
Az Afz, Bbs B3 Cy CHa, Dby Diy, Eby Ey Fy Fia,Gbsa | Ga | Gia, Aby Agq Afla, Bby
E3 F3 Fi3, Gbs G3 Giiz, Abg | Az | Afz, Bbs Bg Cyq CHla, Dby Df4,Ebg | E4 Fy Fi.
’ Fret 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ ‘ 10 ‘ 11 ‘ 12 13 ‘
Les notes sur la portée musicale leur nom et leur pitch (code MIDI) :
[} 60 61 61 62 63 63 64 65 66 66 67 68 6? 6? 7? 70 7172 L
"4 . — PR B ° —
(€ T b otete 1D i
ANV4 ) | 1L H- | | | | |
eJ 4oV A T R G#5| Abs | o ' E6| F6
SHEs s "o us s a5 A#sp | o 06 CaeDbd D6 DHS
Db5 Eb5 81 |
L oy € ! T i I o hgd b o D | i
d \ W] - ] o i Lh _b_‘ | I 'I : I I i T !
- #' A3 T A#3 C4 Gbdy, G#dpap, A4 A#4 B4
B3 pg F#3GD3 3" G#3, 0 —— C#4_ Dt Dha Ebd P4 Fitd G4 TTAD4 Bb4
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D.2 Les intervalles

On prend l'exemple d’'un intervalle entre C' et une autre note supérieure. Les inter-
valles sont représentés par leur degré 1,2, ...7 correspondant aux intervalles de la gamme
Majeure C, D, E. F,G, A, B.

Représentation des degrés des intervalles sur la droite 7Z :

Notes : C EF F G

10 11 1 12
2b  3b 5b 58 7b 9b o4 114 13b

Numero : 1

Remarque : dans cet exemple 5# est le G#, c’est la méme note (méme fréquence) que
6b qui est le Ab.

Représentation des degrés de ces intervalles sur le cercle Z, :

Ft,Gb

Nom des intervalles : Ne pas confondre le degré et le nombre de demi-tons.

Degré 1 2 2 3b
Demi-tons (pitch) 0 1 2 3
Nom Unisson | Seconde mineure ou 1/2 ton | Seconde ou ton | Tierce mineure
Degré 3 4 5b 5
Demi-tons (pitch) 4 5 6 7
Nom Tierce majeure | quarte | quinte diminuée | quinte
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Degré 5 6 b 7
Demi-tons (pitch) 8 9 10 11

Nom quinte augmentée | Sixte | Septiéme mineure | Septiéme Majeure

Degré 8 9 9 ot
Demi-tons (pitch) 12 13 14 15

Nom Octave | Neuviéme mineure | Neuviéme Majeure | Neuviéme augmentée

Degré 11 13
Demi-tons (pitch) 16 17

Nom Onziéme | Treizieme Majeure
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