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TD n�12Le gaz d'életrons dans l'approximation de Hartree-Fok

Référenes : [3℄ p.113, [1℄ p. 332.L'objetif est d'étudier l'état fondamental d'un gaz d'életron dans un solide, dansl'approximation de Hartree-Fok, 'est à dire en appliquant la méthode variationelle à lafamille d'essai onstituée par des ondes planes dans un état totalement anti-symmétrique(i.e. Déterminants de Slater).On onsidère don N életrons (haun de masse m), dans un solide où les noyauxsupposés identiques ont une harge Ze, et situés en ~Xj, j = 1, . . . ,M . Les questions 1,2,3,4sont déjà traitées en ours. On n'expliite pas les états de spins qui ne jouent pas de r�leii.1. Erire le Hamiltonien Ĥ pour la fontion d'onde ψ (~x1, ~x2, . . . , ~xN) des N életrons,dérivant l'interation életrostatique entre les életrons et entre les életrons et lesnoyaux.2. Il est impossible de trouver les niveaux d'énergies de Ĥ de manière exate. On onsi-dère don une famille de fontions d'onde d'essai de la forme �Déterminant de Slater�
Ψ, 'est à dire, l'antisymmétrisé d'un produit tensoriel de fontions à une parti-ule ϕj (~x), j = 1, . . . , N qui sont orthonormée : 〈ϕj|ϕk〉 = δj,k. Les �paramètreslibres� sont es fontions ϕj. Pour érire préisément Ψ en fontion des ϕj, on note
π ∈ SN une permuttation des indies j (élement du groupe symétrique SN), et onnote σ (π) = ±1 sa signature, qui est +1 si il y a un nombre pair de roisements dansle diagramme de orrespondanes j′ = π (j) et −1 sinon. Voir [2℄ hap IV. On éritdon :
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appelé Déterminant deSlater). Montrer que 〈Ψ|Ψ〉 = 1.
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3. Pour appliquer le prinipe variationnel, il faut aluler 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉. Montrer que :
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|ϕj (~x′)|2est l'énergie d'un életron en ~x rée par les autres életrons. Remarquer que ρ (~x′)s'interpréte omme la densité de harges életroniques. Le dernier terme de Eq.(1)s'appelle �terme d'éhange� et provient de l'antisymmétrisation.4. On applique la méthode variationnelle à la fontion Ψ : on impose que 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉est extrémale par rapport aux variations du hoix des ϕj qui la dé�nissent, ave laontrainte 〈ϕj|ϕk〉 = δj,k (introduire pour ela des multipliateurs de Lagrange Ei).Montrer que l'état Ψ est alors déterminé par les équations de �Hartree-Fok� :pour i = 1, . . . , N ,
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i (~x′)ϕj (~x) = Eiϕi (~x)Le dernier terme s'appelle �terme d'éhange� .5. Pour poursuivre les aluls, on hoisit de restreindre les fontions ϕj aux ondes planesde la forme :
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< kF (Niveaude Fermi) apparait deux fois (à ause de l'orientation du spin 1/2). On déduit quela densité de harge életroniques ρ (~x) est uniforme. Or on suppose aussi que larépartition des harges des noyaux est uniforme et que l'ensemble est neutre. Don2



U ion. (~x) + Uel. (~x) = 0. Pour évaluer le terme d'éhange, on rappelle la transforméede Fourier de 1/ |~x| :
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= 13, 6 eV=1Rydberg. Conlusion sur l'importane du terme d'éhange ?8. Utiliser ∫
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), pour montrerque près du minimum k = 0, Eq.(2) donne une énergie à 1-életron :
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1 + 0.22rsOn appelle m∗ la masse e�etive.Référenes[1℄ Neil W. Ashroft and David N. Mermin. Solid State Physis. Brooks Cole, January1976. 3



[2℄ C. Cohen-Tanoudji, B. Du, and F. Lalo. Méanique quantique.[3℄ Philippe Martin and François Rothen. Problèmes à N-orps et hamps quantiques.Presses Polytehniques et Universitaires Romandes (PPUR), 1990.
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