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1 Introduction

Nous allons étudier I’écoulement d’'une masse d’air humide au dessus d’une montagne.
Le mouvement de cette masse d’air sera modifié par la présence d’une colline, entrainant
ainsi une modification de la température et de la pression de cette masse d’air. Dans
certaines conditions, I’air humide pourra se condenser, donnant ainsi naissance a un nuage.
Pour modéliser ce phénomeéne, nous ferons un certain nombre d’hypothéses simplifica-
trices.
(Voirhttp ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ faure/enseignement/simul-labo/nuages.gif)



2 Ecoulement de I’air au dessus de la montagne

2.1 Modélisation

On notera p la masse volumique de l'air, et ¥ le champ de vitesse.
L’équation de continuité (bilan de la matiére qui s’écoule) s’écrit

dp
— +div(pv) =0 1
L+ div(on) (1)
ou encore : % + pdivt = 0, avec la dérivée particulaire. On suppose que l'air est quasi-
incompréssible : % = 0. Cela est justifié pour des vitesses d’écoulement faibles par

rapport a la vitesse du son. Dans ce cas Eq.(1) donne div(¥) = 0.

On va aussi supposer que 1’écoulement se passe dans le plan vertical (z,z). Alors
0 = divt = %L; + aa”; donc %L; = —%”;, et il existe donc une fonction appelée fonction
courant V(z, 2) telle que

ov

s )
ov

= o ®)

Cette fonction ne dépend pas du temps, car on suppose aussi que I’écoulement est
stationnaire, ce qui signifie que si on prenait une série de photos de I’écoulement a diffé-
rents instants, on ne verrait pas de changement.

Ces équations montrent que U est tangent au lignes de niveau de V', donc V' = constante
sur les lignes de courant, et la connaissance de V' en tout point du plan (z,z) permet de
déterminer la vitesse ¥ en tout point.

[’écoulement est dit irrotationnel si rotv = %L; — %L; = 0. Cette hypothése signifie
que les lignes de courants (ligne tangente a ¥ en chaque point, & un instant ¢ donné) ne se
referment jamais ; il ne peut y avoir de tourbillon.

On déduit directement que

VPV

AV =5zt 5=

—0 (4)

Dés a présent nous pouvons trouver (numériquement) les lignes d’écoulement de ’air
au dessus de la montagne, ainsi que le champ de vitesse ¥, en résolvant Eq.(4).

2.1.1 Résolution analytique :

On peut résoudre cette équation pour certaines formes particuliéres de montagnes,
comme un demi-disque, ou un triangle. Pour cela on utilise la théorie des transformations
conformes : on cherche une transformation conforme explicite qui transforme le profil de
la montagne en la demi droite horizontale.



2.2 Reésolution numérique du probléme d’écoulement

L’autre option est la résolution numérique, avec un langage comme “python” ou autre.

Voici un algorithme possible pour résoudre cette équation.

Considérons le domaine D représentant une portion de Ciel et de Terre. Ce domaine
carré aura une largeur L (z =0...Let z=0... L) et sera suffisamment grand pour qu’aux
extrémités supérieure et lattérales il n’y ait plus d'influence de la montagne. La forme de
la montagne est déterminée par une fonction que 1’on se donne z = f(x) qui peut étre une
Gaussienne par exemple.

2.2.1 Valeurs aux bords imposées pour la fonction V(z,z) :

Les lignes de courant suivent la forme de la montagne et sont horizontales en haut pour
z = L. Par conséquent, V' est constante le long de la montagne et en haut. On peut fixer
V =0, le long de la montagne.

Sur les cotés x = 0, x = L, la composante horizontale de la vitesse est suposée hori-
zontale et constante v, = v, ; alors d’aprés eq.(2), V' croit linéairement sur les cotés :

V(0,2) =V(L,2) = v 2
Par conséquent, en haut, V(x, L) = vy, L.

2.2.2 Meéthode de résolution
On discrétise tout d’abord 'espace (x,z) en (N + 1) x (N + 1) points :

r; = 1.h

zj = J.h
avec

1,7 =0,.... N
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On va chercher les valeurs de V (x, z) seulement sur les points (z;, z;) du réseau. On les
stockera dans un tableau :
VIillg] = V(i 2)

Exercice 1 : Donner une expression approchée de AV, ; = AV (x;, z;) qui ne fait
intervenir que les valeurs Vi + 1][5],V[i — 1][5],V[i][7 + 1],V [i][5 — 1],V [i][5] !

Ensuite ’algoritme de résolution de ’équation de Poisson (4) par relaxation
consiste a partir de valeurs de V[i][j] quelconques, et de les modifier progressivement, afin
de converger vers la solution. Voici les étapes :

1. On démarre avec un tableau V[i][j] remplit de zéros, sauf au bords (i = 0,7 = N et
j = N), ot on met les valeurs au bords imposées.

2. On parcourt tous les points intérieurs au domaine (tels que i = 1 — (N — 1) et
j=1— (N —1)et z; > f(z;)) et en chaque point, on calcule AV ; (en utilisant la
formule approchée). Si AV, est non nul, on modifie légérement la valeur de V[i][]
afin de diminuer AV ;.

Exercice 2 : quelle formule suggérez vous pour modifier Vi][j] 72
Ainsi, aprés étre passé en chaque point du domaine D, le contenu du tableau V[i][J]
s’est un peu approché de la solution recherchée. On peut calculer “I’erreur” qui subsiste

apres un passage :
S=) |AVl
i,J

3. On recommence 'étape (2) plusieurs fois jusqu’a ce que S soit “assez petit”.

ISOlutiOIl : A‘/i,j = % (‘/i+17j —+ ‘/ifl,j —+ %7j+1 —+ ‘/i,jfl — 4‘/1'13‘)
2Solution : V[i][j] = V[i][j] + eh?AV; ;, avec £ > 0 assez petit.



2.3 Programmation

Le programme a écrire doit reproduire les étapes 1,2,3 ci-dessus.

3 Condensation de ’eau

3.1 Thermodynamique

Faisons quelques rappels de mécanique des fluides. Afin de pouvoir mener les calculs,
nous allons considérer I'air comme un fluide parfait (sans viscosité ni échange de chaleur).

Le fluide est placé dans le champ de pesanteur g. Montrer que la relation fondamentale
de la dynamique s’écrit, :

dv

por = —grad (P) + pg (5)
avec P la pression, et l accélération d’une particule (a ne pas confondre avec ) Rappel :
dv = 8—dt + VTdF

ot
Ceci permet, d’obtenir 1’équation d’Euler (1755)
ov - 1 -
S (V)7 = —grad (P) +9 (6)

L’air est un trés mauvais conducteur de chaleur. On peut donc supposer le transport de
I'air comme adiabatique (pas d’échange de chaleur) :

5Q =0

L’enthalpie H est la fonction d’état bien adapté ici: H = U+ PV, Or dU = 6QQ— PdV =
—PdV, donc dH = VdP. On considére aussi 'enthalpie par unité de mase h. On a donc :

in=Yap = Lap
m p

Alors gr_&dh = %gr_&dP, et Eq.(6) peut s’écrire :

or - .
8: (V)0 = —gradh + g
Or )
igradUQ = T Aot + (V0T
donc
o 1 - .
e + gradv — ¥ A rott = —gradh + grad(gz) (7)



On a supposé ’écoulement stationnaire, donc 9v/9t = 0. L’écoulement est dit
irrotationnel si rott = 0 Cette hypothése signifie que les lignes de courants (ligne tangente
a U en chaque point, & un instant ¢ donné) ne se referment jamais; il ne peut y avoir de
tourbillon. L’équation (6) devient alors

grad (7+h+gz) =0

ou encore )

%+h+gz:B (8)

B s’appelle la constante de Bernouilli (1700-1782). Nous I’évaluons ci-dessous.
Nous avons supposé que 'air était un gaz parfait (75%Nsy, 25%05). Son énergie interne
ne dépend donc que de la température :

3 1 5
= - nRT+2x —nRT = —nRT
U 2nR + 2 X 2nR 2nR

ol le premier terme correspond aux degrés de liberté de translations et le second aux
degrés de liberté de rotation (gaz diatomique). De plus on a PV = nRT donc I'enthalpie
H=U+ PV = %nRT et donc

H 7 RT

m B §Mair

(9)

avec M, = 0.029kg/mol.
On calcule la valeur B dans la plaine, loin de la montagne (z — £00), au sol :

V2, 7 RT,
B_7+hoo, h°°_§/\/la,~r' (10)

ou Ty = 283 K est la température au sol, et vy, >~ 20m/s est la vitesse du vent a l'infini.
Alors :

Arrivé & ce point, la fonction V(z, z) permet de connaitre > en tout point (z,2)
grace a eq.(2), et de déduire ’enthalpie h(z, z) grace a eq.(8,10).

[’équation (9) permet ensuite de calculer la température 7' en tout point, connais-
sant h.
Lors d’une transformation adiabatique (6Q) = 0), pour un gaz parfait diatomique 'expres-
sion suivante est constante :

_a -5 ol 7
PT 771:OQQPOTO Oll—ﬁ:—§ (]_].)

ot Py = 10° Pa est la pression au sol.
Ceci nous donne donc la pression P connaissant 7.



3.2 Diagramme de phase de ’eau

La proportion de vapeur d’eau dans ’air est donnée par le rapport :
peau

Pair sec

r =

que 'on supposera connu. (Par exemple r = 1%. Voir ci-dessous pour une amélioration).
La pression totale est P = P, + P, ou P, la pression partielle d’eau contenue dans I’air et
P, la pression partielle d’air sec.

De I'équation PV = nRT', pour lair sec et I’eau on déduit que

peau . Meau Pe

" Pair sec B Mair P_Pe
soit p
r
p—-_'r 12
MEE:U _l_ /r: ( )

On a donc obtenu P, connaissant P et r.
On peut maintenant déduire si un nuage est créé grace au diagramme d’état de ’eau.
Soit P,(T) la courbe de tension de vapeur saturante a la température 7. La courbe B, (7T)

est connue : )
s (T —273
P,(T) =10 (740 +1 (13)
avec P en Pascal, et T en Kelvin.
Pe
(mb)
POST)
20 Glace Liquide
10
V apeur
-10 0 20 T(C)

Si P.(T) > P,(T) alors I'eau se condense (soit sous forme de gouttelettes liquides soit
sous forme de cristaux de glace) : il y aura alors formation d’un nuage, au point
(x,z) considéré.

Remarque : la répartition d’humidité n’est pas homogéne. Pour commencer on pourra
la supposer concentrée (par une Gaussienne) prés d’'une certaine ligne de courant : (V)
est une fonction donnée.



3.3 Programmation

Exercice :

En (i,7), donner l'expression approchée de v? a partir de V[i][j],V]i +
151, VIl + 1], b,
Compléter votre programme déja existant. On pourra par exemple utiliser un tableau : int
nuage [N] [N] ; contenant les valeurs 0 : montagne, 1 : ciel bleu, 2 : nuage.

4 Améliorations

1. Le taux d’humidité peut dépendre de I'altitude de la trajectoire en x — =4o00. Par
exemple 7(z) sera maximum a une certaine altitude z,.

2. Le taux d’humidité peut dépendre aussi du temps 7(z,t). Faire alors une animation.

3. On peut simuler la pluie, en déchargeant un nuage de son humidité. Celle-ci se dépose
sur le sol. Observer alors l'effet de foen, et les lieux ou la végétation sera la plus
luxuriante.
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