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Chapitre 1Propagation de la 
haleur
1.1 A une dimension xOn 
onsidère une barre qui 
onduit la 
haleur (matériau métallique par exemple). Ondé
rira la propagation de la 
haleur dans 
ette barre qui est �in�nie� le long de l'axe x, et dese
tion transverse S, selon les axes y, z. Toutes les quantitées 
onsidérées sont supposéesne pas dépendre de y ni de z, mais seulement de x. Pour 
ela le problème est �à unedimension�.Remarque : Joseph Fourier faisait de telles expérien
es dans son appartement à Gre-noble entre 1802-1815.

1.1.1 Energie E (x, t) et température TCe qui suit est valable pour un gaz ou un solide. La température T est reliée à l'énergied'agitation des atomes et des molé
ules. L'unité de température est leKelvin K. (Rappel :
T(Kelvin) = TCelsius + 273K).On note Em l'énergie d'une mole de matériau. Rappel : une mole est un ensemblede N atomes ou molé
ules, où N = 6.02 1023 est le nombre d'Avogadro. L'unité d'énergieest le Joule J . Cette énergie Em (T ) dépend de la température T , et on note :

Cm
def
=

dEm

dTappelée 
apa
ité 
alori�que molaire (C'est une dérivée, qui peut dépendre de T ).5



6 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEUROn établit (en physique statistique, Loi d'équipartion de l'énergie de Dulong et Petit(1810)) que pour un gaz :
Cm =

3

2
Roù R = 8, 1J/K, et pour un solide à température ambiante :

Cm = 3R(A basse température, Einstein en 1907 a montré que les e�ets quantiques modi�ent 
erésultat).Ainsi :
Em (T ) = CmT + Cste(Cste signi�e 
onstante).

On note E (x, t) la densité d'énergie (en J/m3), 
'est à dire que E (x, t) dxS estl'énergie emmagasinée dans la barre dans la tran
he [x, x + dx] à la date t.Si n (x, t) est la densité molaire (nombre de moles par unité de volume), noter que
E = Emn.1.1.2 Flux (ou 
ourant) d'énergie J (x, t)On note J (x, t) le 
ourant d'énergie (ou �ux), 
'est à dire que (J (x, t) S) est l'énergiequi traverse la se
tion S par unité de temps (dans le sens x positif). Son unité est don
 W

m2(rappel 1 Watt= 1 Joule/ 1 se
).En 
onsidérant une tran
he [x, x + dx], la 
onservation de l'énergie stipule que lavariation d'énergie dans la tran
he est due à un �ux sur le 
�té x ou le 
�té (x + dx) de latran
he. Cela s'é
rit :
S dx

dE

dt
(x, t) = J (x) S − J (x + dx, t) S



1.1. A UNE DIMENSION X 7soit
dE

dt
= −

(

∂J

∂x

)Remarque : on a supposé qu'il n'y a pas de sour
e ou d'absorption de l'énergie dans labarre, sinon il faudrait rajouter un terme.1.1.3 Di�usion de la 
haleurEn physique statistique, on montre (
onséquen
e du 2ème prin
ipe de la thermodyna-mique ou 
roissan
e de l'entropie) que si les températures sont inégales dans un matériau,alors il y a transfert d'énergie de la partie 
haude vers la partie plus froide,jusqu'à éventuellement équilibre des températures. Plus pré
isement,
J = −κ

∂T

∂xoù κ est appelé 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique, son unité est W
m K

.
On distingue deux 
lasses de matériaux :1. Les matériaux isolants dans lesquels il n'y a pas �d'éle
tron libre�. Le transfert de la
haleur se fait alors par les vibrations lo
ales des atomes (�phonons�), et le transfertde la 
haleur est don
 lent. Ainsi κ est faible. Ces matériaux sont à la fois des isolantséle
triques et des isolants thermiques. Exemple : 
uillère en bois.2. Les matériaux 
ondu
teur dans lesquels le transfert de la 
haleurs se fait par leséle
trons libres légers et rapides. Don
 κ est grand. Exemple : 
uillère en métal.Exemples :Matériau Eau Verre Béton Aluminium Cuivre CO2 Laine de verre
κ en (

W
mK

)

0.6 0.8 0.8 238 397 1.5 10−2 0.061.1.4 Equation de la 
haleurLe but est de dé
rire le 
omportement de la température dans le matériau et en fon
tiondu temps : T (x, t).



8 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEURRappels : on a établi 
i-dessus que
E = Emn = CmnT + Cste

dE

dt
= −

(

∂J

∂x

)

J = −κ
∂T

∂xOn obtient alors Cmn∂T
∂t

= κ∂2T
∂x2 soit
∂T

∂t
=

(

κ

Cmn

) (

∂2T

∂x2

)appelée équation de la 
haleur.Le terme de gau
he est la variation temporelle de la température en un point du ma-tériau. Le terme de droite est lié à la variation spatiale de la température à un instantdonné.1.2 A deux dimensions (x, y)On 
onsidère maintenant un plaque de matériau, d'épaisseur faible Z selon l'axe z,et in�nie ou de grande dimension dans les dire
tions x, y. On suppose que les quantités
onsidérées dépendent de x, y, mais pas de z.
On va suivre la même démar
he que dans le paragraphe pré
édent. Ce qui 
hange, estque maintenant les grandeurs dépendent de x et y :

E (x, y, t) : densité volumique d'énergie
~J (x, y, t) = (Jx, Jy) : densité de �ux d'énergie

T (x, y, t) : température
e qui signife que E dxdyZ est l'énergie 
ontenue dans la petite 
olonne [x, x + d]×[y, y + dy],et que si S est une (petite) surfa
e orthogonale à l'axe x, alors JxS est l'énergie passantpar S par unité de temps (de même pour Jy). Plus généralement, si la surfa
e S admet



1.2. A DEUX DIMENSIONS (X, Y ) 9
~n 
omme ve
teur normal, alors (

~J.~n
)

S est l'énergie qui passe par S par unité detemps.
S S~J ~n

~JExer
i
e : Si γ est une 
ourbe orientée dans le plan (x, y), montrer que
I = Z

∫

γ

(

~J~n
)

dl (1.1)est l'énergie qui passe par la surfa
e γ × Z par unité de temps, où ~n est le ve
teur normalà la 
ourbe le long de la 
ourbe, et dl est un élément de longueur le long de la 
ourbe.
dl

~J

~n

γSolution : on pose : dS = Z.dl : élément de surfa
e. D'après 
i-dessus, I =
∫

(

~J.~n
)

dS =

Z
∫

γ

(

~J~n
)

dl.Conservation de l'énergie : On 
onsidère le petit 
arré [x, x + dx] × [y, y + dy].
La 
onservation d'énergie s'é
rit :
(Zdxdy)

∂E

∂t
= (Jx (x, y) dy − Jx (x + dx, y)dy + Jy (x, y) dx − Jy (x, y + dy) dy)Z

= −
(

∂Jx

∂x
+

∂Jy

∂y

)

(dxdyZ)



10 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEURsoit
∂E

∂t
= −div ~Jave
 div ~J

def
=

∂Jx

∂x
+

∂Jy

∂yLoi de di�usion :
Jx = −κ

∂T

∂x
, Jy = −κ

∂T

∂y
,
e qui s'é
rit

~J = −κ ~gradTave

~grad (T )

def
=

{

∂T
∂x
∂T
∂yRemarque : dans un matériau non isotrope κ peut dépendre des dire
tions, 
e seraitune matri
e (�un tenseur�).Equation de la 
haleur : Combinant les équations pré
édentes, on obtient :

∂T

∂t
=

1

(Cmn)

∂E

∂t
= − 1

(Cmn)
div(

~J
)

=

(

κ

Cmn

) div(

~grad (T )
)or div(

~grad (T )
)

=
∂

∂x

(

∂T

∂x

)

+
∂

∂y

(

∂T

∂y

)

= ∆Tave

∆T

def
=

∂2T

∂2x
+

∂2T

∂2yOn obtient don
 :
∂T

∂t
=

(

κ

Cmn

)

∆TExer
i
e : Montrer que à trois dimensions, où T (x, y, z, t) dépend de x, y, z, t, l'équationde la 
haleur s'é
rit :
∂T

∂t
=

(

κ

Cmn

)

∆Tave

∆T =

∂T

∂x2
+

∂T

∂y2
+

∂T

∂z2



1.3. SOLUTIONS PARTICULIÈRES DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 11Régime stationnaire : L'équation de la 
haleur régit l'évolution de la température dansle matériau. La température n'évolue pas, si ∂T
∂t

= 0, soit
∆T = 0On dit que 
'est un régime stationnaire. Cette équation s'appelle l'équation de La-pla
e.Souvent des 
onditions au bord du matériau sont �xées : température T imposée, ou�ux d'énergie ~J imposé.1.3 Solutions parti
ulières de l'équation de la 
haleur1.3.1 Exer
i
e : solution stationnaire à 1 dimension. Barre de lon-gueur LOn 
onsidère une barre de longueur L, disposée selon l'axe x. On impose les tempéra-tures T1, T2 aux extrémitées de la barre :

T (x = 0) = T1, T (x = L) = T2,La température T (x, t) dans la barre évolue d'après l'équation de la 
haleur ∂T
∂t

=
(

κ
cmn

)

∂2T
∂x2 ,où cm est la 
apa
ité 
alori�que molaire, n la densité molaire, et κ est le 
oe�
ient de
ondu
tivité thermique.1. Donner la répartion de température dans la barre en régime stationnaire (i.e. ∂T

∂t
=

0) ?2. Déduire la densité de �ux d'énergie J = −κ∂T
∂x
.3. Appli
ation numérique : Cal
uler l'énergie perdue en 1 heure à travers un mur debéton d'une maison (non isolée) de surfa
e 3 × 2 = 6m2, d'épaisseur L = 20
m,et soumis aux températures de part et d'autre : �température externe� : T1 = 0 C0,�température interne�T2 = 20 C0 ? Déduire le 
oût ? (données : κbéton = 0.8W/ (m.K),prix du kWh = 0, 1euros)



12 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEURSolution :1. Il faut résoudre ∂2T
∂x2 = 0⇔ ∂T

∂x
= a⇔ T (x) = ax + b, ave
 a, b à déterminer :

T (0) = b = T1, et T (L)) = aL + b = T2, don
a = T2−b
L

= δT
L
, don


T (x) =

(

T2 − T1

L

)

x + T12. J (x) = −κ∂T
∂x

= −κ
(

T2−T1

L

)

= −κ δT
L

< 0. Remarque : seul κ intervient, et pas la
apa
ité 
alori�que Cm.3. A.. : S = 6m2. t = 3600s., |J | = 80W/m2.
Eperdue = S |J | t = 480 Whsoit 0.05 euro.1.3.2 Mur soumis aux variations journalière de températuresOn 
onsidère une vieille maison aux murs de pierre épais. On note x l'axe perpen-di
ulaire au mur, et x = 0 la surfa
e extérieure du mur. Dehors, la température os
ille
omme

T (x = 0, t) = ℜ
(

T0e
−iωt + T

)

= T0 cos

(

2π
t

T

)

+ Tave
 la fréquen
e ω = 2π
T

et T = 1 jour. T0 = 5 C0 est l'amplitude, et T = 20C0 est latempérature moyenne. La 
haleur pénètre dans les murs d'après l'équation de la 
haleur
∂T

∂t
=

(

κ

cmn

)

∂2T

∂x2où cm est la 
apa
ité 
alori�que molaire, et n la densité molaire, κ est le 
oe�
ient de
ondu
tivité thermique.1. Tra
er T (x = 0, t) en fon
tion de t.2. En notations 
omplexes, trouver l'évolution de la température dans le mur sous laforme T (x, t) = ℜ
(

T0e
−iωt−kx + T

) (trouver k). Tra
er l'allure de T (x, t) en fon
-tion de x. Observer les os
illations et donner l'expression de la longueur d'onde l.Déduire l'expression de �l'épaisseur idéale� E d'un mur de pierre qui inverserait lestempératures jour/nuit, entre l'intérieur et l'extérieur de la maison.3. Appli
ation numérique : Déduire E sa
hant que κpierre = 0.8W/ (m.K), cm = 3R =
25 J/K, Masse volumique M = 103kg/m3, Masse molaire Mmol = 12g.



1.3. SOLUTIONS PARTICULIÈRES DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 13Solution : On obtient :
−iωfT0e

−iωt =

(

κ

Cmn

)

f ′′T0e
−iωt

⇔ f ′′ + i

(

ωCmn

κ

)

f = 0On 
her
he une solution sous la forme f (x) = e−kx, ave
 k ∈ C, ℜ (k) > 0. Alors k2 =
−iωCmn

κ
, soit

k = (1 − i)
2π

lave

l = 2π

√

2κ

ωCmnLa solution est don

T (x, t) = T0e

i2π(x

l
−

t

τ )e−2π x

lSoit en réalité :
T (x, t) = T0ℜ

(

ei2π(x

l
−

t

τ )e−2π x

l

)

= T0e
−2π x

l cos

(

2π

(

x

l
− t

τ

))

Cela donne une onde os
illante de longueur d'onde l qui se propage et s'aténue dans lemur, à la vitesse v = l
τ
(
ar phase 0 = x

l
− t

τ
⇔ x =

(

l
τ

)

t).A.N. : On 
al
ule n = N
V

= N
M

M
V

= 105mol/m3. ω = 2π
1 jour

≃ 10−4Hz. On obtient
l = 60
m.Remarquer que la 
apa
ité 
alori�que Cm intervient dans 
e résultat.1.3.3 Cas stationaire à 2DOn suppose que le 
hamp de température n'évolue pas : ∂T

∂t
= 0. Alors d'après l'équationde la 
haleur :

∆T = 0



14 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEURNotations : Posons :
P (x, y) = T (x, y)On a ∆P = 0.Rappel de mathématiques : (Voir 
ours de math., ref : [2℄ p.202.).A deux dimensions (x, y), si ∆P = 0 dans un domaine (i.e. P est harmonique), alorslo
alement il existe une fon
tion harmonique 
onjuguée Q (x, y) ; i.e. ∆Q = 0, t.q.

∂xP = ∂yQ, ∂yP = −∂xQ : Cau
hy-Riemann
w = f (x, y) = P (x, y) + iQ (x, y) : fon
tion holomorpheOn note

z = x + iy ∈ C

Comme f est holomorphe, alors les lignes de niveaux Q = cste et P = cste forment unréseau orthogonal.
Q est donnée par :

Q (z) − Q (z0) =

∫ z

z0

(−∂yP dx + ∂xP dy) =

∫ z

z0

dQave
 z0 point arbitraire et Q (z0) = C valeur arbitraire. L'intégrale est le long d'un 
hemin
γ reliant z0 à z. Le résultat ne dépend pas du 
hoix du 
hemin.On appelle :

Q : fon
tion de 
ourant thermique
P : potentiel 
omplexeRemarques :� i
i P = T est univaluée (uniforme), mais Q peut être multivaluée (multiforme).



1.3. SOLUTIONS PARTICULIÈRES DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 15� Par dé�nition à 2 Dim :
~grad (P ) =

{

∂xP

∂yP
, rot (~v) = ∂xvy − ∂yvx ~rot (Q) =

{

∂yQ

−∂xQOn a :
rot

(

~grad (P )
)

= 0.où P, Q sont des fon
tions et ~v est un 
hamp de ve
teur. On peut don
 é
rire d'aprèsles équations de Cau
hy-Riemann :
~grad (P ) = ~rot (Q)� Exer
i
e : Montrer que

df

dz
= ∂xP + i∂yP = ∂yQ − i∂xQ (1.2)
≡ ~grad (P ) = ~rot (Q)Solution :

df

dz
= ∂x (P + iQ)

∂x

∂z
+ ∂y (P + iQ)

∂y

∂z

=
1

2
(∂xP + i∂xQ) − i

2
(∂yP + i∂yQ)

= ∂xP − i∂yP = ∂yQ + i∂xQ

Sens physique de la fon
tion 
onjuguée QRappel : le �ux d'énergie est
~J = −κ ~grad (T ) = −κ ~grad (P ) = −κ ~rot (Q)Soit γ un 
hemin de z0 à z dans le plan (x, y). Soit

Iγ
def
=

∫

γ

(

~J.~n
)

dlle �ux d'énergie à travers le 
hemin γ, d'après Eq.(1.1).



16 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEUR
Exer
i
e : montrer que

Iγ = κ (Q (z) − Q (z0))Solution : tout d'abord, si dl = dx, alors ~J.~n = Jy, et si dl = dy, alors ~J.~n = −Jx,don

(

~J.~n
)

dl = Jydx − Jxdy

= κ (∂xQdx + ∂yQdy) = κdQdon
 Iγ =
∫

γ

(

~J.~n
)

dl = κ
∫

γ
dQ = κ (Q (z) − Q (z0)).

Propriété : Les lignesQ (z) = cste sont les lignes de �ux d'énergie, 
'est à dire tangentesau 
hamp de ve
teur ~J . Ces lignes sont orthogonales aux lignes d'isotherme P = T = cste.

Sens physique de df
dz

(z) ∈ CExer
i
e : Montrer que ~J ∈ R2 ≡ C ( ~J = Jx+iJy ∈ C), s'exprime à partir de df
dz

(z) ∈ C :
~J = −κ

df

dzSolution : ave
 Eq.(1.2).



1.4. EXEMPLES DE CHAMPS THERMIQUES À 2DIM STATIONNAIRES, À PARTIR DE FONCTIONS HOLOMORPHES DONNÉES171.4 Exemples de 
hamps thermiques à 2Dim station-naires, à partir de fon
tions holomorphes donnéesRappel : on se donne f (z) = P (z) + iQ (z) ave
 P (z) = T (z) qui doit être univaluée.Exer
i
e : Deux plaques 
haudes.
Trouver la fon
tion holomorphe asso
iée f (z).Solution :

P (x, y) = T (y) =
δT

L
x + T1

Q (x, y) = −δT

L
x + cste

f (z) = −i
δT

L
z + cste1.4.1 Sour
e de 
haleur à l'origine(à trois dimension, 
ela modélise un �l verti
al). Soit

f (z) =
S

2π
log (z) + C (1.3)ave
 C = a + ib, et S < 0.On é
rit en 
oordonnées polaires z = reiθ, don
 log z = log r + iθ. Alors

{

P (z) = S
2π

log r + a : univaluée
Q (z) = S

2π
θ + b : multivaluée



18 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEUR

Exer
i
e :1. 
al
ul de ~J = −κ ~grad (T ) ?Solution :
~J = −κf ′ (z) = −κ

S

2π

1

z
= −κ

S

2π

eiθ

rdon
 le 
hamp ~J est radial. Ou dire
tement, on é
rit : ~J = −κ ~grad (T ) = −κ
(

∂T
∂r

)

~ur.2. Cal
ul du �ux d'énergie à travers le 
er
le γ de rayon r ? Solution :
Iγ = κ (Q (0) − Q (2π)) = −κS > 0Remarque : si S > 0, 
ela modèlise un puits de 
haleur.1.4.2 Doublet sour
e-puits de même intensité S > 0Exer
i
e : On positionne maintenant deux sour
es voisines. Autrement dit, on pla
e unesour
e (S) donnée par Eq.(1.3), en (x, y) = (−a, 0), et une sour
e (−S) en (x, y) = (a, 0).1. Donner l'expression de f (z).2. Donner les équations 
ara
térisant les isothermes et les lignes de 
ourant, et les tra
er.Solution : Soit a > 0, et

f (z) =
S

2π
log (z − a) − S

2π
log (z + a)

=
S

2π
log

(

z − a

z + a

)Inversement :
z =

a + e
2π

S
f

a − e
2π

S
f



1.4. EXEMPLES DE CHAMPS THERMIQUES À 2DIM STATIONNAIRES, À PARTIR DE FONCTIONS HOLOMORPHES DONNÉES19

Les isothermes sont les lignes ∣

∣

z−a
z+a

∣

∣ = cste.Les lignes de 
ourant sont arg (

z−a
z+a

)

= cste.1.4.3 Baguette 
haude ; fon
tion de JoukowskiRappel de la fon
tion de Joukowski :
z =

1

2

(

u +
1

u

)

⇔ u = z +
√

z2 − 1(En 
oordonnées polaires u = reiθ, on retrouve les lignes P = cste qui sont des ellipses).

Exer
i
e : Une baguette 
haude est pla
ée sur l'intervalle [−1, +1]. Trouver f (z).Solution : les isothermes sont |u| = cste. Les lignes de 
ourant sont arg (u) = cste. Ilfaut f (z) = S
2π

log (u (z)).1.4.4 Le théorème de la moyenne (*)(rappel de mathématiques. Ref :[2℄ p.206).



20 CHAPITRE 1. PROPAGATION DE LA CHALEURThéorème : Si P (x, y) est 
ontinue et harmonique dans un 
er
le fermé de rayon r etde 
entre z, alors
P (z) =

1

2π

∫ 2π

0

P
(

z + reiϕ
)

dϕpreuve : On utilise la formule de Cau
hy pour f (z) en z. On pose ζ = z + reiϕ, don

dζ = reiϕi dϕ :

f (z) =
1

2πi

∫

C

f (ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫

C

f (z + reiϕ)

reiϕ

(

reiϕi
)

dϕ

=
1

2π

∫

C

f
(

z + reiϕ
)

dϕEnsuite, on l'applique à P = ℜ (f).Conséquen
es : (prin
ipe du maximum) Si P n'est pas 
onstante, alors elle ne peutpas atteindre une extremum en un point intérieur .Remarques :� Il y a aussi le prin
ipe du module maximum pour les fon
tions analytiques. ([2℄ p.56).,et aussi le théorème de la moyenne.� Le résultat est intuitif d'un point de vue physique, en interprétant P = T 
omme un
hamp de température stationnaire.1.5 Cal
ul numérique de la solution à l'équation de la
haleur (*)
∂tT = ∆T
ette équation évolue vers une solution stationnaire ∆T = 0.(Rem : au 
ontraire, ∂tu = −∆u divergerait vers une �explosion�)Algorithme :� On 
hoisit un domaine �ni� On dis
rétise 
e domaine, ave
 un pas h.� On �xe les valeurs de T (z) aux bords.� On approxime

(∆T ) (z) ≃ 1

h2
(Ti+1,j + Ti,j+1 + Ti−1,j + Ti,j−1 − 4Ti,j)



1.5. CALCUL NUMÉRIQUE DE LA SOLUTION À L'ÉQUATION DE LA CHALEUR (*)21et on applique
∂tTij = (∆T )ijVoir exemple d'une simulation.
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Chapitre 2Ele
trostatiqueOn 
onsidère des 
harges immobiles pon
tuelles, ou des densité de 
harges sur des
ondensateurs.Rappel des équations d'éle
trostatique :div ~E =
ρ

ε0rot ~E = 0 ⇔ ~E = − ~grad (V )On obtient alors ∆V = div (grad (V )) = − ρ
ε0

, soit l'équation de Poisson :
∆V = − ρ

ε0Remarque (*) : les équations de Maxwell plus générales sont :






















∂t
~B = − ~rot ~E

div
(

~B
)

= 0

∂t
~E = c2 ~rot ~B − 1

ε0

~j

div ~E = ρ
ε0et impliquent















~B = ~rot ~A

∂t
~A + ~E = − ~gradV

∂tρ + div
(

~j
)

= 0 : 
onservation de la 
hargeIl y a invarian
e de Jauge : on peut 
hosir aussi :
~A′ = ~A + ~grad (u) , V ′ = V − ∂tuave
 u ∈ C∞ (R4) quel
onque. 23



24 CHAPITRE 2. ELECTROSTATIQUELa �Jauge de Coulomb� est un 
hoix de u tel que ∆u = div ~A′, alors div ~A = 0, et don

∆V = − ρ

ε0On obtient don
 l'équation de Poisson en toute généralité.2.1 A deux dimensions et sans 
harge, ρ = 0Alors ∆V = 0. V est une fon
tion harmonique. On pose :
P (x, y) = V (x, y) : potentielAnalogie ave
 la 
haleur :Chaleur Ele
trostatique

∆T = 0 ∆V = 0
~J = −κ ~grad (T ) = −κ ~rot (Q) ~E = − ~grad (V ) = − ~rot (Q)

Q (x, y) :fon
tion de 
ourant thermique Q (x, y) :fon
tion de for
e2.1.1 Charge pon
tuelle à 2Dim([2℄ p.255)Cela 
orrespond à un �l 
hargé à 3 Dim.

Exer
i
e : ave
 le théorème de Gauss, montrer que
E (r) =

e

2πε0rSolution : on 
onsidère une bande de rayo r et hauteur dz. Le �ux de ~E à travers 
elle-
iest
φ =

dz e

ε0
= E (r) 2πr dz



2.1. A DEUX DIMENSIONS ET SANS CHARGE, ρ = 0 25
Remarque : le �l est analogue à une sour
e de température ave
 S = e

ε0

.Don
 :
f (z) =

S

2π
log (z) + cste2.1.2 Dipole éle
triqueà 2Dim. [2℄ p.244.C'est un doublet de 
harges (+e,−e), à la distan
e d. On note p = e d �xé, et on fait

d → 0.Voir l'exer
i
e du doublet page 18.Exer
i
e : exprimer f (z). Dessiner les lignes V = cste, et les lignes de for
es.Solution :
fd (z) =

e

ε02π
log (z + d) − e

ε02π
log (z)

=
p

ε02π

log (z + d) − log (z)

ddon
 pour d → 0,
f (z) =

p

ε02πz
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Chapitre 3E
oulement d'un �uide à 2 DimRéféren
e : [1℄, 
hapitre 6.Equation de la 
onservation de la masse : Réf : [1℄ p.138.
∂tρ + div (ρ~v) = 0preuve : 
onsidérer un volume et utiliser le théorème de Stokes.Propriété :
dρ

dt
+ ρdiv (~v) = 0preuve :

div (ρ~v) = ρdiv (~v) + ~v. ~grad (ρ)et
dρ

dt
= ∂tρ + ~v. ~grad (ρ)Hypothèse de �uide in
ompressible : 
'est

dρ

dt
= 0don


div (~v) = 0Alors
∂tρ + ~v. ~grad (ρ) = 0Remarques :� on peut avoir ∂tρ 6= 0 et ~gradρ 6= 0.� Il faut des vitesse ≪vitesse du son qui rétablit l'in
ompressibilité.Conséquen
e de div (~v) = 0 :à 3Dim, il existe ~A t.q. ~v = ~rot ~A.à 2Dim, il existe Q appelée fon
tion 
ourant t.q. ~v = − ~rotQ = (−∂yQ, ∂xQ)27



28 CHAPITRE 3. ECOULEMENT D'UN FLUIDE À 2 DIMHypothèse d'un �uide irrotationnel : 
'est
rot (~v) = 0Alors
∆Q = 0Analogies à 2 Dim :Chaleur Ele
trostatique Fluide in
ompréssible

∆T = 0, P = T ∆V = 0, P = V ∆Q = 0
~J = −κ ~grad (T ) = −κ ~rot (Q) ~E = − ~grad (V ) = − ~rot (Q) ~v = − ~rot (Q) = − ~grad (P )

Q :fon
tion 
ourant thermique Q :fon
tion de for
e Q :fon
tion 
ourantP univalué, Q mutivaluée P univaluée P, Q multivaluées
Iγ =

∫

γ

(

~J.~n
)

dl =

−κ (Q (z1) − Q (z0)) : �uxd'énergie à travers γ

Iγ =
∫

γ
(~v.~n) dl =

Q (z1) − Q (z0) :�ux de matière àtravers γ3.1 Exemples :3.1.1 Fon
tion quadratique([1℄ p.145).
Q (x, y) =

a

2

(

x2 − y2
)Alors

~v = (−∂yQ = ay, ∂xQ = ax)


e modèle se ren
ontre dans les situations :



3.1. EXEMPLES : 29
On 
al
ule : ∂xP = ∂yQ = −ay, et ∂yP = −∂xQ = −ax. Don
 P = −axy ,et :

f (z) = P + iQ = a

(

−xy +
i

2

(

x2 − y2
)

)

=
i

2
az2ave
 z = x + iy.

3.1.2 Exemples des dièdres([1℄ p.342).
f (z) = Czm+1, C ∈ ROn pose z = eiθ alors Q = Crm+1 sin ((m + 1) θ).



30 CHAPITRE 3. ECOULEMENT D'UN FLUIDE À 2 DIM

Remarques� En réalité, à 
ause de la vis
osité, il y a une 
ou
he limite, et la vitesse s'annulle surles parois. (Le �uide est rotationel dans la 
ou
he limite, il y a du 
isaillement.)



3.1. EXEMPLES : 31� Exer
i
e : Montrer que
‖v‖2 = ‖grad (Q)‖2 = |∂rQ|2 +

1

r2
|∂θQ|2

= C2r2m (m + 1)2et pour r → 0, si m > 0 (forme 
on
ave), alors ‖v‖ → 0 : �pas de vent dans lesvallées�.si m < 0 (forme 
onvexe), alors ‖v‖ → ∞ : �fort vent sur les 
rètes�. �E�et de pointe,pour l'orage�.3.1.3 Sour
es et Tourbillons
f (z) = a log (z) , a ∈ CSi

a = A + iBalors
f (z) = P + iQ = (A log r − Bθ) + i (B log r + Aθ)don


Q = cste ⇔ r (θ) = eQ/Be−Aθ/B

3.1.4 Courant autour d'un 
ylindreà 2Dim,([1℄ p.315,p.345).Soit
f (z) = U

(

z +
R2

z

)

, R > 0, U > 0Si z = reiθ, alors f (z) = UR2 cos θ.
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