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1 Convergence d'opérateurs

[2, chap.6]
Si (ϕn)n∈N est une base orthonormée d'un espace de Hilbert H et ψ ∈ H, ‖ψ‖ = 1, on

considère l'opérateur de rang 1 : Tn := |ψ〉〈ϕn|.
1. Montrer que pour tout u ∈ H, ‖Tnu‖ → 0 pour n→∞. Donc Tn → 0 pour la topologie

forte et la topologie faible.

2. Montrer que ‖Tn‖ = 1 pour tout n. Donc Tn 9 0 ne converge pas en �norme opérateur�.

3. Considérer maintenant l'opérateur adjoint T ∗n . Montrer que T ∗n 9 0 ne converge pas en
topologie forte mais T ∗n → 0 en topologie faible.

2 Opérateur di�érentiel à coe�cients constants

réf : Davies 1995, chap.3.
On utilise les notations : α = (α1, α2 . . . αn) ∈ Nn, |α| = α1 + . . . + αn et Dα :=(
−i ∂

∂x1

)α1

. . .
(
−i ∂

∂xn

)αn

. On considère sur Rn l'opérateur di�érentiel

P =
∑
|α|≤k

aα (x)D
α

On suppose que aα (x) ∈ C∞ (Rn) et ses dérivées Dβaα sont à croissance au plus polyno-
miale.

Le symbole de P est la fonction sur Rn × Rn :

p (x, ξ) :=
∑
|α|≤k

aα (x) ξ
α, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn

1. Si u ∈ S (Rn) montrer que P s'obtient à partir de son symbole par la formule :

(Pu) (x) =
1

(2π)n/2

∫
eixξp (x, ξ) (Fu) (ξ) dξ

où (Fu) (ξ) est la transformée de Fourier de u.

2. On suppose que les coe�cients aα (x) = aα sont tous constants et réels. Montrer que
FPF−1 est un opérateur multiplication et déduire que P est essentiellement autoad-
joint sur Dom (P ) = S (Rn) ou C∞0 (Rn).
Montrer que

σ (P ) = σess. (P ) = {p (ξ) , ξ ∈ Rn}, σponct. (P ) = ∅.

Dans quel cas peut on avoir σ (P ) = [λ,+∞[, λ ∈ R ?
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3 Algèbre de Heisenberg

réf : [2, p.274]
Sur u ∈ S (R) on dé�nit les opérateurs position X et impulsion D par (Xu) (x) = xu (x),

(Du) (x) := −idudx .
1. Montrer que [X,D] = iId.

2. Inversement montrer que si A,B sont des opérateurs auto-adjoints véri�ant la relation
[A,B] = iId alors A,B ne peuvent pas être bornés tous les deux. (Aide : utiliser
ABn −BAn = inBn).

4 Groupe de Heisenberg

ref : [3, p.4],[1].
Sur Rn on note X := (X1, . . . , Xn), (Xiu) (x) = xiu (x) l'opérateur position et D =

(D1, . . . , Dn), Di = −i ∂
∂xi

l'opérateur impulsion.

1. Pour q ∈ Rn,p ∈ Rn,u ∈ S (Rn) montrer que(
eip.Xu

)
(x) = eip.xu (x) ,

(
e−iq.Du

)
(x) = u (x− q)

et
F
((
eip.Xu

))
(ξ) = (Fu) (ξ − p) , F

((
e−iq.Du

))
(ξ) = e−iq.ξ (Fu) (ξ)

où F désigne la transformation de Fourier. Interpréter e−iq.D et eip.X comme des opé-
rateurs de translation de (q, p) dans R2n.

2. Montrer la relation
e−iqDeipX = eipXe−iqDe−iqp

et déduire que en posant :

z = (q, p, t) ∈ Hn := Rn × Rn × R

π (z) := eiteipXe−iqD

on a la relation :
π (z)π

(
z′
)
= π

(
z.z′
)

avec la relation du groupe de Heisenberg :

Hn ×Hn → Hn(
z, z′

)
→ z.z′ =

(
q + q′, p+ p′, t+ t′ − pq′

)
Autrement dit π est une représentation unitaire du groupe Hn sur L2 (Rn). (irréduc-
tible, voir [1]).

3. Utilisant [Xi, Djk] = iIdδj,k, montrer l' autre expression possible :

π (z) = eiteipXe−iqD = ei(t+
qp
2 )eipX−iqD
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5 Pseudo spectre d'une matrice

Réf : Trefethen, �Spectra and pseudospectra : the behavior of nonnormal matrices and
operators�.

Soit A ∈Mn une matrice n× n.
1. Montrer que

lim
t→+∞

1

t
log
∥∥etA∥∥ = α (A)

avec α (A) := sup
z∈σ(A)

< (z). (Aide : on utilisera l'intégrale de Dunford : etA = 1
2πi

∫
Γ⊃σ(A) (z −A)

−1 etzdz)

2. Montrer que
d

dt

∥∥etA∥∥
/t=0

= ω (A)

avec ω (A) := sup
λ∈σ( 1

2
(A+A∗))

λ.

3. Si A est une matrice normale, montrer que ω (A) = α (A).

4. Exemple : A1 =

(
−1 1
0 −1

)
,A2 =

(
−1 5
0 −2

)
. Parmi les deux courbes ci-dessous,

identi�er A1 et A2 :

6 Matrice de Jordan

Soit Jn :=


0 1 0

. . .
. . .

1
0 0

 est la matrice de Jordan n×n. On noteB (r) := {z ∈ C, |z| ≤ r}.

1. Si δ > 0 montrer que le pseudo-spectre σδ (Jn) véri�e

B
(
δ1/n

)
⊂ σδ (Jn) ⊂ B

(
(δn)1/n

)
(Aide : pour la première inclusion on utilisera le vecteur e :=

(
1, z, z2, . . . , zn−1

)
avec

|z| ≤ δ1/n. Pour la deuxième inclusion, on montrera que RJn (z) = −1
z . . .−

Jn−1

zn ).

2. Montrer que l'image numérique est N (Jn) = B (r) avec r = cos
(

π
n+1

)
.

3. Considérer la matrice �perturbée� Aδ :=


0 1 0

. . .
. . .

1
δ 0

. Calculer le spectre de

Aδ.
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