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1 Convergence d’opérateurs

|2, chap.6]
Si (¢n)pen st une base orthonormée d’un espace de Hilbert # et v € H, |[¢|| = 1, on
considére 'opérateur de rang 1 : T}, := [1)) (¢ ].

1. Montrer que pour tout u € H, ||T,,ul| — 0 pour n — oco. Donc T;, — 0 pour la topologie
forte et la topologie faible.

2. Montrer que ||T,,|| = 1 pour tout n. Donc T, - 0 ne converge pas en “norme opérateur”.

3. Considérer maintenant l'opérateur adjoint 7);. Montrer que T, - 0 ne converge pas en
topologie forte mais T — 0 en topologie faible.

2 Opérateur différentiel a coefficients constants

réf : Davies 1995, chap.3.

On utilise les notations : @ = (aj,a2...a,) € N |Ja| = a1 + ... + a, et D* =
o (e79)
(—i%) (—iai) . On considére sur R™ 'opérateur différentiel
1 Tn

On suppose que aq () € C* (R™) et ses dérivées DPa,, sont a croissance au plus polyno-
miale.
Le symbole de P est la fonction sur R™ x R" :

p(z,8) =) aa(2)¢", zER"EER”

|| <k

1. Si u € S (R™) montrer que P s’obtient & partir de son symbole par la formule :

(Pu) (x) =

P [ e w6 (Fuy (6) g
ot (Fu) (§) est la transformée de Fourier de w.

2. On suppose que les coefficients a,, () = a, sont tous constants et réels. Montrer que
FPF~! est un opérateur multiplication et déduire que P est essentiellement autoad-
joint sur Dom (P) = S (R") ou C§° (R™).

Montrer que

0 (P)=0ess. (P)=1{p(§), §eR"}, Oponet. (P) = 0.

Dans quel cas peut on avoir o (P) = [)\,1+oo[, AeER?



3 Algébre de Heisenberg

réf @ |2, p.274]
Sur u € S (R) on définit les opérateurs position X et impulsion D par (Xu) (z) = zu (x),
— _;d
(Du) (x) := —i5s.
1. Montrer que [X, D] = ild.
2. Inversement montrer que si A, B sont des opérateurs auto-adjoints vérifiant la relation

[A,B] = ild alors A, B ne peuvent pas étre bornés tous les deux. (Aide : utiliser
AB" — BA" = inB").

4 Groupe de Heisenberg

ref : 3, p.4],[1].
Sur R” on note X := (Xi,...,X,), (Xju)(z) = x;u(x) Uopérateur position et D =
(D1,...,Dy), D; = —i% lopérateur impulsion.

1. Pour ¢ € R"p € R"u € § (R™) montrer que
(eip'Xu) (z) = ety (x), (e_iq'Du) () =u(z—q)

et
F((e™¥u) (€)= (Fu) (€ =p),  F((e7"Pu)) (€) = 7 (Fu) (&)

—ig.D ip.X

ou F désigne la transformation de Fourier. Interpréter e et e

rateurs de translation de (¢, p) dans R?".

comme des opé-

2. Montrer la relation
e—quesz — esze—que—qu

et déduire que en posant :

z=(q,p,t) € Hp :=R" xR" xR
T (Z) — eiteipXefiqD

on a la relation :
m(2)m (2) =7 (2.2))
avec la relation du groupe de Heisenberg :
HpxHp — Hn
(2,7) — 22 =(q+d,p+p . t+t—pd)

Autrement dit 7 est une représentation unitaire du groupe H, sur L? (R"). (irréduc-
tible, voir [1]).

3. Utilisant [X;, D] = ildd; , montrer I’ autre expression possible :

- (Z) _ 6z'tez'pXefiqD _ ei(t—i-%)eipriqD



5 Pseudo spectre d’'une matrice

Réf : Trefethen, “Spectra and pseudospectra : the behavior of nonnormal matrices and
operators”.

Soit A € M,, une matrice n X n.

1. Montrer que

_— tA
i, g4 =
avec a (A) := sup R (2). (Aide : on utilisera l'intégrale de Dunford : e*4 = o fFDa(A) (z— A) " et*dz)
z€o(A)

2. Montrer que
d
D = (4)

avec w (A) := sup A
Aeo(L(A+am))

3. Si A est une matrice normale, montrer que w (4) = a (A4).

4. Exemple : A; = ( 701 _11 ),AQ = ( 701 _52 > Parmi les deux courbes ci-dessous,

identifier Aq et Ag :

6 Matrice de Jordan
0 1 0

Soit J, := est la matrice de Jordan nxn. On note B (r) := {z € C, |z| < r}.

0 0
1. Si § > 0 montrer que le pseudo-spectre oy (J,,) vérifie

B (51/n) Cos(Jy) C B ((5n)1/”)

(Aide : pour la premiére inclusion on utilisera le vecteur e := (1, 2,22,... ,z"‘l) avec
|z < 6'/". Pour la deuxi¢me inclusion, on montrera que Ry, (z) = -1- J::).
2. Montrer que I'image numérique est N (J,) = B (r) avec r = cos (niﬂ)
0 1 0
3. Considérer la matrice “perturbée” As := R . Calculer le spectre de
0 0

As.
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