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TD n°1
Opérateurs fermables, Opérateurs auto-adjoints.

1 Opérateur fermables

Exercice 1. [6, p.516] Montrer que la distribution de Dirac :

5‘{L2(R) ~C
e =)

est un opérateur non fermable sur L? (R). Déduire que I'opérateur

_{L2 (R) — L*(R)
Ne@) = e

est non fermable. Montrer que 6 : H"™ (R) — C est fermable sur espace de Sobolev de
distributions H™ (R) si m > 1/2.

Exercice 2. [2, p.57|[8, p.119] On utilise les notations : a = (aq,2...05) € N, |a] =
o Qn
a4+ ...+ a, et DY = (—z’%) 1...(—1’%) . Soit

un opérateur différentiel d’ordre k sur R" avec a, € C° (R™). On suppose que toutes
les dérivés de a, sont a croissance au plus polynomiale pour |z| — oco. Montrer que P est
fermable sur LP (R"), 1 < p < oo. Aide : considérer une suite (@), € S(R") et utiliser
Popérateur différentiel adjoint P* sur S (R™) appelé adjoint formel, définit par

([P e) = (PYlp),  ¥,0 € S(R")

2 Opérateurs auto-adjoints

Exercice 3. [3, p.55] Sur 'espace L2 ([0, 1]), on considére les opérateurs
1. Hpp = —227“20, Dom (Hp) = {p € C?([0,1]), ¢ (0) =¢ (1) =0} : “conditions de Di-
richlet”
2. Hyyp = —%207 Dom (Hy) = {90 € C?([0,1)), 2(0)=2%(1)= 0} : “conditions de

Neumann”
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d? d d « :
3. Hpp = 5%, Dom (Hp) = {¢ € C2([0,1]),  ¢(0) = (1), % (0) = % (1) } : “condi-
tions périodiques”
Pour chacun des opérateurs précédents, montrer qu’il est symétrique (intégration par par-
ties) et qu’il admet des fonctions propres formant une base de L?([0,1]). Déduire qu'il est
essentiellement auto-adjoint. Comparer les spectres.
2
Montrer que au contraire, Hp = —37‘5, Dom (H) = Dom (Hp) () Dom (Hy) posseéde plu-
sieurs extensions auto-adjointes.

Exercice 4. [7, p.178] L'opérateur oscillateur harmonique est H : L?(R) — L?(R),
Dom (H) =S (R),

1d%p 1,
(He) (z) = Y () + 57 ¢ (x)
1. Montrer que H est symétrique.
2. On définit les opérateurs suivants : pp 1= —ifl—ﬁ et (o) (x) :=zp (z), a:= % (T +1ip),
at = % (& —ip), N = a*a. Calculer les commutateurs (2, p,[a,al],[N,a], [N, a]

et montrer que H = N + %

3. On cherche la fonction v () définie par ayyy = 0. Montrer que 'on obtient 1'équa-

tion différentielle % = —x1)p dont la solution normalisée est la Gaussienne ¢ (z) =

ﬁ exp (—%) Montrer que g est fonction propre de N.

4. Pour un entier n > 1, on définit par récurrence la fonction v, par ¥, = ﬁaﬂbn_l.

Par récurrence sur n montrer que N1, = ni, et que ||wn|\2 = 1. (fonction propre

normalisée).
5. Montrer que ath, = v/nip,_1.
6. On cherche 'expression de la fonction ¢, (). Montrer la relation ¢, (x) = \/% (z— %) Yn—1(x).

A Taide du logiciel xcas [I], dessiner les fonctions d’Hermite 1, (x) avec le code :
f0:=exp(-x~2/2);

f1:=1/(sqrt(2x1))* (x*£0-diff (£C
£2:=1/(sqrt (2%2) ) * (xxf1-diff (f1
£3:=1/(sqrt (2%3) ) * (x*x£2-diff (£
plot([£f0,f1,f2,£3],x=-5..5);

7. Pour simplifier I’écriture, on définit la fonction H,, (x) par Iécriture :

1 2 1 \?
Un (z) = meXp (‘2) <n'2"> Hy (x)

et connaissant g (z) ci-dessus, on observe que Hy(z) = 1. Montrer que H,(z) =
(2z — %) H,_1(x). Déduire par récurrence que H, (z) est en fait un polynéme de
degré n a coefficients entiers appelé polynome d’Hermite, et calculer les premiers
termes Hj (z), Ha (x), Hs ().



8. Montrer que (¢p),,cy forment une base orthonormée de L? (R). Aide : on cherche une
fonction ¢ (z) orthogonale a toutes les fonctions t,. Comme t, o e~*/2H,, () avec
H,, polynome de degré n, cela implique [ ¢ (z) e~ /2p (z) dz = 0 pour tout polynome
P. Considérant P (z) = > ", L (ita), n — oo, déduire que la transformée de Fourier

gt
—x2/2

de p(x)e est nulle et donc que ¢ = 0.

9. Déduire de ce qui précéde que H est essentiellement autoadjoint sur S (R) est que son
spectre est A\, = n + % avec multiplité 1.

Exercice 5. |7, p.175] (*) “Le moment angulaire. Laplacien sur la sphére S%”
On considére Uopérateur Laplacien A sur L2 (52). En coordonnées cartésiennes (x,y, z) €
R3 (S? est la sphére unité),
A=L2+ L+ L2

avec les opérateurs de moment angulaire L, := yp. — zpy,Ly 1= zpy — xp.,L, := xpy — Yps
formant une représentation de l’algébre de Lie so (3). Par des méthodes algébriques similaires &
'exercice prédédent, montrer que A admet des fonctions propres formant une base de L? (S 2),
que le spectre de A est {\; =1(l+1), [ € N} avec la multiplicité (21 4 1). Déduire que A
est essentiellement autoadjoint sur C'*° (52).

3 Opérateurs inverse

Exercice 6. [5 p.127|Si A : X — Y est un opérateur linéaire sur des espaces de Banach
X,Y, et Ran (A) =Y, montrer que A est inversible si et seulement si

de > 0,V € Dom (A4) , ||Az|| > c||z||

et alors HA_lH < %

Exercice 7. [4, p.311]|Supposer : A : X — Y est un opérateur inversible, B est un opérateur
borné, || B|| < HAlefl. Montrer que (A + B) est inversible et

(A+B) ' =(1+47'B) Al =4 (1+BA )

ot les inverses des deux termes de droites sont définis par la série de Neumann (1 — T )_1 =
~1

> n>0 I™ qui est Abs. Conv. Montrer que H(A—i— B)_IH < (HAlefl - HBH) .
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