Premiére partie

Analyse de Fourier, distributions et
EDP a coefficients constants



Réf : Taylor Tome 1 p.3 [28]

JM Bony, cours de I'X.

livre de Nelson 1969.

On donne les références précises a ces livres.

@@ Introduction : frise des fonctions réguliéres aux moins réguliéres.

@@ Montrer le rapport avec les notations de Dirac dans des remarques QQ.
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Chapitre 1

Dérivée et formule de Taylor

Réf : Taylor Tome 1 p.3 [28].

On utilise le livre de Nelson p.1 “flows” ref. Q@Q.

La présentation suivante concerne des fonctions f : R® — R™ mais peut s’étendre a des
fonctions f : E — F avec E, F espaces de Banach '.
Notation: Siz = (71,...,2,) € R", sanorme euclidienne est ||z| := (22 + ... + xfl)l/Q.
La norme infinie est ||z||_ = max (|z1],...,|z.]).

Définition 1.0.1. Soit f : R — R™ une fonction a n variables a valeur dans R™, c’est
a dire que f a m composantes qui sont des fonctions a n variables :

f1 ([El,...,ZL‘n)
i3

fm (xl’ s 7xn)
On dit que f est continue (ou f est C°) au point z € R", si

|f (z+vy)— f(x)|]| =0, lorsquelly|| — 0.

Notations :
— On note A € L (R",R™) une application linéaire de R™ dans R™. C’est une matrice

m X n & coefficients réels. La norme opérateur est définie par

Ax
= sup 1A
B NE

1. Cette extension est utile en mécanique pour les systémes & nombre infini de dégrés de liberté (mou-
vement d’une onde). Les fonctions Hamiltonien et Lagrangien etc sont des fonctions sur ces espaces de
Banach

11
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Il y a d’autres normes utilisées (et équivalentes). Par exemple la norme Hilbert-

. 1/2
Schmidt : [|A||,¢ = (Z” |Aij|2> :

Définition 1.0.2. Soit f : R" — R™ une fonction continue en z € R". f est différen-
tiable au point x € R" avec une dérivée ou différentielle

Df(x) € L(R",R™)
si pour tout y € R™ petit,
fla+y)=[f(z)+Df(x)y+ol(y) (1.0.1)

o 1541 — 0 pour [|y|| = 0, y # 0.

Remarques
— Les propriétés d’étre continue ou différentiable sont indépendant du choix de la
norme.
— La différentielle de f au point z est la matrice Df (z) dont les éléments sont les
dérivées partielles :

Df (z) = (% @))FHM:HH (1.0.2)

Définition 1.0.3. Soit une fonction f : R" — R™.
— fest C'si f est différentiable en tout point x € R™ et si x — D f () est continue.
— fest C?si fest Ctet Df est C1. On note D?f := D (Df). etc: f est C¥ si D1 f
est C1L.
— f est O (ou lisse) si f est C* pour tout k € N.

Remarques
— Noter que z € R* — Df (z) € L(R",R™) est une fonction a valeurs matricielles
(ou vectorielles). Pour définir la continuité il faut utiliser la norme opérateur sur
L (R™ R™).
— Pour une fonction f : R — R on note f’(z)sa dérivée, et f*) (z) = DFf (x) sa
dérivée k-iéme.
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Exemples
— La fonction f : 2 € R — sin(z) € R est C®. Si k est pair, on a f® (z) =
(=1)"%sin (z) et si k est impair, f® (z) = (=1)* 2 cos (2).

Exercice 1.0.4. Montrer que la fonction f : R — R définie pour o > 0 par

T = elog siz >0
f(x) =<z =—eloglrl sz <0
0 siz=0

est O pour x € R\{0}. Enz = 0,si k < a < k+ 1, f est C* mais pas C* . Si
a=1,2,3 ... alors fest? C®enz=0.

Exercice 1.0.5. Montrer que la fonction f : R — R définie par

rsint  siz#£0
f(x)_{o six=0

est C*> sur R\ {0}. Montrer que f est C° sur R mais pas dérivable en z = 0. (Utiliser la
définition de dérivée).

— Voir figure 1.0.1, obtenue par le code python? suivant :

x=linspace(le-5,0.2,1e5) #ainsi x=1e-5 -> 0.2 avec 1leb points
y=x*sin(1/x)
plot(x,y)

Exemple La fonction de Weierstrass, pour 0 < a < 1, b > 1, est définie par
= 1
= — b" 1.0.3
F@)= 3 cos n2) (103)

Remarquer que la série est absolument convergente, car [b%| > 1.
— Voir figure 1.0.2, obtenue par le code python suivant :

a=0.5; b=2;
x=linspace(-5,5,1001) #ainsi x=-5 -> 5 avec 1001 points
y=cos (pi*x)
for n in range(15):
y=y+cos (b**n*xpi*x) /b** (a*n)
plot(x,y)

2. Dans la suite du cours, on verra de fagon surprenante que ce résultat est en rapport avec le spectre
discret de 1”oscillateur harmonique quantique”.

3. python est un langage informatique simple, puissant et gratuit, http ://www.python.org/ et
http ://www.scipy.org/. On lance python par ipython -pylab
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FIGURE 1.0.1 — Fonction f () = sin <.

— Le graphe de la fonction f de Weierstrass est une “fractale”. Voici la définition de
la dimension fractale :
Si F' C R™ est un sous ensemble borné de points de R", pour 6 > 0, on note N (F') le
plus petit nombre de cubes de coté 0 qui recouvrent F. Intuitivement, la dimension
dim (F) est telle que pour § — 0,

Vol (F)
Sdim(F)

log N5 (F)
log (1/0)

(rem : ce peut étre remplacé par des boules de diamétre § ou < 4). Cela donne la
définition :

Définition 1.0.6. La “box dimension” ou “dimension fractale” dimg (F) d 'un
ensemble F' C R™ est défini par

N (F) ~ & dim (F) ~

dimgpF := limM
6—0 10g(1/5)

si la limite existe.
Par exemple, pour le graphe de la fonction f de Weierstrass, on verra (exercice QQ)
que dimpf =2 — . Ainsi 1 < dimf < 2. (Voir |11, p.41]).

— On peut aussi utiliser le logiciel xcas [5]; on écrit :
f:=cos(pi*x); b:=2; a:=0.5; for(n:=1;n<=7;n:=n+1) { f:=f+cos(b n*pix*x)/b~(a*n);.
plot(f);

On montre (voir exercices ci-dessous) que f est continue mais non dérivable en tout point
x € R. Cependant f vérifie :

[ (@)= F ()| < Cla—yl*, € > 0, Vy proche de «

On dit alors que f est Holder continue d’exposant a ou f est C“ (avec 0 < o < 1).
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FIGURE 1.0.2 — Fonction de Weierstrass (15) (1) pour a = 0.5, b = 2. et (2) pour pour
a=0.1b=2

Mais f n’est pas Lipchitz*. Par exemple la fonction x — /x n’est pas dérivable en z = 0
mais elle est Holder continue d’exposant 1/2.

Remarquer que f est construite comme somme de fonctions ¢ (§) cos ({z) de fréquence
&, = b1 et d’amplitude ¢ (§) = 5 = ’g—z Cette amplitude décroit assez faiblement pour

pan
les hautes fréquences |{| — oo (comme 1/£%) est on verra plus loin @Q que c’est cela qui
est responsable de la “non régularité” de la fonction.

Exercice 1.0.7. Pour la fonction (13), montrer que :

1. Il existe C7 > 0 t.q.
\f(x+h) — f(z)] < CLR®

C’est a dire que f est Holder continue d’exposant a.
2. Si b est assez grand, montrer que 4Cy > 0,V,Vhy > 0, dh < hg t.q.

[f (@ +h) = f(2)] = Co.h"

Cela implique que en tout point z, f n’est pas Holder continue d’exposant o/ > «.

3. Montrer que le graphe de f a la “box dimension” ou “dimension fractale” :

dime:2—Oé

Proposition 1.0.8. (*) Loi du produit. (Nelson p.4.) Supposons donnés f : R™ — R™,
g:R" — R des fonctions C* et une application bilinéaire notée (x,y) € R" xR — z.y €
RE. Alors f.g : R* = RF est CF et :

D(f.g9)(x)y=Df (z)y.g(x)+ f(x) Dg(x)y (1.0.4)

4. Par définition, f est Lipchitz si

If (@) = f )l < Cle—yl
avec C' > 0 et Yy proche de x.
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Démonstration. On suppose que f, g sont C*. Alors d’aprés la définition (1.0.1),

flx+y) = f@)+(Df(@)y+ol(y),
glx+y) = g(x)+(Dg(z)y+ol(y)

donc
fle+y) gl@t+y)=f(x).g@)+Df(2)y.g@) + f(2).(Dg(x)y+o(y)

ce qui montre que f.g est C! et on obtient (1.0.4). On montre par récurrence que si f,g
sont C* alors f.g est CF. O]

Proposition 1.0.9. Loi de composition. Si f : R® — R™ dérivable en x et g : R™ — R!

est dérivable en f () alors
gof:R*" > R!

est dérivable en x et
D(go f)=(Dg)(f(x)).Df (x) € L (R",R') (1.0.5)

Si f,q sont C* alors go f est C*.

Remarque : En explicitant le produit des matrices des dérivées partielles (1.0.2), la
formule (1.0.5) s’écrit

d(gof); ~~ 9y 0 fx
0w > 5 (f (@) o (z)

Démonstration. On a d’aprés (1.0.1) f(z+y) = f(x) + (Df (x))y+o(y) et g(f +h) =
g(f)+ (Dg(f))h+o(h)doncavec f = f(x) et h=(Df(x))y+ o(y) cela donne

(o f)w+y) = g(f(x+y)=g(f(x)+h)=g(f(z)+ (Dg(f () h+o(h)
= g([ () + (Dg ([ (£))) (DS () y + o (y)

donc f o g est C' et on obtient (1.0.5). On montre que par récurrence que si f, g sont C*
alors go f est C*. O



CHAPITRE 1. DERIVEE ET FORMULE DE TAYLOR 17

Proposition 1.0.10. Formule de Taylor. Si f : R — R est Ck¥*! en 2 = 0, alors
1 1
f@)=FO)+f Oz+ 502" +... 4+ P (0)2" + 7 ()

appelée Série de Taylor avec le reste

1 x

ri(z) = o (z — )" fEHD (5) ds : reste intégral
“Jo
s}
- mf(kﬂ) (0(x)) avec 0 <@ (x) <z :reste de Taylor-Lagrange

= o()

Démonstration. On fait une récurrence. Pour k£ = 0, il faut montrer que

F (@) = £(0) +ro (2), ro<x>=/0xf'<s>ds

Ce résultat est vrai, appelé le théoréme fondamental de 1’analyse. Ensuite, on suppose
que la formule est vraie pour k > 0, et on suppose f est C*+2. Alors avec une intégration

par parties :

) = [E e G as

k+1 L z k+1
) [_<Jék_j)1)! e T I s
s}
= mﬂkﬂ) (0) + 741 (2)

Cela prouve la formule avec le reste intégral. Pour avoir le reste de Taylor-Lagrange, on
utilise I'égalité de la moyenne : si f est continue alors

Je € [a,b] tq /abfng(C)/abg

Ainsi il existe 0 < 0 (z) < x tel que

mk+1

o) = S @) [ = 0 0 ) oy
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Proposition 1.0.11. Formule de Taylor. pour f : R" — R™ @@ Voir Nelson p.12, et

interprétation de D*f € L [ R" x ... x R", R™ | comme un tenseur symétrique. Appli-
—_——

k
cation a la masse effective en theorie de Bloch.

Exemple

. 1 1
sin (z) = x — gxg + axg‘ +0(z°)

@@ dessin des approximations successives QQ

Exemple de fonction plate en x =0 :

f ) = {e‘l/z siz >0

0 siz <0

On a pour z > 0, f' () = Le™'/* = 0 pour # — 0, et de méme f*) (z) — 0 pour z — 0.
Donc f est C*sur R et f(kz) (0) = 0 pour tout k£ € N. On dit que la fonction f est plate
en r = 0. Autrement dit sa série de Taylor est nulle. Mais f (z) > 0 si x > 0 ce qui montre

que la série de Taylor en = 0 ne permet pas d’obtenir f (z) pour z > 0.

Exercice 1.0.12. En s’inspirant de la fonction plate e~ /% donner I’expression d’une fonc-
tion « (z), C* sur R telle que a (z) = 0 pour |z| > 1 et a(x) = 1 pour |z| < 1/2, avec
I’allure suivante :

Ce type de fonction est trés utile en mathématiques pour étudier des phénoménes

localisés (“partitions de 1'unité”).

Solution : Considérons f (z) = e x ! puis y = 1 — z et
g)=1—f(@)=1—eitl=1—¢c"Tv =1—¢vT

Soit
1

1 —exp (%)

qui a l'allure suivante, plate en x = 0, 1 et réalise donc la “premiére marche”. On réalise la
deuxiéme marche de fagon similaire.

=F(y)=(fog)(y)=c 7+ =exp|1-

1
Une autre solution est de considérer f (z) = e =22 qui est plate en x = £1. Ensuite
on convolue f (z) avec g(z) =0siz <0,g(z)=xsi0<z<1,g(x)=1siz>1 eton
obtient une marche.
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Remarque en physique une telle fonction plate apparait en physique statistique avec la
loi de Boltzmann :

1
[(T) = e BD

qui donne la probabilité d’occupation d’'un micro-état d’énergie E.

Théoréme 1.0.13. (*) (Nelson p.35) . La série de Taylor d’une fonction peut étre quel-
conque : s0it ag, ay, . . .ag, ... € RN une suite quelconque. Il existe f : R — R fonction C*
en 0 dont la série de Taylor en v = 0 esty -, apa® (c’est a dire que f® (0) = Lay).

Voir aussi livre de Pham et livre de Ramis.

On verra plus loin avec les inégalités de Cauchy que pour une fonction réelle analytique
la suite |ay| ne peut pas croitre plus que 1/7% avec r > 0 qui est le rayon de convergence.
Ainsi aj, = €* par exemple ne peut pas correspondre & une fonction réelle analytique.

Démonstration. Soit o

f(z) = Zakxkoz (Jax| z?)
k=0
appelée Resommation de Borel. o o € C* (R) est définie dans 'exercice (1.0.12) :a () =
0 pour |z| > 1 et a(x) = 1 pour |z| < 1/2. Montrons que cette série converge. Le k-iéme
terme est nul sauf si
lag| 2?2 < 1 & |ag|2® < 272 avec k > 2

donc -
Z |ara®| o (Jar| #%) < lao| + |ai] = + Z || 2
k=0 — k>2

<1

la derniére série est convergente pour |z| < 1. La série de départ est donc absolument
convergente pour |r| < 1. De méme on montre que la dérivée k-iéme de la série est une
série ACV pour |z| < 1, donc f est C* pour |z| < 1. Comme « (x) = 1 dans un voisinage
de 0, on déduit que la série de Taylor de f en z =0 est Y -, apzr. O
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Définition 1.0.14. (Taylor p.14) Une fonction f € C'* (R™) est réelle analytique en
zo € R™ si il existe r > 0 tel que pour tout z tel que |z — x| < 7, f () est égal a sa série
de Taylor qui est convergente :

£@) = 30 120 (wo) (o = a0

k>0

On peut alors remplacer x € R par x € C dans 'expression précédente et cela définit
une extension analytique de f (z) dans un voisinage complexe de xy. Le rayon de
convergence est la plus grande valeur de r possible.

Remarque
— L’ensemble des fonction réelles analytiques sur R™ est noté : C* (R").
— On verra que l'extension analytique est une “extension holomorphe” au Chapitre
suivant.
Exemple
La fonction f (z) = sin (x) est réelle analytique sur R et posséde une extension analy-
tique sur C tout entier.

Contre-exemple : La fonction

f(x) =

e e &sixr>0
0 six <0

n’est pas réelle analytique en x = 0. En effet sa série de Taylor est nulle alors que f (z) > 0
pour tout z > 0.

Exemple simple de continuation analytique (méromorphe) Considérons l'inté-

grale
<1
I(s)= / —dt
1t
qui est clairement convergente pour s > 1, et donne [ (s) = fﬂ [t = s—% Cette
derniére expression a une extension analytique unique pour s € C\ {1} avec un pole en
s = 1. On dit que c’est une extension méromorphe de I (s) alors que I'expression

intégrale n’a plus de sens. Par exemple :

> 1
u—m:”ﬁ‘ﬁw”:—g

pas de sens
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Exercice 1.0.15. (*) Construire une fonction f € C* (R) mais qui n’est pas analytique
réelle en aucun point z € R. Aide : aprés le chapitre sur les séries de Fourier, utiliser la
série de Fourier et le fait que pour tout N,C,«, on a pour x — 00, e~ K e~ Clog’z «
1 e—Nlogx
N T :
La proposition suivant montre que pour une fonction analytique réelle les coeficients de
la série de Taylor ne peuvent pas croite trop vite (et ne sont donc pas quelconque, comme
c’est le cas pour une fonction C*° d’aprés Théoréme 1.0.13).

Proposition 1.0.16. “Inégalité de Cauchy”. Si f est une fonction réelle analytique
en xo de rayon de convergence r alors les termes dans la série de Taylor “ne croissent pas
trop vite” pour k — oo :,

1
VR <, o f® (z) R*|  <0O(1)
termek de la;gm'e de Taylor
Démonstration. (Chabat p.63) voir chapitre fonctions holomorphes @Q. O

La proposition suivante montre que pour une fonction analytique réelle, les coefs de la série
de Taylor en un point détermine la fonction dans le voisinage de son extension analytique.

Proposition 1.0.17. (Taylor p.193). Si f est une fonction réelle analytique pour |z| < r,
et si f®)(0) = 0,Vk €N, cad que f est “plate en x = 07, alors f (r) = 0 pour tout |z| < 7.
Plus généralement Si f est une fonction réelle analytique pour |x| < r alors f(x) est

uniquement déterminé par la série (f(’“) (O))keN.

Démonstration. Soit
K:={z€]l—nrr[, tqf®(z)=0Vk>0}

Cet ensemble K C| — r,7[ est fermé (car intersection dénombrable de fermés). Pour tout
z0 € K, f(z) =0 ™ (20) (x — 20)" = 0 pour z proche de zy donc f*®) (z) = 0 et
donc K est aussi ouvert. Par conséquent K =| — r,r[. Ensuite, si deux fonctions f et g
vérifient £ (0) = g™ (0), Vk, alors h = f—g vérifie h®) (0) = 0 donc h (z) = 0,Vz €]—r, 7]
d’aprés ce qui précede et donc f = g. O
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Notation : On note C§° (R)I’ensemble des fonctions & support compact c’est a dire
tel qu'il existe R > 0 tel que f (z) = 0 pour tout |z| > R.

Remarque : d’aprés ci-dessus, si f est réelle analytique sur R et a support compact
alors f = 0.

Définition 1.0.18. Si la série de Taylor a un rayon de convergence nul (fonction non
réelle analytique), on dit que la série de Taylor est divergente et que c’est une série
asymptotique.

Cf Article de F. Pham et Livre de Ramis QQ.

Exemple (Article de F.Pham).
Soit

Sa série en = 0 est
f@)=2—2%22° — 62" +.. .+ (=1)" ' (n—Dla" + ...

(preuve : utiliser [ t"e "/*dt = [¥ s"e~*ds = nl)

C’est une série divergente. Si S,, désigne la somme des n premiers termes, alors R,, :=
|f (z) — S,| diverge mais est minimum pour ng ~ 1/x et R,, ~ e¢~/* qui est extrément
petit !

Ce style de série divergente apparait en physique (théorie des perturbations, mécanique
classique ou quantique). L’exemple précédent montre que méme si la série est divergente,
il est interessant de la sommer jusqu’a un certain ordre ngy car cela donne une bonne
approximation de la fonction étudiée f (x). Par exemple en Q.E.D., il y a la constante
de structure fine

2
e 1
o = =
hedreg  137.04...

et la plupart des résultats physiques sont exprimés par une série en puissances de a (&
I'aide de la théorie de perturbation). Ces séries sont divergentes®, mais il se trouve que les
premiers termes sont trés conformes aux résultats expérimentaux !

Exercice 1.0.19. Exemple de série asymptotique en physique.

5. En effet il est attendu que les séries de Taylor soient divergentes car o < 0 correspond a une théorie
ou deux électrons s’attirent. Les résultats sont trés différents du cas a > 0, autrement dit les résultats ne
sont pas une fonction réelle analytique en a = 0.
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(réf : Negel-Orland p.54.)
Il s’agit d'un modéle tres simple mais le méme phénoméne se rencontre trés souvent en
physique avec la “théorie des perturbations”. Considérons la fonction de potentiel

1
V) = L+ L

qui dépend de la “constante de couplage” g € R et la “fonction de partition classique”

dr v .
Z(g) == Nz Vo) (1.0.6)

D’apreés l'allure de V, (z) il est clair que I'intégrale est convergente pour g > Oet divergente
pour g < 0. On va montrer :

1. Montrer que la fonction Z (g) définie en (1.0.6) est non analytique en g = 0. Aide :
Calculer la série asymptotique de Z (g) = >_,509"Zn et montrer que la série est
divergente. Utiliser l'intégrale Gaussienne : B

+o0 2
/ ¥ e dr = /271 (2n — 1)!!
—00

ot 2n—1)!':= (2n—-1)(2n—3)...5.3.1 = Cnt appelée double factorielle, et la

27!
formule de Stirling .
n! ~ V2" tze™"

2. Afin d’étudier la série asymptotique, on pose

R, =

m=0

Montrer que R, < ¢"™'|Z,,1|. Aide : utiliser le reste de la formule de Taylor.

3. On va étudier le module du terme de la série M (n) := ¢" | Z,| (qui est une majoration
de R,—1). Montrer que M (n) est minimum autour du terme ny ~ ﬁ (grandsig < 1)
et que Monin (9) := M (ng) ~ e ™ ~ e 1/49 (trés petit si ¢ < 1). Commentaires ?
Calculer ng et M, (g) pour g = 0.1 et g = 0.01.

@@ Rajouter section sur la resommation de Borel. Voir ReedSimon Vol4, p.44.



Chapitre 2

Séries de Fourier

Joseph Fourier a développé cette théorie & Grenoble en 1807 et la publié dans un article
révolutionnaire.

@@ trouver 'article QQ.

réf : Taylor [28] p.177.

Définition 2.0.1. Soit f : R — C, C* et de période 1 : f(z+ 1) = f(z),Vr. La série
de Fourier de f est la suite notée (Ff)(n) ou f (n) pour n € Z, définie par :

(Ff)(n) = f (n) := / e f () di

Remarques :

— On note S! := R/Z 'espace des nombres ou = € R est identifi¢ & x + 1 (et z + n).
C’est un cercle. Une fonction f : R — C, vérifiant f(x+1) = f(z) est donc
identifiée a une fonction f: S* — C et inversement. On note f € C> (S*).

— Si F': R — C est une fonction de période X > 0, on se raméne au cas ci-dessus par
changement de variable en posant simplement f (z) := F (xX) qui est de période 1.

Exemples :

— si ng € Z est fixé et p,, (r) = ™% appelé mode de Fourier de fréquence ny.
Alors Gpg (1) = Opn. On dit parfois que f(n) est la composante de Fourier de
fréquence n. Remarquer que la composante de fréquence nulle est tout simplement
la moyenne de f sur 'intervalle [0, 1] :

o= [ s

24
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— Si f(z) = cos (2mx) = L (2™ 4+ e72™), alors f (1) = f(~1) =L et f(n) =0 pour
n# —1,1.
— On remarque que si f(z) € R (fonction réelle, f(z) = f(x)) alors f(—n) =

f (n),Vn, et inversement. En effet

1 I I
Fo(_ — 12mne dr = fi27rnz—d — —i2Tn dr = ¢
Fem = [femep@de = [ e = [ et @) e = F o)
Exercice 2.0.2. Soit la fonction f (z) définie par
f(x)=xzsixzel01] fx+1)=f(x),Vz eR. (2.0.1)

Montrer que sa série de Fourier est

Sn#0, fn)=-—  f(0)=

- 21

%. (2.0.2)

Remarquer que f (n)‘ décroit comme 1/n pour n — co. On verra l'interprétation de cela

A la Section QQ.

Les proposition suivantes montrent que la décroissance des coefficients de Fouriers

’ f (n)‘ pour n — +oo est en relation avec la régularité de la fonction f (z).

Proposition 2.0.3. Si f € C*(SY) alors il existe C > 0 tel que pour tout n > 1,

fo| <5

[n|"

Démonstration. On utilise la méme démarche que dans (A.1.1) avec une intégration par
parties :

fn): = / e () dx = (—) / 1 0y (e7™) f (x) da

2mn

.\ k 1
— __Z —i2mnx 9k
= (27m) /0 e o, f (x)dx

: U ) L C
T < ((mr)k/o 1 “”“) il = oF

donc
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Par conséquent si f (z) est C* alors la série f (n) décroit plus vite que toute puissance,
c’est une série de I'espace de Schartz définit par :

s(Z) = {u : 7 — C,VEk,3C,¥n,|u (n)| < i}

|

Et on retient :

Corollaire 2.0.4. La transformée de Fourier est une opération linéaire :

F.C®(SY) = s(Z)

Dans le cas d’une fonction réelle analytique, les coefficients de Fourier décroissent ex-
ponentiellement vite :

Théoréme 2.0.5. Si f € C* (S*) (fonction réelle analytique) avec un rayon d’analyticité
r alors

VO < yo < r,dC,Vn ‘f (n)’ < Cle—vo2rin|

Démonstration. (A lire aprés le chapitre sur les fonctions holomorphes, car nécessite le
théoréme de Cauchy).

Fo= [ s s

Supposons n > 0. Voulant utiliser le théoréme de Cauchy, comme z — e~ 2™ f () est
holomorphe sur la bande {(x +iy),—r <y <}, on se donne 0 < yo < r, et on déforme
le contour d’intégration en posant X = x —iyy € C avec x =0 — 1 et yq fixe :

1 1
f (n) _ / €—i27m(m—iy0)f (X) dr = 6—27rny0 / 6—i27rnrf (X) dr
0 0

donc

Fuo < ([ 1r ) i)

Si n < 0 il faut choisir le contour X = z + iyy € C pour obtenir la décroissance e%?™ =
e—yo27ln| O
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Proposition 2.0.6. Le produit scalaire entre deuz fonctions f,g € C™ (S') et la norme
L? de f sont définis par

1
(o) = | T@atayde, |l i= (5.0
0
Le produit scalaire entre deux suites u,v € s(Z) et la norme I* de u sont définis par :

(w,v) =Y ulk k),  fullp = (u,u)/?

kEZ

On note L* (SY) l'espace C° (SY) complété pour la norme || f|| et 1*(Z) espace s (Z)
complété pour la norme ||ul|. Ce sont des espaces de Hilbert.

Proposition 2.0.7. On définit 'opérateur adjoint de F : C*(S') — s(Z), noté
F*:s(Z) — C>=(Sh) par :

(Ffou) = (f,Fu), VfeC™(S"),Vues(Z).

Alors
(Ffu) (z) = Z u (n) 2™
neL
et on a
FF* = ldyz

Démonstration. Pour trouver I'expression de F* on écrit pour tout f,u :

Fw = (Fruy=SFmum=3 / &2 F () dr u ()

neL nez

_ /0 o (Z ey, (n)> dz

nez
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et donc (F*u) (x) = Y, cz €™ u (n). Alors pour tout u € s (Z) et n € Z on a

(FF*u)(n) = /0 e (Z My, (m)> dx

meZ

_ Z /01 2 m=mz g | w (m) = u (n)

meEZ . /

-

6n,m
donc FF* = Ids(z). ]

La proposition suivante montre que F*F = Idg~ et ses conséquences, mais c’est plus
délicat.

Proposition 2.0.8. On a aussi F*F = Idc~ et par conséquent si f € C*(S') on a la
formule d’inversion de Fourier

Fe) = e f (n)
nez
et la formule de Parseval :

112 = [ 15 0P de = 3| 0

ne”L

2

En résumé, F : L*(S') — I (Z) est unitaire.

Démonstration. (*) Montrons que F*F = Idge. Soit f € C*(S'). Alors (Ff)(n) =
[ emi2me f (z) da, et

FENW =S EN @ =3 ([ emor i)

nez neL

Le probléme a ce stade est qu’il n’est pas possible de entrer le terme somme sous l'intégrale.
Eneffet " _, e?™(y=2)" ’est pas une somme convergente. Pour cette raison on considére
la limite de la somme tronquée :

1 1
FrEnw = tim ¥ ([ emeip@a) = i | [0S e | f e

In[<N

dn(y—z)
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Ou 'on a noté dy (v) = 37, .y €™ appelée noyau de Dirichlet. Cest une série
géométrique et 1'on calcule!

sin(27(N+1)x)

on () = sin(2r%)
2N +1 sinon

stz ¢ Z

C’est une fonction continue, périodique, voir figure @Q. Observons que si z ¢ Z alors
dn () — 0 pour N — oo. Ainsi dy (y — ) est trés concentrée sur x = y. Par ailleurs
fol oy () =1 (car fol e?™2dy = 0 sin # 0). Donc?

(FFA) = ]&13;0(/ oty =) o) 1 o) i ([ o - )

Cela permet de conclure que F*F = Idg~. Conséquences de F*F = Idg :

[ i@r =1 = .7 F 0 = FrF0 = (£.4) = | )

neL
En d’autres termes 'opérateur F préserve la norme car || f||> = || Ff]|>. Et il est aussi
inversible d’inverse F~! = F*. On dit que F est un opérateur unitaire. [

Exercice 2.0.9. Appliquer la formule de Parseval pour la fonction (2.0.1) et déduire que
DT
n?2 6
n>1

Exemple : “Phénoméne de Gibbs” Q@

1. On écrit e?™§y (z) = Zgi_lzvﬂ e — Gy (z) — e”2™NT 4 i2n(N+D2 - Done Jy (z) =
ei27r(N+%):l;_efi27r(N+%)w _ sin(?‘n’(N-‘r%)m)
2T _ 2wy - sin(27r%') ’

2. La limite limy_, o, 0y n’existe pas en tant que fonction, mais en tant que “distribution”, et s’appelle
le peigne de Dirac (voir chapitre sur les distributions).



Chapitre 3

Fonctions holomorphes a une variable

Notations : On note z € C, z =z + iy avec x,y € R et Z =2 —iy. Alors

(:43), y=-(z-2

r = 5

DN | —

Soit U C C un ensemble ouvert, et une fonction C* : f : U C C — C, que 'on note
f(z,y) = u(z,y) + v (z,y) avec u,v € R. (z,y) sont des variables indépendantes et on
voudrait considérer (z,Z) comme des variables indépendantes. Ce n’est pas le cas, mais on
définit en accord avec la loi de composition (1.0.5) la notation :

of _(050x  9foy\ 1 (00 _iof
0z \oxdz Oydz) 2\0x 20y
0F _(050r 0fay\ _1(0F i0f\_1((0u v\ (0w ov
0z Or 0z 0Oy0z 2\0x 20y 2 or 0Oy dy Ox
(3.0.1)

Définition 3.0.1. ([15]p.2) Une fonction C*, f : U C C — C est analytique si pour
tout zg € U, il existe une suite a, € C avec n € N, t.q. pour tout z € D, (g) :=
{z, |z — 20| < €},

f(2) =) an(z— )"

ol la série est absolument convergente, uniformément par rapport a zy € U.

30
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Définition 3.0.2. Une fonction C*°, f : U C C — C est holomorphe si en tout point
(z,y) €U,
of

9z

ou v __
{ ox oy 0

ou v __

Oy + ox 0

appelées équations de Cauchy-Riemann.

(z,y) =0

c’est a dire d’apreés (3.0.1)que

Remarque : la définition de f holomorphe signifie que df : TC — C est C-linéaire.
On va voir plus loin, Proposition @QQ que ces deux définitions sont équivalentes.

J— o
Notations Si U C R? est un sous ensemble orienté, U est sa fermeture, U est son
intérieur et QU est son bord orienté.

Proposition 3.0.3. ([15/p.2, [10]p.24) “Formule intégrale de Cauchy”. Si U C C est
un domaine compact de bord C*, si f € C* (U) et zop € U, alors

Fla) = — ¢ L@ 4. /U (%) b ey (3.0.2)

C2m Jap 2 — 20 7 (z — 20)

Remarque : la premiére intégrale est une intégrale sur le contour OU. dz = dx + idy est
une 1-forme sur R?, voir chapitre IV.

Démonstration. Pour simplifier, on considére zy = 0. Avec le calcul de dérivée extérieure

on
d f% :ﬁ i dE/\dz:l 8_{ dE/\dz:% 8—{ dz N\ dy
z 0z \ z z \ 0z z \ 0z

De plus, la fonction z = (z,y) — % est localement intégrable ' en z = 0. On va aussi utiliser

1. en effet % = ﬁ est localement intégrable malgré la singularité en r = 0 car [/ Dn %d:cdy =

ffDR %rd@dr = ffDR dldr = 27 R.
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le théoréme de Stokes (20.5.4). On a donc

1 1
/ (8f> de Ndy = lim —gdx/\dy
v Tz \0Z =0 Jinp(o,e) T2 0Z

— i i(r)%)

127 <=0 Jur\p(o,e) z
1 1 d
O S LGRS SR AC R
Stokes OD(0:¢)
En coordonnées polaire z = ee’ on a £ = idf donc - faD(o o ()& =L 90(0.6) 4 (2)df —
£(0). O

Proposition 3.0.4. “formule de Cauchy” Si f est une fonction holomorphe sur U C C

alors pour tout zy € U

f(20) = QL f@ & (3.0.3)
21 Jour 2 — 20
et
f(z)dz=0 (3.0.4)
ou

Démonstration. Comme f est holomorphe alors 0f/0zZ = 0 et (3.0.2) donne (3.0.3). Si on
écrit la formule de Cauchy pour la fonction F'(2) = (z — 29) f (2), on obtient (3.0.4). O

@@ utilisation déformation de contour pour l'intégrale d’une fonction réelle analytique.
Q@

Proposition 3.0.5. Si U C C ouvert et f € C* (U), alors f est analytique si et seule-
ment si f est holomorphe.

Démonstration. Supposons f holomorphe, cad % = 0. Considérons zy € U, € petit et
21 € D (zg,e) C U. On utilisera la série convergente pour | X| <1 :

1 = o
1—X:§X
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On a d’apres la formule de Cauchy

1 f(z )dz_ 1 7{ f(2)dz
v

% v (z—21) io2r z—29) — (21 — 20)
1 O N U O 1O Y I W

z—20
= ) an(n—2)"

n>0

f(z) =

-~
an

donc f est analytique en zy donc sur U.
Inversement si f est analytique en zo € U, on a la série convergente :

= Z an (21 — 20)"

n>0

on a 8(23;12 )" — 0 donc af = 0, donc f holomorphe. O

3.0.0.1 Premiére formule des résidus

Si D, désigne le cercle de rayon r, pour n € Z on a

d 0 ' 1
AR 4 (3.0.5)
D, 2" 12r sin=1

Démonstration. On note en coordonnées polaires z = re??, donc dz = idfz. On écrit $

j{dz 7{ zd@_% ido [0 sin#l
. rlein=10 — ) ior sip =1

3.0.0.2 Formule des résidus

(Taylor p.195)
Si
u (2)

(z—a)"

avec u holomorphe, u (a) # 0, et k£ > 1, on dit que f a un podle d’ordre k en z = a.
Alors la formule de Taylor pour v donne

f(z) =
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appelée série de Laurent. Dans cette série, remarquer qu’il y a des poéles pour n — k <
0&n<k.
La formule (3.0.5) donne alors (le termen —k = —-1<n=%Fk—1)

$ 1) = e @ (i2n)

appelée formule des résidus?.

3.0.1 Application au calcul d’intégrales. “Méthode des résidus”.

La formule de Cauchy et la formule des résidus est tres utile pour calculer I'intégrale

de fonctions f (x) réelles analytiques.
Par exemple, soit & calculer :
< dx
I= — 3.0.6
| (300)

L’intégrand est la fonction f (x) = ﬁ appelée Lorentzienne qui est une fonction réelle
analytique, qui s’étend en une fonction méromorphe sur C, f : z — ﬁ avec un pole en
z =i, car 1+ 2% = (2 — i) (2 +1).

Etape 1 : on referme le chemin d’intégration L’astuce est d’écrire :

R
d
I= lim &
et de réfermer l'intervalle [—R,+R] par le demi cercle 75 = Re? 0 = 0 — =, pour
obtenir le contour fermé vp =| — R, +R[UJg. Sur ce demi cercle 'intégrale est (et car

2z = Re" dz = Ridfe®)

- 1 ™ Rie?
I ::/ dz :/ e — .
s 14 22 o 1+ R2ei20

‘fR‘S/ fin — 0
0

~— R2—-1 R
+R d 5 1
= lim / Y 4 Ix) = lim dz (3.0.7)
R—+o0 _R 1+ T2 R—4o00 Fr 1+ 22

2. La quantité ﬁu(kfl) (a) (i27) s’appelle le “résidu” du pole d’ordre k.

et )
Rie'
1+ R2ei20

Donc
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Etape 2 : on cherche les podles dans le chemin et calcule leur résidu : Or la
fonction z — f(z) = 1+122 = (Z_i)l(zﬂ.) a un pole en z = ¢ inclu dans la courbe 7p.
La fonction est holomorphe en dehors et d’aprés la formule (3.0.4) on peut déformer le
contour d’intégration vers un petit cercle de rayon e, C' (i, ) autour de ce pole z ~ i sans

modifier le résultat de I'intégrale. Pour z ~ ¢ on a

1 1

= ey "5 -9

et finalement en faisant le changement de variable 2/ = z — 7 et en utilisant (3.0.5) on a

1
I = 7{ f(z)dz—]{ —dz
Clive) Clig) 20 (2 — 1)

_ L @
2t Je,e 2 21

On a obtenu I = 7 qui est le “résidu” de la fonction f au pole z = i.

Remarque : on aurait pu également refermer le contour par le demi cercle inférieur
Ar = Re?. 0 = 0 — —r dans le sens indirect. Alors le pole enfermé par le contour est en

z=—i,ona f(z)= (z_i)l(zﬂ,) ~ _2i(1z+i) et on écrit (le signe - est pour changer le sens du

parcourt en sens direct)

1
1:—% fzdz:—jg 4
C(—ise) =) Clie) —2i (2 +1)

20 Jewe) 7 21

=T

Exercice 3.0.6. Pour ¢ € R, calculer 'intégrale suivante par “la méthode des résidus”.

R 1 +o0 e—z’ﬁx
f(f);ﬁ/oo 1+x2d$

(on verra que c’est la transformée de Fourier de f (z) = ﬁ) Montrer que f (£) = \/ge*m.




Chapitre 4

Transformée de Fourier

Reéf : Taylor p.197.

4.0.1 Espaces de Banach est espace de Hilbert de fonctions

Avant de donner la définition de transformée de Fourier, il est utile de rappeler les
normes habituelles sur les espaces de fonctions :

pey={rece®), Il [l

qui signifie que l'on définie la norme L'd’une fonction par ||f]|,: := [|f ()| dx ou dx :=
dz'dz?...dx"™ est la mesure sur R". La barre signifie fermeture : l'espace L' (R") est le
complété de I'espace C§° (R™) pour cette norme. C’est donc un espace normé complet, ce
que 'on appelle un espace de Banach.

De méme avec d’autres choix de normes on obtient :

z€R™

L (R") = {f e O (R, |fll = max|f<x>|}

pour 1 < p < o0,

I (R o { recg @), Il = ([ |f|pd1‘)1/p}

Ce qui est particulier pour p = 2 est que la norme sur I'espace L? (R") provient d'un
produit scalaire Hermitien définit par

(f.9)y0 = / 7 (2) g (x) dz (4.0.1)

En effet la norme L2 est : ||f||7. = [ |f|?dz = (f, f) - Pour ces raisons I'espace L? (R™)
est un espace de Hilbert.

36
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Exemples
— Soit f(z) = e, alors f € L” (R),¥p > 1 et f € L™ (R).
— Soit f(z) =1, pour x # 0. Comme

idz:{ﬁ[ﬁ Gt

x log sia=1

alors f ¢ L' ([1,00[) mais f € LP ([1,00[) sip > 1 et

e = ([ ()"~ (G

- e (~2iogp-1)

Remarquer que pour p — 1,

oo\ 1/p
1)
1

A1l > = 400

4.0.2 La transformée de Fourier

Définition 4.0.1. Soit f € L' (R"). On définit sa transformée de Fourier, notée
(F) () ou f (&) avec £ € R™ par

FEN©: = FO= oy [ ) ds

(2)
1 )
_ ix.£
- € ) f
Remarques :
— dans la derniére ligne on a utilisé la notation : =/ f(2) g (z) dr déja utilisée

pour le produit scalaire L? en (4.0.1).

— La fonction fe, () = €**-* appelée mode de Fourier n’est pas dans L' (R") donc
sa transformée de Fourier (Ffe,) n’est pas définie par I'intégrale ci-dessus (qui est
divergente). Il faudra la théorie des distributions pour définir (F f, ).

— Si f € L' (R") alors

Fel< — [ )m 11l

ce qui montre que H f H < — || f]l,1 et que la transformée de Fourier est un
oo

(2m)
opérateur :

F:L'(R") — L* (R") (4.0.2)
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— (*) Le Lemme de Riemann-Lebesgues améliore (4.0.2) : si f € L' (R") alors

f(f)‘ — 0 pour || — +00. (preuve : voir [28])

Exemples

Exercice 4.0.2. Soit la fonction Gaussienne de largeur Ax = o définit par f (z) = e 27"
sur R. Montrer que sa transformée de Fourier est aussi une Gaussienne de largeur A¢ = V2.

o

(Ff) (€) = oe o

La relation AzA¢ = 2 s’appelle le principe d’incertitude.

Exercice 4.0.3. Soit f (z) := e~1#l sur R. Montrer que sa transformée de Fourier est une
Lorentzienne :
e=y s
( ml+4&2
Sur R, soit la “fonction tente”

F(z) = {0 si|z| > 1 (£03)

1—|z| si|z|<1

Montrer que

Fn© == (= ) (800

Ver

2
Schéma .

Solution : Voir Taylor p201,202. Méthode des résidus, ou intégration par parties, ou
utilisant la convolution.

Remarque : dans les deux derniers exemples, la fonction f(x) n’est pas dérivable en
certains points, et sa transformée de Fourier décroit comme E% pour & — oo. Nous verrons
que ces deux aspects sont reliés avec QQ,

Exercice 4.0.4. Un paquet d’onde Gaussien est ¢, ¢, € C* (R") :

. |lz—x \2
Pzo,é0 (‘T) = t0re” 2
avec (z9,&) € R*™ et o > 0. Montrer que sa transformée de Fourier est aussi un paquet

d’onde Gaussien : )
_ |€=¢&ol

. )
(‘Fgoﬂﬁo,&)) (5) = Uneimo‘(gigo)e 2<%>
_le=gof?

_Je—xgl? n 1
Tracer [gu e (7)) = ¢ et |(Feue) () = 02e (7)
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4.0.2.1 Transformée de Fourier et dérivation ou multiplication

Notation : Par commodité on définit 'opérateur pour j =1,...,n:
L 0
Dy := (=) 5

La raison est qu’il est formellement auto-adjoint.

Démonstration. En effet son adjoint D?; est définit par la relation :

(£:D:,9) = (Deyfig) . Vfige G (RY)

soit en utilisant 'intégration par parties :

(r029) = [F(Di)de= [(DoPade = [i5h g
— 0g
— [ T5%ds = (5.D.9)
donc D} = D,;, 'opérateur est formellement auto-adjoint. ]
Pour a = (ay, ..., ;) € N" on définit :
Dy = Dg!... D"

et

¢ =a .z

On note
lal =a1 +as+ ...+ ay,

Proposition 4.0.5. “La transformée de Fourier de la dérivée est la multiplica-
tion et inversement” : pour tout o € N" on a

Vi, F(Df) (&) =& (Ff)(©) (4.0.5)
(de fagon abrégée on écrit : FDS = é%‘}") De méme
v F @) (€)= ()" Dg(FF)©) (4.0.6)

soit Fz& = (—1)1* DgF.




CHAPITRE 4. TRANSFORMEE DE FOURIER 40

Démonstration. On a (avec 'intégration par parties)

FID©) = G (740 D2) = i (264, 1)
B (27r1)"/ 3 (€75 ) = ¢ (zﬂl)m (%, )
= &(Ff©)
De méme
F@PE) = — (¢527f) = —— (a6, f)
(2m)"? > (2m)""? ’
! ol Dt = ol DHa 1 ix.
= 2" ((—1)‘ |D£€ 57f> _ (_1)\ |D§W (<, )

= (- Dg(Ff) ()

Définition 4.0.6. L’espace de Schwartz ou espace des fonctions lisses a4 décroissance

rapide est :
n o] n n aaﬁf
SR"):=1{f€C®(R"), VYo, €N 3Cos>0¥r, |(2°55) ()

< Ca,g}

Remarques :
— penser ’(jﬁ—;ﬁ) (:17)‘ < Ca75# pour |z| — oo, cad que toute dérivée f¥ (y compris
f) décroit plus vite que toute puissance .

||
— Si f € S(R™) alors pour tout a, 3,

Exemples :
— f(z) =e* ou f(x) = eV sont dans l'espace de Sewartz S (R).
— f(x) = el ¢ S(R) car par dérivable en z = 0. La lorentzienne f (z) = ﬁ ¢
S (R) car ne décroit pas assez vite en || — oc.

Proposition 4.0.7. Si f € S(R") alors Ff € S(R™) c’est a dire

F:SRY) = S(RY)
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Démonstration. Supposons f € S(R™). Soit g (&) = (Ff)(§). Alors d’aprés (4.0.5) et
(4.0.6)

¢ Dig = (-1 F (Dga’ f)
D’ aprés (4.0.7) on a D2’ f € S (R™) C L' (R") et d’apres (4.0.2) F (D2z” f) € L donc
faDgg < Cyp ce qui signifie que g € S (R™). ]

Théoréme 4.0.8. “Théoréme de Paley- Wiener”
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. f(z) holomorphe sur C" et il existe C, R tels que Y, y,|f (v + iy)| < CeflV!
2 (F)(€) =0 pour ] > R

Démonstration. QQ O]

@@ Remarque : on savait que si f (z) est holomorphe alors F f décroit exponentiellement
vite. Ici on rajoute la condition sur la croissance de I’extension analytique, ce qui se traduit
par un support compact de la transformée de Fourier. QQ

4.0.2.2 Transformée de Fourier inverse

Théoréme 4.0.9. “Formule d’inversion de Fourier” ou “Théoréme de Planche-

rel”.
Lopérateur F : L* (R") — L* (R") est unitaire c’est a dire que Vf,g

La transformée de Fourier inverse est donc égale a 'adjoint F~1 = F* et donnée par

1
(27T)n/2

(Flg) (2) = (F'g) (x) = /W@@% (4.0.8)

Démonstration. (*) (Taylor [28] p.198). On va d’abord obtenir 'expression de (F*g) (z).
Par définition de l'opérateur adjoint,

(f,.Fg) = (Ff.g9) = /<(2;)n/2/e w&f (z)d )g(f)d§

B /m<2n”/2/ 9 ) !
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done (F*g) (x) = 7 [ €€g (€) d€.
On va maintenant montrer que F*F = Id sur S (R"). Soit f € S(R"). On a

FEN @) = g [ ([ s an)

On aimerait inverser I'ordre des intégrales, mais on ne peut pas car [ e TYEd¢ est diver-

gente. Lastuce (qui a déja été utilisée pour les séries de Fourier et qui sera plus développée

avec la théorie des distributions) est de régulariser cette intégrale divergente en écrivant par
. . : 2 .

exemple (on introduit la Gaussienne e ~¢1¢I" qui tronque les hautes fréquences |£] > 1/1/2) :

| | .
. _ - iwg ([ el —ine
FENW = o i [ e ([ ) ay)
= lim L/ei(x_y)'fe_awdﬁ f(y)dy
e—0+ (2m)"
be(a—y)

Il apparait la fonction suivante qui est une intégrale Gaussienne (voir (B.1.2)) et que I'on
calcule :

de () : = —1)n/ e”'ée";'f‘zdé‘

C’est une Gaussienne de largeur treés petite ~ /¢ et d’intégrale (c’est encore une intégrale

Gaussienne) :
/ de (x)dxr =1

Par conséquent . (x — y) est trés concentrée en x ~ y et

(F*Ff)(x) = lim [ (z—y)f(y)dy

e—0t

= f(z) im [ 6.(x—y)dy=f(z)
e—0t

On a obtenu que F*F = Id sur S (R"). De la méme maniére (les expression sont les méme)

on a FF* = Id. Par complétion (passage a la limite de S (R") a L? (R™)) on déduit que

F: L*(R") — L*(R") est unitaire. O
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4.0.2.3 Transformée de Fourier et convolution

Définition 4.0.10. Le produit de convolution de deux fonctions u,v € C§° (R™) sur
R"™ est la fonction

<u*v><x>=/u<y>v<x—y>dy

Remarque : Le produit est commutatif :

e (o) = [uole-ydy= [u@-yo)dy=(ru @)

Proposition 4.0.11. La transformée de Fourier d’un produit de convolution est un pro-
duit de fonctions

(F (u*v)) = (2m)"? (Fu) (Fv) (4.0.9)

Démonstration. Avec un simple changement de variable :

Fue© = oo [ ([rwre-pa)a
= (27T1>n/2/e’if'(x_y)e_’f‘yu (y)v(x —y)dydx

= (2m)"? ((2;)”/2 /e_’f‘yu (y) dy) (W/e‘i“v (x) d:v)

= (20" (Fu) () (Fv) (&)
O

Exercice 4.0.12. Soit g (z) = 1 pour |z| < § et g (x) = 0 sinon. Montrer que f = g*g
est la fonction tente (4.0.3). Calculer (Fg) (§) et déduire simplement le résultat (4.0.4) :

1 (sin§)’
(]:f)(f):E< §>

Application au théoréme limite central @@ voir Taylor P.202
Soit f une distribution de probabilité de moyenne nulle : [ f (z)dz =1et [af (z)dz =
0.
On calcule la limite faible de f % f % ... f pour n — oc.
—_—

n
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Application pour les Equa. différentielles : @@ Déplacer au chap. DIstribution ou
EDP. @@
Considérons un opérateur différentiel & coefficients constants sur R” :

P=>"a,DS

la| <k
On a la relation suivante pour toutes fonctions u,v € C§° (R™) :
P (uxv) = (Pu)*v=ux(Pv)

Démonstration. On calcule la transformée de Fourier et on utilise (4.0.5) puis () :

F(P(uxv)) = F Z%D;‘(u*v) :Zaa}"(Dg‘(u*v))

|| <k loo| <k
= > & F(uxv) = 20)"? Y af* Fu(€) . Fv ()
|a| <k |a|<k

Dans cette derniére expression il n’y a que des produits commutatif de fonctions de £. Ainsi

F ((Pu) *v) = (27)"* F (Pu) .Fv = (2m)"? Z ao (§% (Fu) (£)) . Fo (&)

lof <k
donne le méme résultat donc P (u * v) = (Pu) * v et de méme pour u * (Pv). O

@@ déplacer dans chap distributions@Q@Ainsi pour résoudre l’équation différentielle
inhomogene (f,P sont donnés et on cherche u) :

Pu=f
il suffit de résoudre au préalable P¢ = § pour déduire :
u=fx*xq¢
on dit que ¢ est la solution fondamentale.

Démonstration. On a Pu= P (fx¢) = f* (Po)=f*xd=f. ]



Chapitre 5

Transformée par ondelettes

Définition 5.0.1. Un paquet d’onde Gaussien est la fonction

. _ \x—m0|2
oo (¥) 1= a0 Te 52

avec (z9,&) € R* et o > 0 et la constante

1
(27_‘_)71/2 (71_0_2>n/4

(5.0.1)

a =

Remarque :
— un paquet d’onde Gaussien s’appelle aussi ondelette de Morlet ou état cohérent
— D’apres l'exercice 4.0.4, le paquet d’onde Gaussien ¢, ¢, est localisé en espace en
x ~ xg et sa transformée de Fourier est localisée en fréquence en & ~ &,. Il est donc
“localis¢” dans I’espace de phase au point (zg, &) € R*".
— Le choix de la constante a sera justifé dans la proposition 5.0.3.

Définition 5.0.2. La transformation de Bargmann d’une fonction u € C* (R") est
la fonction Tu € C* (R?") :

_ (y—zq)?

(Tu) (20, 80) = (Pao.0> 1) pa(ny = @ / e~ SeT 5w (y) dy

n

45
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Remarque :

— La transformation de Bargmann s’appelle aussi transformation par ondelettes
de Morlet.

— D’aprés le produit scalaire, et comme ¢, ¢, est localisé au point (z9,&) € R*"
de l'espace de phase, on interpréte (Tu) (zo,&) comme étant la valeur de u au
point (xg,&) € R*" de l'espace de phase. Autrement dit la fonction (7u) est une
représentation de u sur l'espace de phase. Si on ne garde que le module carré (c’est
a dire I'intensité), on définit la distribution de Husimi de la fonction u par :

Husu (x()aéo) = |(7-u) (fﬂo,fo)ﬁ = |((105E07§07 U)‘2

c’est une fonction positive sur I’espace de phase.

Transformation inverse et relation de fermeture

Proposition 5.0.3. Si T* : C*®(R*) — C>~(R") est l'opérateur adjoint de T :
C>*(R") — C* (R*"). On a

T oT = Id sur C™ (R") (5.0.2)

Par conséquent T : L? (R") — L* (R*") est une isométrie c’est a dire
[ Tull 2 @eny = llull f2@ny < /2 T (20, &) doodéo = | Ju(2)|* da
R2n R"

et P:=ToT*: L?(R*™) — L*(R*) est le projecteur orthogonal sur T (L? (R™)) appelé
projecteur de Bargmann. Voir schéma QQ.

Démonstration. On utilise ici des notions non encore présentées : noyau de Swchartz, distrib
de Dirac@a@.

Calculons le noyau de Schwartz de 'opérateur 7 o 7. Remarquons que le noyau de T
et 7" sont

<5x,§|T5y> = Pxg (y)v <5y’|T*5x,§> = Pxg (y/)

donc utilisant la relation de fermeture sur R?" :

(T oT)h) = [ dedeloy|T°6,0)6.6T5,)
= [ dnde{oy T8, 0.l T5)

_ / dxdépue () @ue (y)

_ 2 / ddee s V)= sle—y =g eyl
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Or d’aprés (B.1.2), [o,dée®¥' =) = (27)" 6 (v —y) et [,. dve 21" = (7?02)”/2 (intégrale
Gaussienne (B.1.2)). Donc

Oyl (T oT)dy) = a*(2m)" 6 (y' —y) / dpe— el
= Q20" (y —y) (r0?)"”
o (y — )

1

G we?) On a montré (5.0.2).

car a® =

Conséquences : || Tul|> = (Tu, Tu) = | v, T*Tu | = (u,u) = ||ul|*>. Et soit P := TT*.

Id
On a
2 * * *
PP=TLTT =TT =P
Id
et

P =(TT)=TT"=P
donc d’apres () P est un projecteur orthogonal. Finalement il est clair que 7 (L* (R"))
Im (P) sur L? (R?").

Ol

Proposition 5.0.4. Le noyau de Schwartz du projecteur P est appelé noyau de Berg-
mann, donné par :

1 Ll e—p&! _ 1 .’E*ll)lz _¢r2
B (2, &,2,€) = (0w e |Pbuc) = (P, Pwe) p2(an) = (2@“62( ¢-a8") =gz (lz—2' [ +1€=¢'1%)

Voir schéma QQ.

Démonstration. Calcul du Noyau de P :

(0261 Pda )

[ e To) 6T 6,

_ / ) dyparer () Pae (Y)

(Par s Pa) 2Ry




