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Introduction : Sur ce document au format pdf, vous pouvez cliquer sur les liens en couleurs.
Ce TD est basé sur ces notes de cours et voici la page web et les solutions aux exercices.

1 Meétrique Riemannienne

Une métrique g est un champ de produit scalaires Euclidiens sur chaque espace tangent :
T.MxT,M —R

Ve e M, g,:< ° ’ est bilinéaire, symétrique (i.e. ¢ (U, V) = g (V,U
% ) L (U ymétrique (Le. g (U, V) = g(V,U))
et non dégénérée, ie. VV,g(U,V) =0 = U = 0. On note g € C>° (M;Sym (T*M @ T*M))
et g s'écrit en coordonnées g = 1. | g;;(v)dr; ® dr; avec les composantes g;; (v) =
g (%,%) = gj; € R qui dépendent du point'. On dit que (M,g) est une variété Rie-

i J

manienne.

Exercice 1.1. « Application linéaire associée ». A la métrique g, on associe 'application
.M —T:M

U —{V —=>g9(U,V)}
(' T:M — T, M).

linéaire ¢ : . Montrer que g est symétrique (i.e. ¢ = §g*) et inversible

Exercice 1.2. « Représentation des dual métriques ». Le vecteur cotangent g (U) € T M
est appelé parfois le dual métrique du vecteur tangent U € T, M.

1. Dans le cas d'une métrique Euclidienne g = dx; ® dx; + dry ® dxy sur le plan Ri Lo
9

exprimer g dans la base ( 9 ), (dxy, dxs) et représenter graphiquement les vecteurs

Bx1 7 dxa
cotangents a = § (U) powr U = 32, U = 32, U = 252, U = 252 + ;.
2. Faire de méme pour la métrique Lorenztienne g = —dxry ® dx; + dre ® dxy sur le plan
Rilm (qui correspond a un « espace 7 et temps xo » ), avec les vecteurs U = 6%1,
_ 0 _ 5.0 0 ) 9 _ 9 0 )
U = G U= 257 t 323 U= 9er T Bay U = 2(%%—5). Remarque : ces deux

derniers vecteurs vérifient g (U, U) = 0, on dit qu’ils sont sur le « cone de lumiére ». En
physique, de tels vecteurs duaux o = ¢ (U) modélisent I'impulsion de rayons lumineux.

1. dx; est le vecteur cotangent de base vérifiant dx; (%) = 0j— et on verra au TD3 que & partir de

deux vecteurs contangents £, &', on définit £ ® £ comme étant la forme bilinéaire définie par (£ ® &) (u,u') =
E(w)é (v), Yu,u' € T, M.
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Par définition, une métrique est Euclidienne si il existe un systéme de coordonnées dans
lequel g =, dz; ® dx;, i.e. les composantes sont sur la diagonale g; ; = d,—;.

Exercice 1.3. « Métrique Euclidienne en coordonnées polaires ». sur M = R? avec les
coordonnées cartésiennes (r1,xz), la métrique Euclidienne s’écrit

g = d(L’l X d.Tl + dZL'Q & dl‘g (11)

1. Ecrire la matrice des composantes. Montrer que en coordonnées polaires (x; = rcos¥,
To =1rsinf) :
g=dr®dr+1r*d)®df (1.2)

et écrire la matrice des composantes.

0 _0

2 )
5 @) est une base orthonormée de ’espace tangent.

2. Montrer que (

3. Donner 'expression de ¢ (%) et g (%) , g (%).

Exercice 1.4. « Métrique Euclidienne en coordonnées sphériques ». Sur M = R3, avec
les coordonnées cartésiennes (z!, 2%, 2?), la métrique Euclidienne s’écrit

g =dr' @dr' + dr* ® da® + da® @ da® (1.3)
1. Ecrire la matrice des composantes. Montrer que en coordonnées sphériques :
g=dr®dr+r*(df ® df + sin® fdp @ dip) (1.4)

et écrire la matrice des composantes.

o 0 ) . )
2. Montrer que <5, el m) est une base orthonormée de I’espace tangent.

3. Déduire la métrique induite sur la sphere S? C R3 de rayon 7 (fixé) en coordonnées
(6, ).

4. Donner I'expression de g (%) et g (%) , g (%) , g (%).
J

Exercice 1.5. « Produit scalaire induit sur 7'M ». Si g est une métrique sur M, on notera
aussi (u|v),, y; = g (u,v) pour u,v € T, M. On définit le produit scalaire induit sur 7*M par

VZU S M? v€777 € T;M7 <€|77>T;M = <g71 (5) |g71 (77)>T$M

Autrement dit ¢ est une isométrie par définition.

1. Montrer que en coordonnées

<§|U>T;§M = Z (g_l)m ginj (1'5)

2
ol g~ ! est la matrice inverse de g = <gij)ij'
0

dz;

ai> comme ici, mais
@

Attention, dans les livres de physique, il est habituel de noter g; ; = <

- ERICR .1 . . .

de noter ¢"7 = 1 avec des indices en haut, mais sans mentionner que c’est la matrice
)

inverse !



Exercice 1.6. « Expression du gradient sur ’espace R?® Euclidien, en coordonnées
cartésiennes et sphériques ».

On rappelle que si f € C*° (M;R) est une fonction sur une variété Riemanienne M, en un
point z € M, sa différentielle df € T M est un vecteur cotangent et son gradient est le vecteur
tangent

(grad (f)), = g, ' (df.) € T, M. (1.6)

Ainsi grad (f) est un champ de vecteur sur M.
Sur le plan M = R3, avec les coordonnées cartésiennes (2!, 22, %), on considére la métrique
euclidienne
g =dr' ®dr' + d2® @ do® + da® @ da®. (1.7)

1. Montrer que
af\ o
rad (f) = g~ * (df) = = | =
() =37 @ =3 (57 ) 5
Ainsi les composantes de grad (f) en coordonnées cartésiennes sont (la fléche signifie que
ce sont des composantes)

grad (af of af). (1.8)

grad (f) =(21,22,23) 8_m1’ a_x?7 8_903

2. Calculer les composantes de grad (f) en coordonnées sphériques dans la base <%, %, %)

de T, M.

2 9 9
Or? rd0’ rsin oy
les composantes de grad (f) dans cette base. Cette expression est utilisée dans les livres
de physique.

3. Montrer que la base (u,, ug, u,) = < > de T, M est orthonormée, et calculer

2 Forme symplectique canonique et équation de mouve-
ment de Hamilton

Soient (z',...2") € R" des coordonnées locales sur une variété M. Un vecteur cotangent
est noté & = Y, &;dr’ et (§;); sont ses coordonnées. Ainsi (27,¢;) € R*" forment des
coordonnées locales sur ’espace cotangent 7™ M.

Soit (x,£) € T*M un point de 'espace cotangent et

j=1—n

X,Y € T(m,f) (T*M)

deux vecteurs tangents. Leurs coordonnées (Xxj, ng) € R?" et (ij,Yg].)

nies par

sont défi-
—n

j=1l—n j=1

- 0 9,
x=S"x, 2 +x. 2.
; " o+ gjafj

et de méme pour Y. Rappel : dz/ (X) = X, etc.

Les schéma suivants représentent la variété M, la variété T*M comme collection des es-
paces vectoriels cotangents (17 M), .,,, I'espace tangent T(, )T M, les vecteurs tangents X,Y €
Ti2,6yT™ M ainsi que les coordonnées de X. La deuxieme figure est équivalente a la premiére mais
un peu plus schématique et sera utilisé dans la suite.
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Définition 2.1. On définit la forme bilinéaire Q sur T, ¢) (T M) par
QX,Y) =) XpYe, — X¢, Vi,
j=1
c’est a dire

0= di’ @d¢; — df; @ da? (2.1)

J=1

=: zn: d.’L’j AN dfj

j=1

Exercice 2.2. « Application linéaire associée {2 ». A la forme bilinéaire 2,on associe
I’application linéaire

a. {Tu,a) (T"M) = TG (T"M) (22)
X — Q(X) ={Y - Q(X,Y)}

1. Montrer que 2 est antisymétrique, i.e. Q (Y, X) = —Q(X,Y). Montrer que 2 est anti-
symétrique (i.e. 2* = —) et inversible (on dit que  est non dégénérée).

2. Montrer que € est indépendante du choix de coordonnées. On appelle €2 la forme sym-
plectique canonique sur 7*M. On dit que (T*M, 2) est une variété symplectique.

3. (Optionnel) Il y a une meilleure fagon de présenter ce résultat trés important, sans
utiliser de coordonnées locales. Pour cela, on définit d’abord la 1-forme de Liouville
n sur T*M par
VX €TueT™M,  1@e (X) =& (dn (X)),


https://fr.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A9t%C3%A9_symplectique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Forme_de_Liouville

ourm: (x,§) € T*"M — = € M est la projection du fibré cotangent sur sa base et
dr : TpoyT*M — TM sa différentielle. Ensuite on définit 2 par la dérivée extérieure
Q2 := —dn (le signe moins est une convention venant de la physique), ce qui signifie

QX,Y) =Y (n(X) =X (n(Y)) +n(X,Y]).

Cette définition est géométrique car n’utilise pas de coordonnées, mais (si on ne connait
pas la dérivée extérieure) il faut montrer que € est un tenseur et que l'on retrouve
I'expression (2.1) en coordonnées locales :

(a) Si f,g € C°° (M) sont des fonctions, montrer que Q (fX,gY) = fgQ (X,Y), i.e. que

() est un tenseur.

n coordonnées locales, montrer que n = >, {;dx; et montrer que Q = —dn es
b) E données local t n o &id; et t Q dn est
donnée par (2.1).

Exercice 2.3. « Equations de mouvement de Hamilton en général ». Soit M une va-
riété appelée « espace de configuration ». L’espace cotangent T* M est appelé « espace des
phases ». Soit H € C* (T*M;R) une fonction sur 'espace des phases appelée « Hamilto-
nien » ou « énergie totale ». Soit

X :=Q ' (dH) (2.3)

le champ de vecteur sur T*M appelé « champ de vecteur Hamiltonien ». Il génére un flot
¢t T*M — T*M appelé le flot Hamiltonien, défini par

dot

— =X. 2.4

p (2.4)
Remarque 2.4. Eventuellement H (t) peut dépendre du temps ¢t € R. Ainsi X dépendrait du

temps.

"goﬂ —
/ 3 EH
+ < Loel) femao
™
— a\>_\>
= M

1. Soient (z1,...x,) € R™ des coordonnées locales sur M et (&,...&,) les coordonnées
duales sur 7 M. Montrer que le champ de vecteur Hamiltonien s’écrit

n ) )
X =3 Xo o+ Xe, oo
= 0z T

et génere des trajectoires de composantes (z; (t),&; (t)),_, ,, = ¢' (v (0),£(0)) qui véri-
fient les équations de Hamilton

drj  _ _ oH
{J? ST (2.5)
j _ _ OH ’
G =X = T,

2. Montrer que X (H) = 0 et H (¢' (p)) = H (p) pour tout p € T*M et t € R, ce qui
signifie que I’énergie totale est conservée par le flot Hamiltonien.


https://en.wikipedia.org/wiki/Exterior_derivative

Exercice 2.5. « Equations de mouvement de Hamilton, cas de la mécanique ». On
appelle “mécanique” ou “mécanique classique”, la théorie de Newton (1685), ensuite refor-
mulée par Lagrange (1780) et Hamilton (1834). Elle concerne le mouvement des objets soumis
a des forces, ces objets pouvant étre des points (“mécanique du point”), des objets solides (“mé-
canique du solide”), des fluides (“mécanique des fluides”), le champ électromagnétique, etc. En
mécanique, la variété est M = R? avec les coordonnées (1, x5, z3) fixées par rapport aux étoiles,
que l'on appelle le référentiel cosmique, et la métrique Euclidienne g = 2?:1 dz; ®dz;. On
considére une fonction U € C* (M;R) appelée énergie potentielle. Pour la mécanique du
point, considérons un objet ponctuel de masse m > 0. A linstant ¢ € R, sa position est
x(t) € M. On note (z,&) € T*M = R3 x R? | point de I’espace cotangent ou espace des phases.
La fonction de Hamilton de la mécanique (ou énergie totale) est

H@oi= 5ol + Ul 26)
—_—

LY energie potentielle
energie cinetique

= ﬁ (ij) + U(Z'l,l'g,l'g).
J

Les équations de Hamilton déterminent un champ de vitesse X = Q' (dH) sur 'espace des
phases, générant les trajectoires (z (t),& (t)) € T*M de la particule dans l'espace des phases.
Ses coordonnées dans M = R? sont x (t) = (z; (t)), et coordonnées duales & (t) = (& (t)),-

1. Montrer que les équations de Hamilton (2.5) donnent la Loi de Newton (1685) :

d*; (t)

M = F;, 7=1,2,3, (2.7)
avec les composantes [ = —%, V) =1,2,3 du champ de vecteur
F(x) = —grad (U) € T, M. (2.8)
appelé champ de forces et
5 dl’j
L= m—
! dt

appelée impulsion ou quantité de mouvement.
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